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Kapitel I

Endliche Gruppen

1. Erinnerung und Beispiele

» Erinnerung 1.1
Eine Gruppe ist ein Paar (G, ) bestehend aus einer Menge G und einer Verkniipfung * : GxG — G,
dass die Axiome Assoziativitat, Existenz eines neutralen Elements und Existenz von Inversen erfiillt,

und wir schreiben auch G fiir die Gruppe (G, x). Die Gruppe G ist abelsch , wenn g * h = h x g

fir alle g,h € G. Eine allgemeine Gruppe schreiben wir multiplikativ mit neutralem Element 1,

abelsche Gruppen auch additiv mit neutralem Element O.

Eine Teilmenge H C G ist eine Untergruppe von G, in Zeichen H < G, wenn H # () und H
abgeschlossen ist unter der Verkniipfung und den Bilden von Inversen. Wir schreiben 1 (bzw. 0)

auch fiir die triviale Untergruppe {1} (bzw. {0}) von G.

Eine Abbildung ¢ : G — G’ zwischen Gruppen ist ein Gruppenhomomorphismus , wenn

©(g1-92) = 0(g1) - 0(92) V91,92 € G

und in diesem Fall ist

Ker(p) = o~ ' ({1})
der Kern von ¢. Wir schreiben Hom (G, G’) fir die Menge der Gruppenhomomorphismen ¢ : G —
G'.
m Beispiel 1.2
Sei n € N, K ein Korper und X eine Menge.

(a) Sym(X), die symmetrische Gruppe aller Permutationen der Menge X mit f - g = g o f,

insbesondere S,, = Sym({1,...,n})
(b) Z sowie Z/nZ = {a+nZ | a € Z} mit der Addition
(¢) GL,(K) mit der Matrizenmultiplikation, Spezialfall GL; (K) = K* = K\{0}

(d) Fir jeden Ring R bilden die Einheiten R* eine Gruppe unter der Multiplikation, zum Beispiel
Mat, (K)* = GL,(K), Z* = ps = {1, -1}

m Beispiel 1.3
Ist (G,-) eine Gruppe, so ist auch (G°P,-°P) mit G = G°? und g -°’? h = h - g eine Gruppe.
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» Bemerkung 1.4
Ist G eine Gruppe und h € G, so ist die Abbildung

G—G
Th =
g+ gh

eine Bijektion (also 7, € Sym(G)) mit Umkehrabbildung 7,-1.

Satz 1.5
Sei G eine Gruppe. Zu jeder Menge X C G gibt es eine kleinste Untergruppe (X) von G, die X

enthélt, ndmlich

» Bemerkung 1.6
Man nennt (X) die von X erzeugte von G. Die Gruppe G heifit endlich erzeugt , wenn G = (X)
fiir eine endliche Menge X C G.

Satz 1.7
Ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G — G’ ist genau dann ein Isomorphismus, wenn es einen

Gruppenhomomorphismus ¢’ : G' — G mit ¢’ o p = idg und p o ¢’ = idg gibt.

m Beispiel 1.8
Ist G eine Gruppe, so bilden die Automorphismen Aut(G) C Hom(G, G) eine Gruppe unter o’ =

@' op. Fir ¢ € Aut(G) und g € G schreiben wir g¥ = ¢(g).

Satz 1.9

Einen Gruppenhomomorphismus ¢ : G — G’ ist genau dann injektiv, wenn Ker(p) = 1.
m Beispiel 1.10
Sei n € N, K ein Korper.

a) sgn : S, — us ist ein Gruppenhomomorphismus mit Kern die alternierende Gruppe A,.

(a)

(b) det : GL,(K) — K* ist ein Gruppenhomomorphismus mit Kern SL,, (K).

(¢) Tz : Z = Z/nZ, a— a+ nZ ist ein Gruppenhomomorphismus mit Kern nZ
)

(d) Ist A eine abelsche Gruppe, so ist

A— A

T — NT

ein Gruppenhomomorphismus mit Kern A[n], die n-Torsion von A und Bild nA.
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(e) Ist G eine Gruppe, so ist

G — G?

g—g

ein Isomorphismus.

Definition 1.11 (Zykel, disjunkte Zykel)
Seien n,k € N. Fir paarweise verschiedene Elemente i1,...,7x € {1,...,n} bezeichnen wir mit

(i1...i) des o € S, gegeben durch

o) =14 furie{l,..,n\{i1,..., ik}

Wir nennen (i;...i5) eine k-Zykel . Zwei Zykel (i...ix) und (j1...5;) € Sy heiflen disjunkt , wenn
{’i17 ...,ik} N {jl; ...,jl} =0.

Satz 1.12
Jedes o € S, ist das Produkt von Transpositionen (das heifit 2-Zykeln).

Lemma 1.13

Disjunkte Zykel kommutieren, das heiflt sind 7, 7 € S,, disjunkte Zykel, so ist 779 = To77.

Bewets. Sind 71 = (41...9%) und 72 = (j1...Ji) so ist

T1(’i) 1 E {’Lllk}
Ti72(i) = To71(i) =  72(i) i € {j1...5} O

7 sonst

Satz 1.14
Jedes o € S, ist ein Produkt von paarweise disjunkten k-Zykeln mit k& > 2 eindeutig bis auf

Reihenfolge (sogenannte Zykelzerlegung von o).

Also ein 3-Zykel und ein 2-Zykel.

Beweis. Induktion nach N = |{i | o(i) # i}|.

N=00c=id
N > 0: Wahle i1 mit o(i1) # 41, betrachte i1, (i1),02(1), ... Da {1,...,n} endlich und o bijektiv ist, existiert
ein minimales k > 2 mit o”(i1) = i1. Setze 71 = (i10(31)...0" " (41)). Dann ist ¢ = 71 o 7 ‘o, und nach

Induktionshypothese ist Tfla = T3 0... 0 Ty, Mit disjunkten Zyklen 7o, ..., 7.

Eindeutigkeit ist klar, denn jedes 4 kann nur in einem Zykel (i o()...c%7*(4)) vorkommen. O
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