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1. Einleitung

1. Einleitung

messen: Liangen, Fliachen, Volumina, N — zdhlen, Wahrscheinlichkeiten, Energie — Integrale, ...

Wenn man ein Integral hat: f; F(t)dt, also wird das dt durch ein Maf3 u(dt) ersetzt.

Wir messen Mengen:
p: F —[0,00] mit F C P(X)

Dabei ist:
e X eine beliebige Grundmenge
o« P(X)={A|AC X} die Potenzmenge von X
o F— u(F)€|0,00]
Konvention:
o Familien von Mengen: A, B,C, F,..., R
e Mengen: A, B, X
e MaBe: u, A\, v, p, 0

m Beispiel 1.1 (Flichenmessung)

W(F) =g-h=p(Fr)+ p(Fa) + p(Fs)
:g/'h+h/'gll+h/,‘g//

!

=...=gh

F1, Fy, F3 disjunkt bzw. nicht iiberlappend!

p(F) = (A1) + p(Az) mit u(A) = 0.5gh

Allgemein fiir Dreiecke:

w(A) =0.5gh - 0.5¢’h’ und das ganze ist wohldefiniert!

Dreiecke lassen allgemeine Flachenberechnung zu - Triangulierung!

F= L—ﬂ A, (disjunkte Vereinigung A; N A, =0 k #1)
neN




2. Sigma-Algebren

2. Sigma-Algebren

Ziel: Charakterisierung der Definitionsgebiete von Mafen.
Definition 2.1 (o-Algebra, messbar)
Eine o-Algebra iiber einer beliebigen Grundmenge X # () ist eine Familie von Mengen in P(X), A C

P(X):
e (S1): XeA
e (82):Ac A A =X\Ac A
e (83): (An)nen C A= U,y An € A

Eine Menge A € A heifit messbar .

Satz 2.2 (Eigenschaften einer o-Algebra)

Sei A eine o-Algebra iiber X.
(a) e A

(b) ABEA=AUBcA
(¢) (An)ien CA=> (), enAn €A
(d) A, BeEA=ANBecA

() ABc A= A\Bec A

Beweis. (a) P=Xc A

(b)A1:AAQZBmA3:A4:...:@éAUB:UneNAnE.A

(©) Ane AB AT e AR, AT € A= Nyen An = (N, en AT) € A

(d) wie (b)

(€) A\B=ANBC c A -

Fazit: Auf einer o-Algebra kann man alle iiblichen Mengenoperationen abzahlbar oft durchfithren ohne

A zu verlassen!

m Beispiel 2.3
X # () Menge, A,BC X

(a) P(X) ist eine o-Algebra (grofitmogliche)
(b
(c

) {0, X} ist eine o-Algebra (kleinstméogliche)
)

(d) {0, B, X} ist eine o-Algebra, wenn B = () oder B = X
)

{0, A, A® X} ist eine o-Algebra

(e) A={AC X |#A < #N oder #A° < #N} ist eine o-Algebra
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