1 Grundbegriffe aus Logik und Mengenlehre

Definition (Aussage)
Aussage ist ein Schverhalt, dem man entweder den Warheitswert wahr (w) oder falsch (f) zuordnen kann (und nichts
anderes).

Definition (Menge)
Menge ist (nach Cantor 1877) eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen Objekten der Anschauung oder
des Denkens, welche die Elemente der Menge genannt werden, zu einem Ganzen.

Definition
e M = N, falls dieselben Elemente enthalten sind

e N C M ( Teilmenge ), falls n € Mfiir jedes n € N
e N G M ( echte Teilmenge ), falls zusétzlich N # M.

e Aussageform : Sachverhalt mit Variablen, der durch geeignete Ersetzung der Variablen zur Aussage fiihrt

Definition (Quantoren)
Quantoren

e Vx € M : A(z) wahr genau dann wenn (gdw.) A(z) wahr fiir jedes © € M
e Jdr € M : A(x) wahr gdw. A(x) wahr fiir mindestens ein z € M
Definition

Tautologie bzw. Kontradiktion / Widerspruch (#) ist zusétzlich gesetzte Aussage, die unabhingig vom Wahrheitswert der
Teilaussagen stets wahr bzw. falsch ist.

Satz 1.4 (DE MORGAN’sche Regeln)
Folgende Aussagen sind stets Tautologien

a) "(AAB) & —AV-B
b) =(AV B) & -AAN-B
c) "(VreM:A(z)) & Jz e M:-A(z)
d) “BzeM:Ax)) & Ve e M:-A(x)
Definition
e leere Menge () =: Menge, die kein Element enthélt
e M, N sind disjunkt , falls M NN =0
e Sei M Mengensystem , d.h. Mengen von Mengen, dann
—Upyem M ={z|IM e M:z e M}
~ Nuem M :={z |VM e M:z e M}
Potenzmenge : P (X M) := {M|M € M}
DE MORGAN’sche Regeln (fiir N' C P(M))

— Unex M = Nyen N¢

c
a (mNeN N) = UNEN N¢
kartesisches Produkt M x N :={(m,n)|m € M und n € N}

(mq,...,my) ist n-Tupel

Auswahlaxiom (AC / axiom of choice)
Sei M Menge nichtleerer, paarweise disjunkter Mengen M
= es gibt immer (Auswahl-) Menge M, die mit jedem M € M genau ein Element gemein hat.
Beispiel 1.5
e Fiir Aussagen A,B,C: ANC = B
— B ist notwendig fiir A



— Aist hinreichend fiir B

Mathematische Beweise

Definition
1. direkt er Beweis: (A = A1) A (A1 = A3) A... A (A, = B) wahr fir A= B

2. indirekt er Beweis durch Tautologie (A = B) < (-B — —A)

Relation und Funktion

Definition (Relation)
e Relation ist Teilmenge R C M x N. (z,y) € R heifst:  und y stehen in Relation zueinander.

e Relation R C M x N heift Ordnungsrelation (kurz Ordnung ) auf M, falls Va,b,c € M:
2) (a,a) € R ( reflexiv )
b) (a,b),(b,a) € R — a =b ( antisymmetrisch )
¢) (a,b),(b,c) € R— (a,c) € R ( transitiv )

e Ordnungsrelation R auf M heift Totalordnung , falls Va,b € M : (a,b) € RV (b,a) € R

e Relation auf M heifit Aquivalenzrelation , falls Va, b,c € M:
2) (a,0) € R ( reflexiv )
b) (a,b) € R = (b,a) € R ( symmetrisch )
c) (a,b),(b,c) € R= (a,c) € R ( transitiv )
e [a] :={be M| (a,b) € R} heikt Aquivalenzklasse von a € M bzgl. R

Jedes b € [a] ist ein Reprisentant von [a]

Definition (Abbildung)
Abbildung / Funktion von M nach N, kurz: F : M — N ist Vorschrift, die jedem Argument / Urbild m € M genau
einen Wert / Bild F(m) € N zuordnet.

e D (F):= M heifit Definitionsbereich / Urbildmenge

e N heifit Zielbereich

FM'):={ne€ N |n=F(m) fiur ein m € M'} ist Bild von M'C M
F~Y(N'):={m € M |n=F(m) fiir ein N’} ist Urbild von N'C N
R (F) := F(M) heiftt Wertebereich / Bildmenge

graph (F) := {(mn,) € M x N|n = F(m)} heift Graph von F'

F|p o ist Einschrénkung der Funktion von F auf M’ ¢ M
Komposition von F': M — N und G : N — P ist Abbildung G o F' : M — P mit (G o F)(m) := G(F(m))
AbbildungF : M — N heifst

— injektiv , falls eineindeutig (d.h. F(mq) = F(m2) = m1 = ms)
— surjektiv , falls F(M)=N,dh.Vne NIm e M : F(m) =n

— bijektiv , falls injektiv und surjektiv

Fiir bijektive Abb. F' : M — N ist Umkehrabbildung / inverse Abbildung F~!: N — M definiert durch
Fln)=m& F(m)=n

Satz 1.7
Sei F': M — N surjektiv. Dann existiert Abbildung G : N — M, sodass F o G =idy (d.h. F(G(n)) =nVn € N)

Definition (Verkniipfung)
Eine Rechenoperation / Verkniipfung auf M ist Abb. x: M x M — M, d.h. m,n € M wird Ergebnis m«n € M

Rechenoperation



e hat neutrales Element e € M, falls mxe=cecxm=mVm e M

e ist kommutativ , falls m*xn =nx*xm
e ist assoziativ , falls k * (m*n) = (k*xm) *xnVk,m,n € M

e hat inverses Element m’ € M zum € M, falls m*xm/ =m/sm =c¢

Beispiel
a) Addition : (m,n) —: m+n Summe ,

e neutrales Element heifit Null / Nullelement

o Inverses Element: —m
b) Multiplikation - : (m,n) +—: m-n Produkt

e neutrales Element heifft Eins / Einselement

e Inverses Element: m™!

Definition
Addition und Multiplikation heiffen distributiv , falls k- (m+n) =k-m+k-nVk,m,n € M

Definition (Korper)
Menge K heifst Korper , falls auf K eine Addition und Multiplikation existiert mit

a es existieren neutrale Elemente 0 € K und 1 € K_g
b Addition und Multiplikation sind distributiv
¢ Es gibt Inverse
Definition
Menge M habe Ordnung ,,<“, sowie Addition und Multiplikation.
Ordnung ist vertraglich mit Addition und Multiplikation, wenn Va,b,c € M

(a) a<beatce<b+e
(b) a<bsa-c<b-cmitc>0

Definition
Korper K heifst angeordnet , falls mit Addition und Multiplikation vertrigliche Totalordnung existert.

Definition (Isomorphismus)
Isomorphismus beziiglich einer Struktur ist bijektive Abbildung I : My — Ms, die auf M; und M, vorhandene Struktur
erhélt.

Mengen M; und M heiffen isomorph .



I Zahlenbereiche

1 Natiirliche Zahlen

Definition
N sei Menge, die die PEANO-Axiome erfiillen, d.h.

P1) N sei indutkiv, d.h. es ex.

e Nullelement 0 € N und

e injektive (Nachfolger-) Abb. v : N — N mit v(n) #0Vn € N
P2) (Induktionsaxiom)

Falls N C N induktiv in N (d.h. 0,v(n) € N falls n € N)
= N =N (N ist die kleinste indutkive Menge)

Nach Mengenlehre ZF existiert eine Solche Menge der natiirliche Zahlen mit iiblichen Symbolen.

Theorem 1.1
Falls N und Nx PEANO-Axiome erfiillen, dann sind sie isomorph beziiglich Nachfolger-Abbildung und Nullelement (Anfangse-
lement).

Satz 1.2 (Prinzip der vollstéindigen Induktion)
Sei {A,|n € N} Aussagenmenge mit d. Eigenschaften
(TA) Ay ist wahr ( Induktionsanfang )

(IS) Vn € N gilt: A, (wahr) = A, 14

= A, ist wahr Vn € N

Lemma 1.3

Es gilt:
a) v(NJu{0} =N
b) v(n) #nVn eN

Satz 1.4 (Rekusrive Definition / Rekursion)
Sei bB Menge, b € B u. F': B x N — B Abbildung. Dann liefert die Vorschrift

f(0) =0,
f(n+1):=F(f(n),n) YneN

genau eine Abbildung fiir f: N — B (d.h. solche Abbildung ist eindeutig)

Rechenoperationen

Definition
Definiere Addition +:N x N — N auf N durch n+0:=n,n+v(m) :=v(n+m)¥n,m € N
Definiere Multiplikation -:Nx N — N auf Ndurchn-0=0,n-v(m)=n-m+nVm,n €N

Satz 1.5
Addition und Multiplikation haben folgende Eigenschaften, d.h. Vk,m,n € N gilt:

Addition Multiplikation
a) I neutrales Element n+0=mn n-l=n
b) kommutativ m+n=n+m m-n=mn-m
c) assoziativ (k+m)+n=k+(m+n) (k-m)-n=k-(m-n)
d) distributiv kElm+n)=k-m+k-n

Folgerung 1.6
Es gilt Vk,m,n € N:



a) m—0=m+n-0

b) mn=0&m=0vn=0

c) m+k=n+k< m=n (Kirzungsregel Addition)
)

d) k-0:m -k =n- k< m=n (Kirzungsregel Multiplikation)

Ordnung auf N

Definition
Betr. Relation R := {(m,n) € N x Njm < n}

Satz 1.7

Es gilt auf N:
1) m<n = Ik eN:n=m+k, nenne n —m =: k Differenz
2) Relation R (bzw. ,<“) ist Totalordnung auf N
3) Ordnung ,,<“ ist vertraglich mit Addition und Multiplikation

2 Ganze und rationale Zahlen
Definition

Definiere Aquivalenzrelation @ := {((n1,n}), (n2,n%)) € (N x N) x (N x N))|n; 4+ nh = n} +na}

Satz 2.1
Q@ ist Aquivalenzrelation auf N x N.

Satz 2.2
Sei [(n,n)] € Z. Dann ex. eindeutige n* € N : (n*,0) € [(n,n’)] falls n > n’ bzw. (0,n*) € [(n,n’)] falls n < n'.

Rechenoperationen

Definition
Addition : m+ 7 = [(m,n))] + [(n,n)] := [(m +n,m' + n')]
Multiplikation : ™ -7 = mmn = [(m, m)] - [(n,n)] := [(mn + m/n’,mn’ + m'n)]

Satz 2.3
Addition und Multiplikation sind eindeutig definiert, d.h. unabhéngig vom Représentanten bzgl. Q.

Satz 2.4 B
Fiir Addition und Multiplikation auf Z gilt Vim,n € Z:

1) Es ex. neutrales Element 0 := [(0,0)] (Add.), 1 :=[(1,0)] (Mult., = [(k, k)])
2) Jeweils kommutativ, assoziativ und gemeinsam distributiv
3) —m = [(n',n)] € Z ist Inverses bzgl. Addition von [(n,n’)] =7
4) (- 1) =-7n
5) m - 0em=0vn=0
Satz 2.5

Fiir m,n € Z hat Gleichung m = 7 + T eindeutige Lésung T = m + (—n) = [(m + n'), (m’ + n)].

Ordnung auf Z

Definition o
Betr. Relation R := {(,7) € Z x Z|m < 7}, wobei m = [(m, m/)] < [(n,n')] gdw. (m +n' < m/ +n)



Satz 2.6
R ist Totalordnung auf Z, die vertriiglich ist mit Addition und Multiplikation.

Definition
Betr. Z = Z U {(—k)|k € N5} mit tiblicher Addition, Multiplikation und Ordnung ,,>“

Satz 2.7
7,7 sind isomorph bzgl. Addition, Multiplikation, Ordnung.

Rationale Zahlen

Definition
Betr. Relation @ := { (”—}, ”—,2) € (Z X Zpo) X (Z X Lpo)| ninfy = n’lng}

ny 7’ Ny
Setzte Q := {[%]
Offenbar gilt Kiirzungsregel [”] = [k'”] Vk € Zyo.

n’ k-n'

(n,n’) € Z x Z4o} Menge der rationale Zahlen .

Rechenoperationen auf Q

Definition
Addition : [2] + 5] = | matmn ]

m’+n’

Multiplikation : [2] - [2] := [2:2,]

m’ n' m/’-n’

Addition und Multiplikation sind unabhéngig vom Reprisentanten bzgl. Q = Operationen auf @) eindeutig definiert.

Satz 2.8
Mit Addition und Multiplikation ist Q Korper mit

e neutralem Element 0 := [%} = [OZ} ;1= [1—2} = [%} #0n+#0

o Inverse Elemente — [Z] =[], [ﬂ,]_l = [”'}

Ordnung auf Q

Definition
Relation R:= { ([Z],[2]) € Q x Q| mn’ <m'n/;m’,n’ > 0} gibt Ordnung ,<*.

Satz 2.9
Q ist angeordneter Korper (,<“) ist Totalordnung vertriglich mit Addition und Multiplikation).

Folgerung 2.10
Korper Q ist archimedisch angeordnet , d.h. Vg € Q3dn e N: ¢ < n.

3 Reelle Zahlen

Struktur von archimedisch angeordneten Ko6rpern
Satz 3.2
Sei K Korper. Dann gilt Va,b € K:
1) 0,1,(—a),b=1(b # 0) sind eindeutig bestimmt
) (—0)=0,1"" =1
) —(=a)=a,(b™")"" =b(b#0)
4) —(a+0b) = (=a) + (=b), (ab) ™' =a~ b (a,b #0)
) —a=(-1)a,(—a)(=b)=ab, a-0=0
) ab=0<a=0Vb=0



7) a+ x = b hat eindeutige Losung © = b+ (—a) =: b — a Differenz
az = b(a # 0) hat eindeutige Losung z = a~1b =: g Quotient
Definition
e Vielfache : na:=3%7_,a
Damit:
— (—n)a :=n(—a),0na := ag fiir n € N34
— ma +na = (m+n)a,na +nb=n(a+Db)
— (ma) - (na) = (mn)a?, (—n)a = —(na)
e Potenz : a" vona € K,n € Z:=[[;_,a
Damit
—a":=(a"H",a%% = 1k fir n € N>1,a £ 0
- a™a" = a™t", (™) = a™", a"" = (ab)",a"" = (a") !
o Fakkultit firne N:n!:=[[}_ k0 =1
e Binomialkoeffizient (Z) = _ eNVkneN0O<k<n

k!(n—k)!
- (i) = G+ G

— Rechenregel fiihrt auf PAscAL’sches Dreieck

Satz 3.3 (Binomischer Satz)
In Korper K gilt: (a+b)" =>1_, (Z)a”b"‘k, ,be K,neN

Satz 3.4
Sei K angeordneter Kérper. Dann gilt Va, b, ¢, d € K:
a) a<bs0<b—a
b) a<be<d&a+e<b+d
0<a<b0<c<dsa-c<b-d
¢) a<b& —b< —a (insbes. a > 0 < —a < 0)
a<bc<0&sa-c>b-c
d) a # 0« a® > 0 (insbes. 1 > 0)
e) a>0&a1>0

flo<a<bebl<al

Definition
Absolutbetrag |- |: K — K (auf angeordneten Korper K)
1 a fira >0
al ==
—a fira<0
Satz 3.5

Sei K angeordneter Kérper. Dann gilt Va,b € K:

1) fa| > 0,]a] > a

2) laj=0gdw.a=0
3) lal = |- al

4) la|-[b] = |a- 0|

5) |3 =6 #0)

6) Dreiecksungleichung

la+b] < la] + [b] (Ja = b] = [a + (=b)[ < |a[ + [b])
7) la| = [b] < a+0|



8) BERNOULLI-Ungleichung
(I+a)™>14n-aVa>—-1,n € N(a # —1 bei n =0)
(Gleichheit gdw. n = 0,1 oder a = 0)

Definition
Betr. f:Q — K mit f (%) := M0 = (mly)(nlx) "' Vm € Z, k € Zyo
Satz 3.6

Sei K angeordneter Kérper
= f:Q — K ist injektiv und f erhélt die Koérperstruktur und Ordnung, d.h. Vp, ¢ € Q:

o f(p+aq)=fp)+ f(a), f(0) =0k, f(—p) = —f(p)
o flp-a)=fp) f(a), f() =1k, f(p™") = f(p) "' (p #0)
* p<qgq+ f(p) <k f(q)
Folgerung 3.7
Es gilt im angeordneten Korper:
1) Qk = f(Q) ist mit Addition, Multiplikation und Ordnung von K selbst angeordneter Koérper
2) Qg ist isomorph zu Q bzgl. Korperstruktur und Ordnung.

Definition
Angeordneter Korper heifft archimedisch , falls Va € Kdn e NC K : a < n.

Satz 3.8
Sei K archimedisch angeordneter Kérper. Dann

1) Va,b€e K mit a,b>03IneN:n-a>b

2) Vae K3'a)€Z:[a] <a<[a]+1, [a] heift ganzer Anteil von a
3
4
5

)

) Ve € K mit e > 03n € Ny : + <& (beachte: 0 < 1)

) Va,be Kmita>1IneN:a” > b

) Va,e >03p,q€eQ:p<agundg—p<e

(d.h. @ € K kann auch rationale Zahlen beliebig genau approximiert werden, Q ,dicht“ in K)
6) Va,be K,a<bIgeQ:a<qg<b.

Definition (Intervall)

Intervall fiir angeordneten Korper K: Sei a,b € K:

e beschrianktes Intervall

— [a,b] :={z € K|a <z < b} abgeschlossen
— (a,b) :={a <z <b} offen
— [a,b) :={a <2 < b}, (a,b] :={a < x < b} halboffen

e unbeschrianktes Intervall

— [a,00] i ={x € K |a<x}
a,0) :={zeK|a>uz}
Wi ={zeK|z<a}

= (
= (
— (—00,b) :={x e K |z < b}

—00
—00
Definition (Folge)

Eine Folge in Menge M ist eine Abbildung o : N — M (evtl. @ : N>, — M), a,, := (n) heiffen Folgenglieder , und
Folgenindex .

Notation: {an }nen, {an}72, bzw. ag, o, ...

kurz: {o, o, {an}

Hinweis: {z},, ist konstante Folge , d.h. a, = aVn



Aussage gilt fiir fast alle (fa.) n € N, wenn hochstens fiir endlich viele n falsch.

Definition (Intervallschachtelung)
Folge {x,}neny =: X von abgeschlossenen Intervallen X, = [z, ),
angeordneten Korper K), falls

a) X, #0und X,,y1 C X,Vn eN

| € K (zp,z,, € K) heifit Intervallschachtelung (im

b) Ve > 0in K existiert n € N:(X,,) := 2], — z, < &, mit [ Intervalllinge

Lemma 3.9
Sei X = {X,, }nen Intervallschachtelung im angeordneten Korper K
= pen Xn enthilt hochstens ein Element.

Definition

Archimedisch angeordneter Korper heift vollstindig , falls [, .y Xn # 0 fiir jede Intervallschachtelung X = {z,} in K.

neN

Definition
Q = {({zn},{yn}) € Iy x Iy} ist Relation auf Ip, Iy := Menge aller Intervallschachtelungen X = {x,} € Q.

Satz 3.10
Q ist Aquivalenzrelation auf Ig.

Definition
setze R := {[X] | X € Io} Menge der reellen Zahlen .

® Npen Xn # 0 — [&] ist ,neue” sog. irrationale Zahl

Rechenoperationen

Definition

Fiir Intervalle X = [z,2/],Y = [y,¢'] in Q defineren wir Intervall in Q:
e X+Y ={{+n|feXneY}=[z+y 2 +]
e XY= {¢-n|E€X,neY}=[&5,#F], wobei 7,7 € {z,2'},5,7 € {u,y')}
o X :=[-z -2, X =L 1lfalls0e X

Fiir relle Zahl [X] = [{z,}], [V] = [{yn}] sei

A)+ 1= [{n + ya)]

[X]- V] = {n - yn}]

o —[X]:=[{-zn}]
(A7 = [{a )] falls [X] # Or

Satz 3.11
1) Addition, Multiplikation und Inverse sind in R eindeutig definiert

2) R ist damit und neutralen Elementen ein Korper.

Ordnung auf R

Definition
Betr. Relation ,,<*: R := {([{zs}], {yn}]) € R x Rlz), <y, Vn € N}

Satz 3.12
R ist mit ,,<* angeordneter Korper.

Satz 3.13
R ist archimedisch angeordneter Korper.

Theorem 3.14
R ist vollstandiger, archimedisch angeordneter Korper.



Theorem 3.15
Sei K vollsténdiger, archimedisch angeordneter Korper
= K ist isomorph zu R bzgl. Kérperstruktur und Ordnung.

Definition
Sei M C K, K angeordneter Korper.

e sc K ist obere / untere Schranke von M, falls z < s(x > s)Ve € M

M ist nach oben / unten beschrinkt, falls obere ( untere ) Schranke existiert.

e M beschrankt , falls M nach oben und unten beschrinkt.

e kleinste obere (grofte untere) Schranke § von M ist Supremum ( Infimum ) von M, d.h.
sup M :=§ < s(inf M = s > §) obere (untere) Schranken s € M.

e Falls sup M € M (inf M € M) nennt man dies auch Maximum ( Minimum ) von M.
kurz: max M = sup M( min M = inf M)

e falls M nach oben (unten) unbeschrinkt , d.h. nicht beschrénks, schreibt man auch sup M = oo(inf M = —o0)
Man hat

sup M = min{s | s obere Schranke von M}
inf M = max{s | s untere Schranke von M}

Satz 3.17
Sei K angeordneter Korper, M C K. Falls sup M (inf M) existiert, dann

1) sup M (inf M) eindeutig
2) Ve>0dye M :supM <y+e(inf M >y—e¢)

Theorem 3.18
Sei K archimedisch angeordneter Korper. Dann

K vollstandig < sup M/ inf M ex. VM € K, M # () nach oben /unten beschrénkt

Anwendung: Wurzeln, Potenzen, Logarithmen in R

Satz 3.19 (Wurzeln)
Seia € Rug,k €Ny = Nz €Rop:2¥ =a, Ya:= a* = z heiRt k-te Wurzel von a.

Definition (Potenz)
n-te Potenz von a € Ryg,r € R:

Zundchst 7 = 2 € Q (ohne Beschréinkung der Allgemeinheit (0BdA)) n € Nsg): a = (a™)% Allgemein fiir a > 0,a >:
a” :=sup{a? | 0 < ¢ < r,q € Q} offenbar eindeutig definiert und allgemeine Definition konsistent mit Definition fiir 7 € Q.
Damit: Exponentialfunktion

Satz 3.20
Seien a,b € Ryq,r,s € R.Dann

1) a™h’ = (ab)r7(ar)s :ars7a1‘as :ar-i-s
2)fr>0:a<bsa <"
3) fira>1:r<s<d <a’

Definition (Logarithmus)
Sei a,b € Reg,a # 1: Logarithmus von b zur Basis a ist

log. b e sup{r e R|a" <b} a>1
Ba? = sup{r e R|a" >b} O0<a<1

Satz 3.21
Se a,b,c € Ryg,a # 1. Dann

1) logab ist eindeutige Losung von a® = b, d.h. a9t =

10



2
3

) log,a =1,loge1 =0

) log, b7 = vlog, bVy € R

4) log,(bc) = log, b+ log, ¢,log, & =log, b —log, c
)

5) log, b= }ggaava €Rop,a # 1

Michtigkeit von Mengen
Definition
M endlich , falls M endlich viele Elemente hat, sonst unendlich .
Unendliches M ist abzdhlbar , falls bijektive Abbildung f : N — M existiert, sonst ist M {iberabzihlbar .
Satz 3.22
Es gilt:
1) Z,Q abz&hlbar
2) M abzdhlbar, n € Nyg = M"™ abzdhlbar (= Z™, Q™ abzéihlbar)
3) Ein offenes Intervall I € R # () ist {iberabzihlbar
4) P(N) ist iiberabzdhlbar.

4 Komplexe Zahlen

Definition
Betr. Menge der komplexen Zahlen C := R x R = R? mit Addition und Multiplikation:

(z,2") + (y,9) = (x +y, 2" +9)
(z,2") - (y,y') == (xzy — 2"y, 2y’ + 2'y)

C ist ein Korper mit Oc = (0,0), 1c = (1,0), —(z,y) = (—z, —y), (z,y)"! = (ﬁ ﬁ) mit imaginire Einheit i := (0,1)
schreibt man auch z = + iy statt z = (x,y)

Nenne x := PRe(z) Realteil , y := Im(z) Imaginérteil von z.
Z:=x — 1y zu z konjungiert komplexe Zahl

Komplexe Zahl Z = x + i0 = x wird mit reellen Zahl z € R identifiziert. Offenbar ist i> = (0,1)2 = —1, d.h. 2 =i € C 16st
Gleichung 22 = —1.

Betrag | - | : C — Ry mit |z] := /22 + y? ist Betrdg / Linge des Vektors.

Es gilt:
a) Rz =22 Imz = 2=
b) 21 + 20 =71 +7%2,21 - 23 =21 - 22
c) |2]=02=0
d) [z] = [z]
e) |z1- 22| = [z1] - [22]
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II Metrische Raume und Konvergenz

7 Grundlegende Ungleichungen

Satz 7.1 (geoemtrisches / arithemtisches Mittel)
Seien x1,...,x, € R<o.

1+ ... +x,

n
—_———

arithmetisches Mittel

= Yx1-To... Ty <

geometrisches Mittel

Satz 7.2 (allgemeine BERNOULLI-Ungleichung)
Seien o, x € R. Dann

1) I4+x)*>1+azxVe>—-1,aa>1
2) 1+z)*<l4+azxVr>-10<a<l
Satz 7.3 (YouNG-sche Ungleichung)

Seienp7q€R,p,q>1mit%—i—%:l.
@a-bg%—F%Va,sz

; g =9 - 2403
Spez1alfall.p—q—2.ab§%VmbeR

Satz 7.4 (HOLDER’sche Ungleichung)
Sei p,g € R,p, g > 1 mit %—i—%:l

n n 1 n 1
= D i iyl < Ooisy [@alP)? iy vl Yo,y €R
Fiir p = ¢ = 2 heifit die Ungleichung CaucHY-ScHWARZ’sche Ungleichung

Satz 7.5 (MINKOWSKI-Ungleichung)
SeipeR,p>1

= (i [z +wlP)? < (0 @)

=

3
=

1
+ (Zyzl |yi|p)pvx,y eR

Bemerkung 7.6
1) Ungleichung gilt auch fiir z;,y; € C

2) ist A-Ungleichung fiir p-Normen

8 Metrische Raume

Definition (Metrik)
Sei X Menge, Abbildung d : X x X — R heifst Metrik auf X, falls Vz,y,z € X:

2) d(r,y) =0z =y
b) d(z,y) = d(y,z) Symmetrie
c) d(z,z) <d(z,y) + d(y,z) Dreiecksungleichung

(X,d) heiflt metrischer Raum .

Beispiel 8.2
Diskrete Metrik auf bel. Menge X ist

e ={) 02

ist offenbar Metrik.

Beispiel 8.3
Sei (X, d) metrischer Raum, Y C X
= (Y, cz) ist metrischer Raum mit induzierte Metrik d(:c, y) :=d(x,y)Va,y € X.
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Definition (Norm)
Sei X Vektorraum iiber K = R bzw. K = C.

Abbildung ||.|| : X — R heift Norm auf X, falls Vz,y € X
a) ||lz]| =0gdw. x =0
b) ||A-z| = |- |lz]| YA € K ( Homogenitit )
¢) |lz+yl <lz|l + ||yl Dreiecksungleichung

(X, ||Il) heifft normierter Raum

Definition (Halbnorm)
.|| : X = R>( heifit Halbnorm , falls nur b) und c) gelten.

Satz 8.4
Sei (X, ].]|) normierter Raum.
= X ist metrischer Raum mit Metrik d(z,y) := ||z — y||Vz,y € X.

Beispiel 8.5
Man hat u.a. folgende Normen auf R":

p-Norm |z], := (3272, |#i[")” (1 <p<o0)

Maximum-Norm |z| = max{|z;| |i=1,...,n}

Standardnorm im R™ : |- | :=| - |,=2 heifit euklidische Norm

Definition (Skalarprodukt)
(z,y) == > | x;y; heift Skalarprodukt ( inneres Produkt ) von z,y € R™.

Offenbar ist (x,z) = |z|? Vo € R™ (ausschlieklich fiir Euklidische Norm)
Man hat [(z,y)| < |z| - |y| Vz,y € R™ ( CAUCHY-SCHWARZ’sche Ungleichung )

Beispiel 8.6
X = C" ist Vektorraum iiber C, z = (z1,...,z,) € C*, a; € C.

Analog zu 8.5 sind | - |, und | - |oc Normen auf C"
(z,y) == > Tiy; Y,y € C heift Skalarprodukt von z,y € C".
x,y € R"(C") heiffen orthogonal , falls (x,y) = 0.
Beispiel 8.7
Sei M beliebige Menge, f: M — R.
o ||f|l :=sup{|f(z)|| x € M} Supremumsnorm
e B(M):={f:M—R]| ||f]l <oo} Menge der beschrinkten Funktionen

Definition
Normen ||.||1, |||z auf X heifien &quivalent , falls 3o, 8 > 0: af|z|j1 < ||z||2 < B||z]1 Vx € X

Folgerung 8.10
|- |p, | |q sind dquivalent auf R™ Vp, ¢ > 1.

Definition
e B.(a):={z € X |d(a,z) <r} heifit (offene) Kugel um a mit Radius » > 0

e B.[a] := B.(a) :={z € X | d(a,z) < r} heifit (abgeschlossene) Kugel um a mit Radius r > 0

Hinweis: muss keine ,;ibliche* Kugel sein, zum Beispiel {x € R" | d(0,2) = ||z]lc < 1} hat die Form eines ,jiiblichen*
Quadrats.

e Menge M C X heifit offen , falls Vo € M 3e > 0: B.(z) C M

e Menge M C X ist abgeschlossen , falls X \ M offen

e U C X Umgebung von M, falls 3V C X offen mit M C V C U
e © € M innerer Punkt , von M, falls 3¢ > 0: B.(x) C M
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x € X\ M &uferer Punkt von M, falls 3¢ > 0: B.(z) C X \ M

z € X heiftt Randpunkt , von M, wenn = weder innerer noch dufserer Punkt

int M := Menge aller inneren Punkte von M, heifst Inneres von M

ext M := Menge aller dukeren Punkte von M, heifit Auferes von M.

e 0 M := Menge der Randpunkte von M, heifst Rand von M

e cl:= M = int M UOM heifit Abschluss von M

e M C X heifst beschrinkt , falls Ja € X,r > 0: M C B,(a)

e z € X heift Haufungspunkt (HP) von M, falls Ve > 0 enthélt B.(z) unendlich viele Elemente aus M

e € M heifit isolierter Punkt von M, falls z kein Hiufungspunkt

Lemma 8.12
Sei (X, d) metrischer Raum. Dann

1) B,(a) offene Menge Vr > 0,a € X
2) M C X beschrinkt = Ya € X 3r >0: M C B,(a)
Satz 8.13
Sei (X, d) metrischer Raum, 7 := {U C X | U offen}. Dann
1) X,0 € 7 offen
2) Nis,UicrfallsU;erfiri=1,...,n
)

3) UperUerfallst €7

Folgerung 8.14
Sei (X, d) metrischer Raum, o := {V C X | V abgeschlossen}. Dann

1) X, 0 € o abgeschlossen

2) U?ZlVi CofallsV;eo; firi=1,...,n
3) Nyey VEofallso Co

Definition (Topologie)

Sei X Menge, und 7 Menge von Teilmengen von X, d.h. 7 C P(X).
7 ist Topologie und (X,7) topologischer Raum , falls 1),2),3) aus 8.13 gelten.

Satz 8.15
Seien ||.||1,||-]]2 dquivalente Normen in X und U C X. Dann

U offen beziiglich ||.||; < U offen bzgl. ||.|

Satz 8.16
Sei (X, d) metrischer Raum und M C X: Dann
1) int M, ext M offen
2) OM,cl M abgeschlossen
)

3) M =int M, falls M offen, M = cl M falls M abgeschlossen

9 Konvergenz

Definition (konvergent)
Sei (X, d) metrischer Raum. Folge {x, }nen in X, (d.h. z, € X Vn) heiflt konvergent , falls € X existiert mit

Ve > 03ng =np(e) € N:d(an,z) <e Vn>ng

x heifit dann Grenzwert (auch Limes) der Folge.
Notation: z = lim , x,, — z fir n — oo, x, 230,
n— oo

Folge heiftt divergent , falls nicht konvergent.
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Folgerung 9.1
Fiir Folge {z,} gilt:
x = lim z, < Jede Kugel B.(x) enthélt fast alle z,,

n—oo

Satz 9.6 (Eindeutigkeit des Grenzwertes)
Sei (X, d) metr. Raum, {z,} Folge in X. Dann

x,x’ Grenzwert von {z,} = z =21

Satz 9.7
Sei (X, d) metrischer Raum, {z,} konvergente Folge in X
= {x,} ist beschrinkt.

Definition
Sei {z,, } beliebige Folge in X, {ny }ren Folge in N mit ng11 > ng Vk € N. Dann heift {x,, }reny Teilfolge (TF) von {z, }nen-
v € X heifst Haufungswert (Hw) (auch Haufungspunkt) der Folge {x,}, falls Ve > 0 enthélt B.(v) unendlich viele .

Satz 9.12
Sei {x,,} Folge im metrischen Raum (X, d). Dann

1) 2, =z = z,, —3 o fir jede TF {z,, ‘&
n—oo

2) v ist Hw der Folge {x,} < 3ITF {x,, } : xn, — v
3) Teilfolgenprinzip : Jede TF {z) } von {z,} hat TF {xp/} mit x,,» -z =z, —

Satz 9.13
Sei (X, d) metrischer Raum, M C X Teilmenge. Dann

M abgeschlossen < fiir jede konv. Folge {z,} in M gilt: lim z, € M
n—oo

Konvergenz im normierten Raum X

Satz 9.14
Sei X normierter Raum, {z,}, {y,} in X, {\,} in K mit limz, = z,limy, = y. Dann

1) {z, + y,} konvergiert und lim z, +y, = lim z, + lim y,
n—oo n—00 n—oo

2) {\,z,} konvergiert und lim A,x, = lim A, - lim z,
n— 00 n— o0 n— oo

3) A#£0 = lim & = £ (in K) fiir {{-},55 (A # 0V > 7)

n—oo
Folgerung 9.15
Seien {\,}, {i,} Folgen in K mit \,, — A, 1, — p. Dann
1) A+ o = A4 A, = A
2) falls A # 0 (oBdA A, #0): &= — &

Lemma 9.17
1) Im metrischen Raum X gilt:z,, — = in X & d(z,,z) - 0in R

2) Sei0 < a, < B, VneN ap, B, R, B, —0
= a,, — 0 Sandwich-Prinzip

Satz 9.18
Sei X normierter Raum, {z,} in X. Dann
Tp > xin X = ||, — [|z|| in R

Satz 9.19
Seien (X, ].]l1), (X,]-]|2) normierte Rdume mit dquivalenten Normen. Dann

an = @ in (X, |[h) & zn = 2 in (X, ]]l2)
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Satz 9.21 (Konvergenz in R™/C™ bzgl. Norm)
Sei {z,,} Folge mit =, = (z,...,27) € R(C"), x = (z!,...,2") € R*(C").
lim x, =z in R*"(C") & li_}rn xfc =zjin Rbzw. CVj=1,...,n

n—oo

Konvergenz in R
Satz 9.25
Seien {z,}, {yn}, {2} Folgen in R. Dann
1) zp <ypVn>ng,x, = 2,4y, —y =<y

2) Tp < yn < 2, VN >ng,z, — ¢, 2y — ¢ = Yy, — ¢ ( Sandwich-Prinzip )

Definition (monoton)

Folge {x,} heift wachsend / fallend , falls gilt:

Tn < Zp-1 (Tn > Tpy1) Vn € N (in beiden Fillen heifst Folge monoton ).

Falls stets ,,<* (,>%) ist {x,} strikt

Satz 9.26
Sei {x,,} in R monoton und beschrinkt.

sup{z, | n € N}, wachsend
falls monoton

n} konvergiert gege =
{z,} konvergiert gegen x {inf{xn | n € N}, fallend

Theorem 9.29 (BOLZANO-WEIERSTRASS)
{z,} beschrinkte Folge in R = {z,} hat konvergente TF.

Oberer /Unterer Limes

Definition
Seien {z,} beschrinkte Folgen in R.
H :={yeR|~ist Hw von {x,}} (# 0 nach 9.29)

limsup x,, := limy, ooy, =:sup H  Limes superior von {z,}
n— o0

lgglcgf x, =lm, ,  x, :=inf H Limes inferior von {z,}

Satz 9.31
Sei {x,,} beschrinkte Folge in R. Dann

1) Sei {z,,y} TF mit z,y = v = liminfx, <~ <limsupz,
n—oo

n— oo

2) 4/ := liminf z,, und 4" := limsup z,, sind Hw von {z,}
n—0o0 n—oo

(folglich)  inf H = min H,sup H = max H und
ITF {In/}, {xn”}v'rn’ — Vlvxn” — ’-YN

3) x, > a & «=liminfx, =limsupz,
n—00 n—00

Uneigentliche Konvergenz

Definition (Uneigentliche Konvergenz)
Folge {x,} in R konvergiert uneigentlich gegen +o0o(—00), falls VR > 03ng € N: z, > R(z, < —R)Vn > ng

(heift auch bestimmt divergent) gegen oo, ,uneigentlich“ wird meist weggelassen.

Notation: lim =z, = +oo bzw. £, — F+oo
n—oo
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Satz 9.34 (Satz von STOLZ)
Sei {z,}, {yn} Folgen in R, {y,} sei stren monoton wachsend, {y,} — oo

= lim %= = lim 222" falls rechter Grenzwert existiert (endlich oder unendlich)
n—soo Yn n—soo Yn+1—Yn

Satz 9.36

Sei {,,} mit x,, — = im normierten Raum X.

=1 Z?=1 z; [ o
10 Vollstandigkeit

Definition (CaucHY-Folge)
Folge {x,} im metrischen Raum (X, d) heift Caucny-Folge (CF) (Fundamentalfolge), falls

Ve >03dng € N:d(zp,zm) <e Vn,m > ny.

Satz 10.1
Sei {x,,} Folge im metrischen Raum (X, d). Dann
1) 2, = x = {x,} ist CAUCHY-Folge
2) {z,} CF = {z,} ist beschrénkt und hat maximal einen Hw.
Definition (Durchmesser)
Durchmesser von M C X beschrinkt, # 0, (X, d) metrischer Raum ist diam M := sup{d(z,y)|z,y € M}
Folge {A,} von abgeschlossenen Mengen heift Schachtelung falls A, # 0, A,+1 C A, Vn € N und diam A4, 300,

Lemma 10.2
Sei M C X beschrankt, # 0 = diam M = diam(cl M).

Theorem 10.3
Sei (X, d) metrischer Raum. Dann: fiir jede Schachtelung A,, in X gilt:

ﬂ An #0 & jede CF in {z,} in X ist konvergent

neN
Lemma 10.4
In R gilt:
Mnen An 70 & MhenXn #0
V Schachtelungen {A,} V Intervallschachtelungen {x,,}

Definition (Vollstidndigkeit)
Metrischer Raum (X, d) heift Vollsténdig , falls jede CAucHY-Folge {z,} in X konvergiert.

Vollsténdiger, normierter Raum (X, |.||) heift BANACH-Raum .

Folgerung 10.5
Sei {x,} Folge im vollstindigen metrischen Raum (X, d). Dann:

{z,} konvergent < {x,} CAavucHY-Folge

Theorem 10.6
R™ und C™ mit |.|, (1 < p < o0) sind vollstédndige, normierte Réume (d.h. BANACH-Raume).

11 Kompaktheit

Definition
Sei (X,d) metrischer Raum, Mengensystem U C {U C X|U offen } heift offene Uberdeckung von M C X, falls M C

Uveu U-
Uberdeckung U heift endlich, falls ¢/ endlich (d.h. U = {Uy,...,U,}).

17



Menge M C X heifit (iiberdeckungs-) kompakt , falls jede Uberdeckung U eine endliche Uberdeckung U C U endhilt (d.h.
Uy, ..., U, CU mit M C U, Uy).

Menge M C X heifst folgenkompakt , falls jede Folge {z,} aus M (d.h. z,, € M VM) eine konvergente Teilfolge {z,/} mit
Grenzwert, in M bessitzt (d.h. {z,,} hat Hw in M nach 9.12).

Theorem 11.1
Sei (X, d) metrischer Raum, M C X. Dann:

M kompakt < M folgenkompakt

Satz 11.2
Sei (X, d) metrischer Raum, M C X. Dann

1) M folgenkompakt = M beschriankt und abgeschlossen

2) M folgenkompakt, A C M abgeschlossen = A folgenkompakt.
Theorem 11.3 (HEINE-BORELL kompakt, BOLZANO-WEIERSTRASS folgenkompakt)
Sei X = R"™ (bzw. C™) mit beliebiger Norm, M C X. Dann

M kompakt < M abgeschlossen und beschrankt
Folgerung 11.4
Sei {x,} Folge in X = R™ (bzw. C™). Dann
{z,} beschrinkt = {z,} hat konvergente TF

Satz 11.5
Je 2 Normen aus R” bzw. C™ sind dquivalent.

12 Reihen

Definition (Partialsumme)
Sei X normierter Raum. {z,,} Folge im normierten Raum.
Sp =D pq Tk = To + ...+ z, heift Partialsumme .

Folge {s,} der Partialsumme heift (unendliche) Reihe mit Gliedern x.
Notation: durch Symbol Y07 jzr =20+ ... = >, Tk = {Sk }ken

Existiert der Grenzwert s = lim s, so heifft der Summe der Reihe.

n— oo
. oo
Notation: s = >/~ &p.

Satz 12.1 (CAaucHY-Kriterium)
Sei X normierter Raum, {z;} Folge in X. Dann

1) >, @k konvergiert = Ve > 03ng : || 1o, zx|| < eV¥m >n > ng

2) falls z vollstédndiger, normierter Raum, gilt auch < oben.

Folgerung 12.2
Sei X normierter Raum, {z,,} Folge in X. Dann:

. k
>k . konvergiert = x, =20

Beispiel 12.3
geometrische Reihe X = C,ay, := 2*, 2 € C fest.

o2 = V2 € Cmit |z <1377 2% divergent, falls |z| > 1

Beispiel 12.4
harmonische Reihe X = R,z := £+ (k > 1). Reihe divergiert.

Beispiel 12.6
X =R

i 1 ) konvergiert, fiir s >1
= k° | divergiert, fiir s <1
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Summe heifst RIEMANN’sche Zetafunktion ((s) (fiir s > 1). Diese ist beschrénkt und konvergent.

Satz 12.7
Sei X normierter Raum, {z,}, {yn} in X, A\, € K (R oder C). Dann:
>k Ths 2k Yk konvergernt = "7 Azy + pay konvergent gegen N>, + Y Yk-

Definition
Reihe ), x) heifit absolut konvergent , falls ), ||zx|| konvergiert.

Satz 12.8
Sei X vollstdndiger, normierter Raum. Dann:
>k absolut konvergent = 3", x) konvergent

Satz 12.9 (Konvergenzkriterien fiir Reihen)
Sei X normierter Raum, {z;} in X,ky € N

a) Sei {zj} Folge in R Majorantenkriterium

a) ||lzk|| < arVE > ko, >, o konvergent = >, ||ay|| konvergent
b) 0 < oy < ||log||VE > ko, Y, a divergent = >, ||xy || divergent.
b) Sei xy # 0Vk > kg Quotientenkriterium

a) Ll < g < 19k > hy = 5, o] konvergiert

ekl =

b) Lrsclvg > kg = 30, ||2|| divergiert.

[EAI

c) Waurzelkriterium

a) Vllwxll <q¢<1Vk>ky = ), ||lzgl konvergiert
b) /||xkl| > 1VE > ko = >, ||zk| divergent.

Beispiel 12.10 .
Exponentialreihe expz:= 377 71 absolut konvergent Vz € C.

e := exp(l) EULER’sche Zahl

Beispiel 12.11
Potenzreihe : Y72 ax(z — 20)* fiir z € C,ap € C, 29 € C.

Sei

limsup ¢/|ax|, falls existiert 1 1

= n— 00 R:=— (mit 0 = —, - = 00)

00, sonst 0 0
|z — 20| < R: absolute Konvergenz,
|z — z0| > R: Divergenz,
|z — 20| = R: i.A. keine Aussage moglich.
Bpr(z) heifit Konvergenzkreis , R Konvergenzradius
Beispiel 12.12
p-adische Briiche . Sei p € N>o: betrachte 0, z12225 ... := Y po, g - p* fiir 2, € {0,1,...,p—1}Vk € N.

Satz 12.13 (LEIBNITZ-Kriterium fiir alternierende Reihen in R)
Sei {x,} monoton fallende Nullfolge in R. Dann:
alternierende Reihe Y77 ((—1)*2), = 29 — 21 + 22 — ... ist konvergent.

Definition (Umordnung)
Sei §: N — N bijektive Abbildung: }°° /() heift Umordnung der Reihe Y, zy.

Satz 12.15
Sei X normierter Raum. Dann:
ZE‘;O x}, = x absolut konvergent =, ooxg) absolut konvergent fiir jede Umordnung.
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Satz 12.16
Sei Y77, xx konvergierende Reihe in R, die nicht absolut konvergent ist. Dann:
Vs € RU{+oo} existiert 8 : N — N bijektiv mit s = Y, jz3,

Satz 12.17 (CAUCHY-Produkt)
Sei X normierter Raum iiber K, > 2; und >, A; absolut konvergent in X bzw. K. 8 : N x N — N bijektiv, Yz ;) =
\iT; Vl,j eN

=220 Y1 = 3220 Ni 2252 x4, wobei linke Reihe absolut konvergiert in X.
Spezialfall:  (3(i,j) = (HJ)(QA + 1 liefert
) k oo 00
Dkhe0 2oim0 MRTh—1 = 20 Ai ijo Tj

Satz 12.19 (Doppelreihensatz)
Sei {1 }r,1en Doppelfolge im BANACH-Raum X und mégen Y ;2 ||zx.|| =: o Vk und Y- )z =: o existieren.

=3 o k) = 2020 (Oore o Tk), wobei alle Reihen absolut konvergent sind.

20



IIT Funktionen und Stetigkeit
13 Funktionen

Definition
f:R— R monoton falled / wachsend , falls x < y,z,y € M = f(z) < f(y) bzw. f(z) > f(y)

Falls rechts stets < bzw. >, sagt man auch streng monoton.

Satz 13.1
Sei f : R — R streng monoton fallend / wachsend.
= inverse Funktion f~!:R — M existiert und ist streng monoton wachsend / fallend.

Beispiel 13.2
Allgemeine Potenzfunktion in R:
f:Rso— Rmit f(z) =a" fiir r € R fest.

e r > 0: Satz 3.20 = f streng monoton wachsend
1

"

o r<0:2" = = f streng monoton fallend

Satg 1 f~1 existiert fiir 7 # 0 auf (0,00), wegen y = (r=)" ist f~1(y) = y+

Beispiel 13.3
Allgemeine Exponentialfunktion in R:
f:R— R mit f(z) = a® fiir a € Ry fest.

3.20 = streng monoton wachsend fiir a > 1 bzw. fallend fiir a < 1 (benutze = > 1)
Satg 1 1 existiert auf (0,00) fiir a # 1. Wegen y = a'°%«¥ (3.21) ist f~!(y) = log, y.

Beispiel 13.4
Polynom in C:
Abbidlung f : C — C heiflt Polynom, falls f(z) = a,2™ + ...+ a1z + ao fiir ag, ..., a, € C fest.

o grad f =mn falls a, #0
e fist Nullpolynom , falls f(z) =0Vz e C
Notation: f =0

(Menge der Polynome in C ist ein Vektorraum iiber C)

Satz 13.5
Seien f, g Polynome mit f(z) = >} _, axz", g(z) = >}, arz". Dann:

1) f,9#0, grad f > gradyg
= existieren eindeutig bestimmte Polynome ¢,r mit f = ¢- g+ r, wobei r # 0 oder gradr < grad g

2) zg € C Nullstelle von f # 0 < f(z) = (2 — 20)q(2) fiir ein Plynom ¢ # 0 mit grad¢ = grad f — 1
3) f hat hochstens grad f Nullstellen falls f # 0
4) f(z) = g(z;) fiir n + 1 paarweise verschiedene Punkte zo, ..., 2, € C,n =grad f > gradg

= f(z) = g(2)Vz € C (d.hz. ay, = by, Vk)

Definition
Abbildung f : X — Y,Y metrischer Raum heifst beschrénkt auf M C X | falls Menge f(M) beschrinkt in Y ist, sonst
unbeschrénkt.

Definition
f:X =Y heift konstante Funktion , falls f(z) = aVx € X und a € Y fest.

Definition
M C X, X normierter Raum heift konvex , falls z,y € M = tz+ (1 —t)y € MVt € (0,1)

f:D C X — Rheifit strikt konvex , falls f(tx + (1 —t)y) < tf(x)+ (1 —1¢)f(y)Vz,y € D,t € (0,1)
(<)
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f heiflt konkav (bzw. strikt ), falls —f (strikt) konvex.

Lineare Funktionen

Definition
Seien X, Y normierte Riume iiber K.
f X =Y heifst linear , falls

e f additiv, d.h. f(a+0b) = f(a) + f(b)Va,b € X und

e f homogen , d.h. f(Aa) = Af(a)Vae X, A€ K
f X — Y heifit affin linear, falls f + fj linear fiir eine konstante Funktion fj
Offenbar f linear = f(0) =0

Definition
Lineare Abbildung f : X — Y heifit beschréinkt , falls f beschrinkt auf B;(0), d.h.

3 konstante ¢ > 0 : || f(z)|| < cVr:|z]] <1 (1)

Wegen || (w) = L ||f()] ist (1) dquivalent zu

=l

1 ()]l = sup{[lf(z)[[|x € B1(0)} (1)

Satz 13.9
Seien X,Y normierte Rdume {iber K, dann:

L (X,Y):={f:X — Y| f linear und beschrénkt} ist normierter Raum iiber K mit || f|| = sup{||f(z)|||z € B1(0)}
Exponentialfunktion

Definition .
exp : C — Cmit exp(z) = Y72, &7

Satz 13.10
Sei {2,} Folge in C mit 2, — 2. Dann: lim (14 22)" = exp(z)
n—o0
Lemma 13.11
Sei 2, = 0in C = lim &RE=L —
Satz 13.12 f (i) _ 1
Sei f:C— Cmit f(z1+ 22) = f(21) - f(22) V21,22 € Cund lim —22 =veCVzeC
n— oo =
= f(z) =exp(yz)Vz € C
Folgerung 13.13
Funktion exp ist durch obiges Lemma und Satz eindeutig definiert.
Satz 13.14
Es gilt: e = exp(z)Vz € R
Definiert (1) in C: e® := exp(z) Vz € C (als Potenz nicht erklért)
Definition
natiirlicher Logarithmus : Inx = log, zVx € Ry
Trigonometrische Funktion :
A iz —iz 00 2k+1 3 5
o sinz:= &=¢ :Zkzo(—l)kiélﬁl)!Zz—%—ﬁ-%—ﬁ-...v,ze(c
iz —iz oo Z2k 22 24
ocosz::%: kZO(—l)kW:1—z+2—+...V/Z€C
Satz 13.15
Es gilt:
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EULER’sche Formel : e** = cosz + isin z

)
2) sin® z 4+ cos? z = 1Vz € C (beachte: > |sinz| < 1, | cos z| < 1, sin, cos unbeschrinkt auf C)
) sin(—z) = —sin z, cos z = cos(—z)

)

( Additionstheoreme )

e sin(z+ w) =sinzcosw + sinwcos zVz,w € C
e cos(z 4+ w) =coszcosw — sinzsinw Vz,w € C
5) sin(2z) = 2sin z cos z, cos(2z) = cos? z — sin? 2Vz € C

z+w ztw

42

— sin
Z—W
sin 5%

6) sinz —sinw = 2cos
COS Z — CoOsw = —2sm

Satz 13.16
Es gilt Vx € R :
e’ = 1,sinz = Je'®, cos = Re'™ (insbesondere sin z, cosz € R), somit e = cosz + isinz

Lemma 13.17
Es gilt in R:
1) cos streng fallend auf [0, 2]
2) cos2 < 0 und sinz > 0Vz € (0, 2]
3) ¢(x) = ¢(1)Vx € [0,2] und 45 < ¢(x) < 90 (d.h. ¢(z) proportional zu z)
4) cos § =0 fiir 7 : 1?10) (=3,1415...), & einzige Nulsltelle in [0, 2]

Satz 13.19
Fiir alle z € C, k € Z gilt:

1) e**2kmi = ¢% d.h. Periode 27i
sin(z + 2k7) = sin z (d.h. Periode 27)
cos(z + 2km) = cos z (d.h. Periode 27)

2) ez+iff/2 _ ,L'ez,ez—&-iﬂ = —¢7
3) sin(z + m) = —sinz,cos(z + 7) = —cos z
sin (z+ g) = COS z, COS (z + g) = —sinz
Satz 13.20
Auf C gilt:

e ¢’ =1 z2=2kni, keZ
e sinz=0% z=knm, keZ

ecosz=0& z=kn+5, ke’

sin / cos in R

v |0 § 5 3 %
sinz | 0 3 2 8
V3 V21
cosx | 1 5 52 5 0
Definition
sin [75, 5] — [—1, 1] streng monoton und surjektiv,
cos[0, 7] — [—1, 1] streng monoton und surjektiv
= Umbkehrfunktion existiert: Arcussinus, Arcuscosinus :
e arcsin :=sin"': [-1,1] — [—%, g]
e arccos :=cos ! :[~1,1] — [0, 7]
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Tangens und Cotangents

Definition
tan zz 1= S822Vz € C\ { % + kr| k € Z}

Ccos z

cotz 1= 2Vz € C\ {knlk € Z}

Offenbar tan(z + ) = sin(z + ) Y
cos(z+m) —cosz Vz € C, d.h. Periode 7

cot(z + m) = cot(z)

Tangens auf R

Definition

0<z <z <72 = tanuz % <%:tanx2
= tan(—z) = — tan(z) = streng wachsend auf (%, %)
= arctan =tan ! : R — (—g, %) existiert.

Satz 13.21

Es gilt:

1) R(exp) = C\ {0}
2) ( Polarkoordinaten auf C)

Fiir 2 € C\ {0} existiert eindeutiges v € [0, 27|mitz = |z|e?” = |z| (cosy + isin~y) (auch [—m,])
3) (Wurzeln)
Fiir Z = |z[e? € C\ {0},n > 2 gilt:
wh =2z & weE { C/Eei%+2kTw = wilk=1,... ,n} (Losungen bilden ein regelméifiges N-Eck auf dem Kreis mit dem

Radius {/|z|)

Logarithmen in C

(sog. Hauptzweig)

Definition

exp({z € C|Sz < 7}) — C\ (00,0] ist bijektiv

= Umkehrabbildung In : C\ (—oo0,0] gilt: e 2147 = |z]e?" = 2
= Inz =In|z| +iyVz = |z|e” € C\ (—0,0)

= In z stimmt auf R mit rellen In iiberein.

Hyperbolische Funktionen

Definition - -
e sinh(z) = EZ_; =30, e V2 €C ( Sinus Hyperbolicus )

e cosh(z) = % => o % Vz € C ( Cosinus Hyperbolicus )

e tanh(z) = :lor;}ﬁ((?) Vz € C\ {5 + kn|k € Z} ( Tangens Hyperbolicus )

e coth(z) = Z?ﬁ}l:((j; Vz € C\ {krn|k € Z} ( Cotangens Hyperbolicus )

Satz 13.22
Es gilt Vz,w € C

1) sinh = —isin(z), cos(z) = cosh(iz), sinh(—z) = — sinh(z), cosh(—z) = cosh(x) (gibt auch Nullstellen vom sinh / cosh)

)

sinh, cosh haben Periode 27, tanh, coth haben Periode ¢

2

)
3) cosh?z —sin?z =1
)

4) sinh(z + w) = sinh z cosh w + sinh w cosh z
cosh(z + w) = cosh z cosh w + sinh z sin w
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Definition
Sei fr,X =Y, Y metrischer Raum (X beliebige Menge), n € N. {fy, }nen heiffit Funktionenfolge .

n—oo

Funktionenfolge {f,} konvergiert punktweise gegen f: X — Y auf M C X, falls f,(z) — f(x)Ve e M
Funktionenfolge { f,,} konvergiert gleichméfig gegen f: X — Y auf M C X, falls

Ve > 03ng e N:d(fn(z), f(z)) <e Vn>noVeeM
Notation: f,(x) n;;o f(z) bzw. f, =3 f gleichmiRig auf M.

Lemma 13.23
fn = f gleichmafig auf M = f,(z) — f(x)Vax € M (d.h. punktweise auf M)

Satz 13.24
Seien f, f € B(X,Y). Dann (X metrischer Raum):

fn — f gleichmifig auf X < f, — fin (B(X,Y),|.]l100)

Definition
Sei fn.: X — Y, Y normierter Raum (X beliebige Menge), n € N: Y- | f,, heift Funktionenreihe

Reihe ) fn heift punktweise ( gleichméfig ) konvergent gegen f: X — Y auf M C X, falls dies fiir die zugehdrige Folge
(Partialsumme!) {s,} gilt.

Satz 13.25
Sei > pe , ax(z — 20)* Potenzreihe in C mit Konvergenzradius R € (0, o] und sei M C Bpr(zp) kompakt
= Potenzreihe konvergiert gleichméfig auf M.

14 Stetigkeit

Definition
Seistets f: D C X — Y, X,Y metrischer Raum, D = D(f) # 0,50 € Y heifit Grenzwert der Funktion f im Punkt x¢ € D,
falls gilt:

{z,} Folge in D mit x,, = x9 = f(zn) = Yo

Notaton: lim = yo, f(x) == yo
T—rTo

Bemerkung 14.2
Falls o € D isolierter Punkt von D, d.h. kein HP von D, dann ist stets lim f(z) = f(xo).
e T—xg

Satz 14.3 (eé-Kriterium)
Sei f:DC X —Y, 29 € D. Dann

lim f(z)=yo & Ve >030>0: f(Bs(zo) N D) C Be(yo)

r—xo

Satz 14.4 (Rechenregeln) B
1) Sei Y normierter Raum iiber R, f,g: D C X = Y,A\: D — K,z € D, f(z) =y, g(x) == g, \M(z) =2 . Dann:
¢ (f+9)@) =V y+7
« (A Nla) = ary
o (3)(a) =¥ Lfallsa#0

—

2) Sei f:DCX —Y,g: DcCY — Z, R(f) C D, X,Y, Z metrische Réume, z € D, f(z) ey Y, 9(y) % 2. Dann:
g(f(x)) =% 2o

Definition
Fir f: D C X — Y mit X = R definieren wir einen einseitiger Grenzwert yo € Y heifit linksseitig bzw. rechtsseitig von f
im HP 2 von DN(—00, z¢) bzw. DN (x, 00), falls gilt: z,, € DN(—00, zg) bzw. z,, € DN (20, 00) mit z, = x0 = f(xn) = Yo
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Notation: lirm f(x)=yo=:f(zg) f(x)— o

rTxo

lim f(2) = yo = f(z3) flz) 25 g

zlxo
Bemerkung 14.5
Satz 14.4 gilt sinngemafy auch fiir einseitige Grenzwerte.

Fir f: D C X — Y mit X =R bzw. Y = R heifit der Grenzwert uneigentlich :

lim f(.T) = Yo, xlig:lo f(l') = :l:OO, zgljl:loof(x) = ZtOO,

r—+oo

indem wir einen Grenzwert definiert als o = +o00 bzw. yy = +o0o wihlen und bestimmte divergenzte Folgen x,, — +o00 mit
Zn € D) bzw. f(x,) — £oo betrachten.

Landau-Symbole

(Vgl. von ,Konvergenzgeschwindigkeiten‘)

Definition o
Sei f: D C X — Y, X metrischer Raum, Y normierter Raum, g : D C X — R, zqg € D.

e f(x) ist,, klein o0 “ von g(x) fiir x — x, falls

S PGl
g

TH#x0

Notation: f(z) = o(g(x)) (meist x # xo im ,lim“ weggelassen)

o f(x) ist,, grok O “ von g(z) fiir x — g, falls

L/ @)
l9()]

36 >0,¢>0: <e¢ Vze (Bs(xo)\{zo})ND

Notation: f(z) = O(g(z)) fiir x — xo

Relativtopologie

Definition
Sei (X, d) metrischer Raum, fiir D C X ist (D, d) ein metrischer Raum mit der induzierten Metrik.

e M C D heiflt offen bzw. abgeschlossen relativ zu D, falls M offen bzw. abgeschlossen im metrischen Raum (D, d).

e M C D heift Umgebung von x € D relativ zu D, falls M Umgebung von = im metrischen Raum (D, d).

Definition
Sei f: D C X — Y metrischer Raum, D = D(f), Fkt. f heifst folgenstetig im Punkt z € D, falls

f(zn) = f(xo)V Folgen =, — xg in D

Definition
Funktion f heifft stetig im Punkt o € D, falls V Umgebungen V' von f(z()3 Umgebung U von xo in D : f(U) C V.

Interpretation: Input / Output Steuerung besteht Forderung, dass beliebig kleine Output-Toleranzen e stets durch
hinreichend kleine Input-Toleranzen § erreicht werden kénnen.

Satz 14.11
Sei f: D C X — Y, X,Y metrischer Raum, xg € D. Dann:

f stetig in xg < fed-Stetig in xp < f folgenstetig in xq

Definition
Funktion f heift stetig (folgen- / ed-stetig) auf M C D, falls f stetig (folgen-/ed-stetig) in jedem Punkt zo € M.

Satz 14.13
Sei f: D C X —Y,X,Y metrische Rdume, dann sind folgende Aussagen dquivalent:
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1) f stetig auf D
2) f71(V) offen in D VV C Y offen
3) f~1(A) abgeschlossen in D VA C Y abgeschlossen

Satz 14.14 (Rechenregeln)
1) Sei Y normierter Raum tiber K, f,g: DC X =Y, A: D= U, f,g,,y stetig in zy € D
= f+g,\- f stetig in zo, % stetig in xq falls A(zp) # 0

2)Sei f:DCX —=Y,y: D CY — Z,X,Y,Z metrischer Raum, f stetig in z, ¢ stetig in flzo) € D
= go f stetig in xg

Beispiel 14.18 (DIRICHLET-Funktion)
f: R — R mit

in keinem zy € R stetig.

Satz 14.19
Sei fn,f: D CX — X, f, stetigin zg € D, Vn € N, f,, — f gleichméfig
= [ stetig in z¢

Folgerung 14.20
Falls alle f,, stetig auf M C D und f,, — f gleichméfig auf M
= f stetig auf M.

Satz 14.21
Sei f(z) == pear(z — 20)¥ Vz € B,(29), R € (0,00] Konvergrenzkreis, aj, € ZVk € N
= f: By(z0) — C stetig auf Br(zo)

Definition
Bijektive Abbildung f: D € X — R C Y, X,Y metrische Rdume, D = D(f), R = R(f) heift Hombomorphismus , falls f
und f~1! stetig.

Mengen D und R heiffen hom6omorph zueinander, falls es einen Homdomorphismus f : D — R mit D = D(f), R = R(f)
gibt.

beachte: Hom6omorphismus bildet offene (abgeschlossene) Mengen auf offene (abgeschlossene) Mengen ab.

Beispiel 14.25

stereographische Projektion

X = R Xy = {(z0,...,2pn+1) € R*"™ | 2,01 = 0}, N = (0,...,0,1) (Nordpol), S, = {x € R*"™||z| = 1} n-
dimensionale Einheitsspére.

Betrachte o : R" ™1\ {N} — R"*! mit o(z) = Nﬁ(xf]\w stetig. o ist Homdomorphismus mit o~ (y) = N — ﬁ(Yf
N)

Satz 14.26
Sei f: D C R — R streng monoton und stetig, D Intervall
= f~! existiert und ist stetig auf R(f).

Satz 14.28

Sei f: X — Y linear, X, Y normierte Riume, X = D(f). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1) f stetig in zg
2) f ist stetig auf X
3) f ist beschrankt
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Definition
Funktion f: D C X = Y, X, Y metrische Rdume, heifft gleichmafig stetig auf M C D, falls

Ve >030>0:d(f(x), f(Z)) <e Va,& € M mit d(z,Z) <,

d.h. f ist ed-stetig in jedem & € M und § > 0 kann unabhéngig von x € M gewahlt werden.

Satz 14.29
Sei f: D C X — Y, X,Y metrischer Raum, f stetig auf kompakten M C D
= f gleichméfig stetig auf M

Definition
Funktion f: D C X — Y, X, Y metrischer Raum, heiftt LipscHITZ-stetig auf M C D, falls LipscHITZ-Konstante L > 0
existiert mit

d(f(x), f(2)) < Ld(z, T) (L)

Spezialfall: X,Y normierte Rdume, dann hat L die Form

If(z) = f@)| < Lljz — 2| Vo,z € M (L)

Interpretation: fir X =Y = R fixiere
e Graph von f liegt im schraffierten Kegel
e muss VT € M gelten mit gleichem L
Satz 14.30

Sei f: D C X — Y LIPSCHITZ-stetig auf M, XY metrische Rdume
= f gleichméfig stetig auf M (und damit auch stetig)

Definition (Fortsetzung, Einschréinkung) ; ;
Funktion f : D(f) — Y heifst Fortsetzung (bzw. Einschrénkung) von fD(f) — Y auf D(f) falls D C D(f) (bzw. D(f) C

D(f)) und f(z) = f(x)Vz € D (bzw. Yz € D(f). Fiir eine eingeschrinkte Funktion f auf D(f), schreibe f = fo)

Satz 14.33
Sei f: D C X — Y gleichméfig stetig auf D, wobei X, Y sind metrische Rdume , Y ist vollstindig = es existiert eindeutige

stetige Fortsetzung f von f auf D und f ist auf gleichméfige stetige auf D.

Bemerkung
Falls o kein Hiufungspukt von D ist, so kann man stets stetig auf D U {xo} fortsetzen (aber nicht eindeutig).

Folgerung 14.40 -
Sei f: D C X — Y linear, stetig, Y vollstindig = es existiert eindeutig stetige Fortsetzung von f auf D.

15 Anwendung

Sei stets f : D C X — Y, X,Y metrische Rdume, D = D(f).

Satz 15.1

Sei f: D CY — Y stetig, M C D kompakt = f(M) ist kompakt.

Satz 15.2
Sei f; D C X — Y stetig, injektiv, D kompakt = f~!: f(D) — D ist stetig.

Theorem 15.3 (Weierstraf)
Sei f: D C X — Y stetig, X metrischer Raum, M C D kompakt, M # ()

f(xmzn) = min {f(l‘) | T € M} = ;Iél]\l}f(l‘),
= ITmin, Tmaas (IIIl)
f(@maz) = max{f(z) |z € M} = :Irlé%\)}f(x)

Bemerkung 15.4
Theorem 15.3 ist wichtiger Satz flir Existenz von Optimalldsungen (stetige Funktion beseitzt auf kompakter Menge eine
Minimum und Maximum). Folglich sind stetige Funktionen auf kompakten Mengen.
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Satz 15.5

Sei f:R™ — Y linear, Y normierter Raum = f ist stetig auf R".

Hinweis: Etwas allgemeiner hat man sogar f : X — Y linear, X,Y normierte Riume, dim X < oo = f ist stetig. (Ist i.a
nicht richtig fiir dim X = o0c.)

Definition (Kurve)
Eine stetige Abbildung f : I C X — Y, wobei I Intervall und Y metrischer Raum ist heifst Kurve in Y (gelegentlich wird
auch Mange f(I) als Kurve und f also zugehorige Parametrisierung bezeichnet).

Definition (bogenzusammenhingende Menge)

Menge M C X, wobei X ist metrische Raum, heifit bogenzusammenhingend (bogenweise zusammenhingend) falls
Va,b € M3 Kurve f : [a,b] = M mit f(a) =a, f(8) =b.

Bemerkung: Eigentlich ist das die Definition fiir Wegzusammenhingend, leider ist das in der Literatur nicht eindeutig und
manchmal wird zwischen Wegzusammenhingend und zusammenhéngend noch das ,echt® bogenzusammenhéngend unter-
schieden.

Definition (zusammenhingende Menge)
Menge M C X heifst zusammenhéngend, falls

A, B C M sind offen in M, disjunkt, ) = M # AU B. (111.2)

Beispiel 15.6
1) z € [0,27] — (x,sinz) € R? ist Kurve in R?

2) z€[0,1] = €™ € C oder z € [0,7] = '™ € C sind Kurven in C
3) Sei Y normierter Raum, a,b €Y, f:[0,1] = Y mit f(¢) = (1 —¢)-a+t-bist Kurve (Strecke von a nach b)

Beispiel 15.7
Sei X =R* M = {(x,sinz) | # € (0,1]} U{(0,0)}. Dann ist M zusammenhingend aber nicht bogenzusammenhingend.

Satz 15.9
Sei X metrischer Raum, M C X. Dann

1) X =R : M ist zusammenhingend < M ist Intervall (offen, abgeschlossen, halboffen, beschréankt, unbeschrinkt).
2) M ist bogenzusammenhingend = M ist zusammenhéngend.

3) Sei X normierter Raum, dann: M ist offen, zusammenhéngend = M ist bogenzusammenhéngend.

Definition (Gebiet)

Sei X metrischer Raum, M C X heifst Gebiet falls M offen und zusammenhéngend ist.
Beachte: Gebiet in einem normiertem Raum ist sogar bogenzusammenhingend.
Offenbar: M C X ist konvex = M ist bogenzusammenhéngend.

Satz 15.10
Sei f: D C X — Y stetig, wobei X,Y metrische Rdume sind, dann gilt: M C D ist zusammenhingend = f(M) ist
zusammenhingend.

Theorem 15.11 (Zwischenwertsatz)
Sei f: D C X — R, M C D zusammenhingend, a,b € M = f nimmt auf M jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an.

Beispiel 15.13
f:[a,b] = R sei stetig mit f([a,b]) C [a,b] = besitzt Fixpunkt , d.h. 3z € [a,b]: f(z) = z.

Theorem 15.14 (Fundamentalsatz der Algebra)
Sei f: C — C Polynom vom Grad n > 1 (d.h f(2) = an2™ +- -+ a1z +ap,a; € C,a, #0,n > 1) = f besitzt (mindestens
eine) Nullstelle zyp € C (d.h. f(z9) = 0).

Folgerung 15.15

Jedes Polynom f : C — C von Grad n, f # 0 besitzt genau n Nullstellen in C gezdhlt mit Vielfachen, d.h. 3z1,..., 2 € C,
paarweise verschieden (=verschieden) k1,...,k € Nxg, a, € C\ {0} mit k1 + -+ k =nund f(2) = a, - (z —2z1)" -+
(z — 1) Vz € C. Hier heift k; Vielfachheit der Nullstelle z;.

Hinweis: In dem Satz 13.5 wurde gezeigt, das f hochstens n Nullstellen besitzt.
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Definition (analytische Funktion)
Abbildung f : C — C heift analytisch auf Br(zp) C C falls f auf Bg(zo) durch Potenzreihe in 2y darstellbar ist, d.h.

f(z) = Zak(z - Zo)k Vz € Br(20).
k=0

Satz 15.16
Sei f: C — C analytisch auf Br(z) und sei B,.(z1) C Br(zo) fiir 21 € Br(z0),r > 0 = f ist analytisch auf B, (z).

Satz 15.17 (Identitétssatz)
Seien f, g : C — C analytisch auf Bg(2¢), sei z, = Z, 2, € Br(20)\{Z} und f(2,,) = 9(2,) ¥n € N= f(f) = g(2) Vz € Br(0).

Bemerkung 15.18
Analytische Funktionen sind durch Werte auf ,sehr kleinen“ Mengen bereits festgelegt (z.B exp, sin cos sind auf C eindeutig
durch Werte auf R festgelgt).

Uberblick 15.19
Sei X metrischer Raum, Y normierter Raum.

e B(X,Y):={f: X =Y |||flloo <oo}ist normierter Raum der beschrinkten Funktionen mit || f|lcc = sup{||flly |z €

X}.
e Cp(X,Y):={f: X =Y ||flloo <o0,f ist stetig} ist Menge der beschrinkten stetigen Funktionen und offenbar eine
linearer Unterraum von B(X,Y’) und damit auch Kern von R mit || - ||oo-

e C(X,)Y):={f: X =Y | f ist steig}, Menge der stetigen Funktionen ist offenbar ein Vektorraum (enthilt unbeschréink-
te Funktionen, z.B. f(z) = 1 mit z € X = (0,1)).

Bemerkung 15.20
Falls X kompakt ist, dann kann man den Ausdruck ||f|lcc < oo in der Definition von Cj(X,Y) weglassen (vgl. Theorem

15.3), d.h. Gp(X,Y) = C(X,Y), f stetig = X — ||f(z)] ist stetig Theoren 153 ¢ st beschriinkt auf X. Tn diesem Fall ist
auch C'(X,Y) mit | - || normierter Raum und || f]|eo = maxgzenm || f(2)|y-

Satz 15.21
Sei X metrischer Raum, ¥ Banachraum = B(X,Y) und C,(X,Y’) und Banachrdume (mit || - ||oo)-

Definition (Kontraktion)
Funktion f: D C X — X, wobei X metrischer Raum ist, heifft Kontraktion (bzw. kontraktiv) auf M C D falls

JL,0 < L <1:d(f(z), f(y) < L-d(z,y) Vz,y € M.

D.h. f ist Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante L < 1, folglich ist f auch stetig.

Theorem 15.22 ( Banacherscher Fixpunktsatz)
Sei f: D C X — Y Kontraktion auf M C D, X vollstdndiger metrischer Raum (z.B. Banachraum), M abgeschlossen und
f(M)C M. Dann

(1) f besitzt genau einen Fixpunkt & auf M (d.h. 3 genau ein & € M: f(Z) = ).
(2) Fir {z,,} in M mit z,41 = f(x,),z0 € M (beliebig) gilt:

Ln
1-L

Zp — z und d(x,,Z) < ~d(zo,x1) VneN.

Hinweis: Theorem 15.22 ist eine wichtige Grundlage fiir Iterationsverfahren in der Numerik.

Partialbruchzerlegung

Definition (Pol der Ordnung k)
Sei R : C — C rationale Funktion, d.h. R(z) = g 8 fiir Polynome f, g existieren mit

= (Z_fij))k,g und f(z0) # 0,§(z0) # 0.
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2 1 1
= +

Motivation: Gelgentlich ist gewisse additive Zerlegung von rationalen Funktionen wichtig (Integration) z.B
r+1 -1

2x
2—1 (z—1(x+1)

.yai € C,ag # 0 und 3! Polynom p mit

Lemma 15.23
Sei R : C — C rationale Funktion, zy € C Pol der Ordnung k£ > 1 = Jlaq,

k - -
a; p(z) p(z)
R(z) = — =H(z)+ =
) ; (z—=2)  §(2) ) 9(2)
H(z) heifit Hauptteil von R in zp. Beachte das g keine Pole in zy hat.
Satz 15.24 (Partialbruchzerlegung)
Sei R : C — C rationale Funktion, R(z) = % fiir Polynome f,g. Sei g(z) = Hﬁzl(z — 2z;)¥ gemiR Fundamentalsatz der
., z; keine Nullstellen von f und seien Hi, ..., H; Hauptteile von R in 2q,...,2; =
Ve#z;¥Vj=1,...,1

Algebra(Theorem 15.14). Seien 2z,
3 Polynom p : R(z) = Hi(z) + - - + Hi(z) + p(2)

wobei f(z) = p(z) - g(z) + r(z) Vz fiir Polynom r. p = 0 falls grad(f) < grad(g) (vgl Satz 13.5 Polynomdivision)
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