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Vorwort

Wir freuen uns, dass du unser Skript fiir die Vorlesung Geometrie bei Prof. Dr. Arno Fehm im WS2018/19
gefunden hast. Da du ja offensichtlich seit einem Jahr Mathematik studierst, kannst du dich gliicklich

schitzen zu dem einen Drittel zu gehoren, dass nicht bis zum zweiten Semester abgebrochen hat.

Wenn du schon das Vorwort zu Lineare Algebra und analytische Geometrie 1+2 gelesen hast, weifit du
sicherlich, dass Prof. Fehm ein Freud der Algebra ist.! Auf die Frage eines Kommilitonen, wo in seinem

Inhaltsverzeichnis (Gruppen, Ringe, Korper) die Geometrie vorkomme, antwortete er:

Die Frage ist nicht, wieso wir in dieser Vorlesung Algebra statt Geometrie machen, sondern

warum hier seit 20 Jahren Geometrie unterrichtet wird.

Wie auch im letzten Vorwort kénnen wir dir nur empfehlen die Vorlesung immer zu besuchen, denn
dieses Skript ist kein Ersatz dafiir. Es soll aber ein Ersatz fiir deine unleserlichen und (hoffentlich nicht)
unvollstdndigen Mitschriften sein und damit die Prifungsvorbereitung einfacher machen. Im Gegensatz
zu letztem Semester verdffentlicht Prof. Fehm auf seiner Homepage (http://www.math.tu-dresden.

de/~afehm/lehre.html) kein vollstindiges Skript mehr, sondern nur noch eine Zusammenfassung.

Der Quelltext dieses Skriptes ist bei Github (https://github.com/henrydatei/TUD_MATH_BA) gehos-
tet; du kannst ihn dir herunterladen, anschauen, verindern, neu kompilieren, ... Auch wenn wir das
Skript immer wieder durchlesen und Fehler beheben, konnen wir leider keine Garantie auf Richtigkeit
geben. Wenn du Fehler finden solltest, waren wir froh, wenn du ein neues Issue auf Github erstellst und

dort beschreibst, was falsch ist. Damit wird vielen (und besonders nachfolgenden) Studenten geholfen.
Und jetzt viel Spafl bei Geometrie!

Henry, Pascal und Daniel

n Zukunft wird sich Prof. Fehm richtig freuen diirfen, denn im Zuge einer neuen Studienordnung, die am 1.4.2019 in
Kraft tritt, kommt so gut wie keine Geometrie im Bachelor Mathematik vor.
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Kapitel I

Endliche Gruppen

1. Erinnerung und Beispiele

» Erinnerung 1.1
Eine Gruppe ist ein Paar (G, ) bestehend aus einer Menge G und einer Verkniipfung * : GxG — G,
dass die Axiome Assoziativitat, Existenz eines neutralen Elements und Existenz von Inversen erfiillt,

und wir schreiben auch G fiir die Gruppe (G, x). Die Gruppe G ist abelsch , wenn g * h = h x g

fir alle g,h € G. Eine allgemeine Gruppe schreiben wir multiplikativ mit neutralem Element 1,

abelsche Gruppen auch additiv mit neutralem Element O.

Eine Teilmenge H C G ist eine Untergruppe von G, in Zeichen H < G, wenn H # () und H
abgeschlossen ist unter der Verkniipfung und den Bilden von Inversen. Wir schreiben 1 (bzw. 0)

auch fiir die triviale Untergruppe {1} (bzw. {0}) von G.

Eine Abbildung ¢ : G — G’ zwischen Gruppen ist ein Gruppenhomomorphismus , wenn

©(g1-92) = 0(g1) - 0(92) V91,92 € G

und in diesem Fall ist

Ker(p) = ¢~ ({1})

der Kern von ¢. Wir schreiben Hom (G, G’) fir die Menge der Gruppenhomomorphismen ¢ : G —
G'.

m Beispiel 1.2
Sei n € N, K ein Korper und X eine Menge.

(a) Sym(X), die symmetrische Gruppe aller Permutationen der Menge X mit f-g = go f,

insbesondere S,, = Sym({1,...,n})
(b) Z sowie Z/nZ = {a+nZ | a € Z} mit der Addition
(¢) GL,(K) mit der Matrizenmultiplikation, Spezialfall GL; (K) = K* = K\{0}
(d) Fiir jeden Ring R bilden die Einheiten R* eine Gruppe unter der Multiplikation, zum Beispiel

Mat, (K)* = GL,(K), Z* = pa = {1, -1}

m Beispiel 1.3
Ist (G, -) eine Gruppe, so ist auch (G°P,-°P) mit G = G°? und ¢ -°? h = h - g eine Gruppe.
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» Bemerkung 1.4
Ist G eine Gruppe und h € G, so ist die Abbildung

G—G
Th =
g+ gh

eine Bijektion (also 75 € Sym(G)) mit Umkehrabbildung 7;,-1.

Satz 1.5
Sei G eine Gruppe. Zu jeder Menge X C G gibt es eine kleinste Untergruppe (X) von G, die X

enthélt, ndmlich

» Bemerkung 1.6
Man nennt (X) die von X erzeugte von G. Die Gruppe G heifit endlich erzeugt , wenn G = (X)
fiir eine endliche Menge X C G.

Satz 1.7
Ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G — G’ ist genau dann ein Isomorphismus, wenn es einen

Gruppenhomomorphismus ¢’ : G — G mit ¢’ o p = idg und p o ¢’ = idg gibt.

m Beispiel 1.8
Ist G eine Gruppe, so bilden die Automorphismen Aut(G) C Hom(G, G) eine Gruppe unter pop’ =

¢’ op. Fir ¢ € Aut(G) und g € G schreiben wir g¥ = ¢(g).

Satz 1.9

Einen Gruppenhomomorphismus ¢ : G — G’ ist genau dann injektiv, wenn Ker(y) = 1.

m Beispiel 1.10
Sei n € N, K ein Korper.

a) sgn : S, — o ist ein Gruppenhomomorphismus mit Kern die alternierende Gruppe A,,.

(a)

(b) det : GL,(K) — K* ist ein Gruppenhomomorphismus mit Kern SL,, (K).

(¢) Tnz : Z = Z/nZ, a — a+ nZ ist ein Gruppenhomomorphismus mit Kern nZ
)

(d) Ist A eine abelsche Gruppe, so ist

A— A

T — NT

ein Gruppenhomomorphismus mit Kern A[n], die n-Torsion von A und Bild nA.
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(e) Ist G eine Gruppe, so ist

G — G?

g—g

ein Isomorphismus.

Definition 1.11 (Zykel, disjunkte Zykel)
Seien n,k € N. Fir paarweise verschiedene Elemente i1,...,7x € {1,...,n} bezeichnen wir mit

(i1...i) das o € S,, gegeben durch

o) =14 furie{l,..,n\{i1,...,ix}

Wir nennen (i;...i5) eine k-Zykel . Zwei Zykel (i;...ix) und (j1...5;) € Sy heiflen disjunkt , wenn
{’i17 ...,ik} N {jl; ...,jl} =0.

Satz 1.12
Jedes o € S, ist das Produkt von Transpositionen (das heifit 2-Zykeln).

Lemma 1.13

Disjunkte Zykel kommutieren, das heiflt sind 7, 7 € S,, disjunkte Zykel, so ist 779 = To77.

Bewets. Sind 71 = (41...9%) und 72 = (j1...Ji) so ist

T1(’i) 1 E {’Lllk}
Ti72(i) = To71(i) =  72(i) i € {j1...5} O

7 sonst

Satz 1.14
Jedes o € S, ist ein Produkt von paarweise disjunkten k-Zykeln mit k& > 2 eindeutig bis auf

Reihenfolge (sogenannte Zykelzerlegung von o).

Also ein 3-Zykel und ein 2-Zykel.

Beweis. Induktion nach N = |{i | o(i) # i}|.

N=00c=id
N > 0: Wahle i1 mit o(i1) # 41, betrachte i1, (i1),02(1), ... Da {1,...,n} endlich und o bijektiv ist, existiert
ein minimales k > 2 mit o”(i1) = i1. Setze 71 = (i10(31)...0" " (41)). Dann ist ¢ = 71 o 7 ‘o, und nach

Induktionshypothese ist Tfla = T3 0... 0 Ty, Mit disjunkten Zyklen 7o, ..., 7.

Eindeutigkeit ist klar, denn jedes 4 kann nur in einem Zykel (i o()...c%7*(4)) vorkommen. O
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m Beispiel
(12345)(24) = (145)(23) = (23)(145) = (32)(145) =(32)(451) # (32)(154)
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2. Ordnung und Index

Sei G eine Gruppe, g € G.
Definition 2.1 (Ordnung)
(a) #G = |G| € NU {00}, die Ordnung von G.

(b) ord(g) = #(g), die Ordnung von g.

m Beispiel 2.2
(a) #S, =n!
(b) #A,, = inl firn>2

(c) #Z/nZ =n

Lemma 2.3
Fir X C G ist

<X> = {gil e giT | re NOaglv"wg’r‘ S X7£17"'7‘€T S {_171}}

Beweis. klar, rechte Seite ist Untergruppe, die X enthilt, und jede solche enthilt alle Ausdriicke der Form
£1 e
gt gE |

Satz 2.4
(a) Ist ord(g) = oo, soist (g) = {...,¢g 2,97, 1,9, 9%, ...}
(b) Ist ord(g) = n, so ist (g) = {1,9,9°,...,g" '}

(c) Esist ord(g) = inf{k € N | g* = 1}

Beweis. Nach Lemma 2.3 ist (g) = {g" | k € Z}. Sei m = inf{k € N | g* = 1}.
o {keN]|gF=1} =m:Sind g° = ¢’ mit 0 < a<b<m,soist g *=1,aber 0 < b—a < m, was ein
Widerspruch zur Minimalitdt von m ist.
e m =00 = ord(g) = oo: klar

e m<oo=(g)={g"|0< k< m}: Fiir k € Z schreibe k = gm +r mit ¢,7r € Zund 0 < r < m

g =gt =(g" ) g =g €{l,9,..., 9"} O
=1

m Beispiel 2.5
(a) Ist 0 € S, ein k-Zykel, so ist ord(o) = k.

(b) Fiir 1 € Z/nZ ist ord(1) = n.
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Definition 2.6 (Komplexprodukt, Nebenklasse)
Seien A, BC G, H<G

(a) AB:=A-B:={ab|a€ A,be B} das Komplexprodukt von A und B.

(b) gH :={g} - H = {gh | h € H} die Linksnebenklasse von H beziiglich g.
Hg:=H -{g} ={hg | h € H} die Rechtsnebenklasse von H beziiglich g.

(¢) G/ :={gH | g € G} die Menge der Linksnebenklassen.
H\G :={Hg | g € G} die Menge der Rechtsnebenklassen.

m Beispiel 2.7
Fir h e H ist hH = H = Hh.

Lemma 2.8
Seien H < G, g,9' € G.

(a) gH =¢g'H & g’ = gh fur ein h € H
Hg=Hqg & ¢ =gh fivrein he H
(b) Esist gH = g'H oder gHNg'H =) und Hg = Hg' oder HgN Hyg' = {).

(c) Durch gH + Hg~! wird eine wohldefinierte Bijektion G/ — H\G gegeben.

Beweis.  (a) Hinrichtung: gH = ¢'H = g’ =g’ -1 € ¢'H = gH = es existiert h € H mit ¢’ = gh
Riickrichtung: ¢’ = gh = ¢'H = ghH = gH

(b) Ist gH Ng'H # (), so existieren h,h’ € H mit gh = g'h’ = gH = ghH = ¢W'H = ¢'H

(c) wohldefiniert: gH = g'H 4 ¢ =ghmithc H=H(¢)"'=Hh 'g7' = Hg™!
bijektiv: klar, Umkehrabbildung: Hg — g 'H O

Definition 2.9 (Index)
Fir H C G ist

(G: H) := |G/u]+ [1\¢] € NU {oo}

der Index von H in G.

m Beispiel 2.10
(a) (S, :A,)=2firn>2

(b) (Z:nZ)=mn

Satz 2.11
Der Index ist multiplikativ: Sind K < H < G, so ist

(G:K)=(G:H)-(H:K)

Beweis. Nach Lemma 2.8 bilden die Nebenklassen von H eine Partition von G, das heifit es gibt (g:)icr in G
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mit G = E-Jiel giH. Analog ist H = Lﬂjei h; K mit h; € H. Dann gilt:

H=HnK= gH = |+ gh,; K fiir jedes g € G

jeJ JjeJ
G = L—HgiH = L—lj L—U gith = L—U gith
i€l i€l jed (i,5)€IxXJ
Somit ist (G : K) = |I x J|=|I|-|J| = (G: H) - (H : K). |

Folgerung 2.12 (Satz von Lagrange)
Ist G endlich und H < G, so ist

#G = #H - (G H)

Insbesondere gilt #H|#G und (G : H)|#G.
Beweis. #G = (G:1)°2' (G: H)(H :1) = (G : H) - #H. O

Folgerung 2.13 (kleiner Satz von Fermat)
Ist G endlich und n = #G, so ist ¢" = 1 fiir jedes g € G.

Beweis. Nach Folgerung 2.12 gilt: ord(g) = #(g)|#G = n. Nach Satz 2.4 ist g®* %9 = 1, somit auch

gn _ (gord(g))#(g) -1 0
=1

» Bemerkung 2.14
Nach Folgerung 2.12 ist die Ordnung jeder Untergruppe von G ein Teiler der Gruppenordnung #G.
Umgekehrt gibt es im Allgemeinen aber nicht zu jedem Teiler d von #G eine Untergruppe H von
G mit #H =d.
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3. Normalteiler und Quotientengruppen

Sei G eine Gruppe.
Definition 3.1 (normal, Normalteiler)
Eine Untergruppe H < G ist normal (in Zeichen H < G), wenn g~ 'hg € H fiir alle h € H und
g € G. Ein Normalteiler von G ist eine normale Untergruppe von G.

m Beispiel 3.2
(a) Ist G abelsch, so ist jede Untergruppe von G ein Normalteiler.

(b) Ist ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, so ist Ker(¢) <G, denn ¢(h) = 1 = p(g~hg) =
e(9)p(h)p(g) = 1 Vg € G.

(¢) Jede Gruppe G hat die trivialen Normalteiler 1 <G und G < G.

Lemma 3.3
Sei H < G und N <G.

a) HJdG < gH = Hg fiir alle g € G

(a)
(b) HN=NH, HN <G, NJdHN,HNN<N,HNN<H
(¢) Sind N,H <G, soist HNN <G, HN <G

)

(d) Fiir g,¢' € Gist gN - ¢’ N = gg' N

Beweis. (a) Hinrichtung: Vg € G,Vh € H: g-*hg e H = gHg ' C H => Hg=gH und g"'H C Hg™' =
gH = Hyg
Riickrichtung: Vg € G: gH = Hg = 3h' €¢ H: gh' =hg =g ‘hg=h e H
(b) o HN={J, hN =, Nh=NH
e« HN-NH=H-NH-N=H-HN-N=HN
(HN)'=N"'H'=NH=HN
e N JHN: kKlar
e HNN < N: Kklar
e« HNN<H:n€c HNN,hec H=h"'nhc HNN
(¢ o« HONN<G:heHNN,gecG=g 'hgc HNN
« HN<SG: geG=gHNZ Hg-N=H-gN 2 H.Ng=HNg
(d) gN-g¢N=g-Ng-NZ2g.gN=ggN O

Satz 3.4
Sei N 4 G. Dann ist G/N mit dem Komplexprodukt als Verkniipfung eine Gruppe, und 7y : G —
G/N, g — gN ein Gruppenhomomorphismus mit Kern N.

Beweis. o Komplexprodukt ist Verkniipfung auf ¢/n: Lemma 3.3
e Gruppenaxoime iibertragen sich von G auf &¢/n: klar
e 7y ist ein Homomorphismus: Lemma 3.3

o Ker(my) = N: Lemma 2.8 O
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I Folgerung 3.5

Die Normalteiler sind genau die Gruppenhomomorphismen.

Definition 3.6 (Quotientengruppe)

Fir N <G heifit G/§ zusammen mit dem Komplexprodukt als Verkniipfung die Quotientengruppe
von G nach N (oder G modulo N).

Lemma 3.7
Sei N<G. Fir H <G ist ny(H) = HN/N < G/N, und H — 7(H) liefert eine Bijektion zwischen

e den H < G mit N < H und

o den H < G/N

Bewets. o n(H)={hN |he H}={hnN |h€ Hne N} =HN/N

o Umkehrabbildung: H +— 75" (H):
H < G/n: n(my' (H)) = H, da mn surjektiv
N<HLG: 7y (nn(H)) =7y (EN/N)=HNCH-H=H O

Satz 3.8 (Homomorphiesatz)
Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus und N < G mit N < Ker(yp). Dann gibt es genau

einen Gruppenhomomorphismus ¢ : /N — H mit p o 7wy = .

Beweis. Existiert so ein ¢, so ist (gN) = (p o mn)(g) = ¢(g) eindeutig bestimmt. Definiere ¢ nun so.
«  ist wohldefiniert: gN = ¢'N 2 3¢’ = gn fiir ein n € N = o(g") = p(g) - o(n) = v(g), da n € Ker(yp)

+ p ist Homomorphismus: p(gN - g'N) = (g9’ N) = ¢(99') = #(9) - ¢(¢') = p(gN) - p(¢'N) O

Folgerung 3.9

Ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H liefert einen Isomorphismus

P G/Ker(tp) i) Im(go) <H

Folgerung 3.10 (1. Homomorphiesatz)
Seien H < G und N < G. Der Homomorphismus

¢ H < HN ™ HN/y

induziert einen Isomorphismus

@ : H/HAN — HN/N

10
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Beweis. e ( ist surjektiv: Fiir h € H und n € N ist
hnN = hN = ¢(h) € o(H) = Im(p)

o Ker(p)=HnNKer(ry)=HNN
Mit Folgerung 3.9 folgt die Behauptung. O

Folgerung 3.11 (2. Homomorphiesatz)
Seien N <G und N < H <4G. Der Homomorphismus g : G — G/H induziert einen Isomorphismus

(G/N)/(m/n) =N Gla

Beweis. Da N < H liefert 7y einen Epimorphismus (mit Satz 3.8) g : ¢/N — G/H.

G - G/H

=
s
A
s
N ,/7TH
,
,

G/N
Dieser hat Kern Ker(7x)?H/~, induziert nach Folgerung 3.9 einen Isomorphismus
(©/N)Jker(i) — Im(7r) = G/H 0

Definition 3.12 (Konjugation)
Seien x,2’,g € G und H, H' < G.

1

(a) 29 := g~ 'zg, Konjugation von x mit g

(b) z und 2’ sind konjugiert (in G)< Jg € G: &’ = 29

(¢) H und H' heiflen konjugiert (in G)< 3g € G: H' = HI ={h9 | h € H}

Lemma 3.13
Die Abbildung

) G — Aut(G)
int :
g+ (x— x9)

ist ein Gruppenhomomorphismus.
Beweis. . int(g) € Hom(G, G): (zy)! = g 'ayg = g 'xgg 'yg = 29 - y9
o (@9)" =h"lg 'zgh = (gh) " ‘a(gh) = «"

« int(g) € Aut(G): Umkehrabbildung zu int(g) ist int(g~")
o int(g) € Hom(G, Aut(G)):

int(gh) = int(h) o int(g) = int(g) - int(h) O

11



3. Normalteiler und Quotientengruppen Kapitel I: Endliche Gruppen

Definition 3.14 (innere Automorphismen, Zentrum, charakteristische Gruppe)

(a) Inn(G) = Im(int) < Aut(G), die Gruppe der inneren Automorphismen von G

(b) Z(G) = Ker(int) = {g € G| zg = g Vz € G}, das Zentrum von G
(¢) H < G ist charakteristisch < Vo € Aut(G): H = H?

» Bemerkung 3.15
(a) Konjugation ist eine Aquivalenzrelation

(b) H <G ist normal & H = H° VYo € Inn(G)
(¢c) Deshalb gilt fiir H < G: H ist charakteristisch = H ist normal

m Beispiel 3.16
Z(G) ist charakteristisch in G

12
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4. Abelsche Gruppen

Sei G ein Gruppe.
Definition 4.1 (zyklische Gruppe)
Eine Gruppe G ist zyklisch < G = (g) fiir ein g € G.

m Beispiel 4.2
(a) Z=(1)
(b) Z/nZ = (1)
(¢) Cn={((12...n)) < 8,
)

(d) Ist #G = p eine Primzahl, so ist G zyklisch (Ubung 6)

Lemma 4.3
Die Untergruppen von (Z,+) sind genau die (k) = Zk mit k € Ny und fiir kq,....,k. € Z ist
(k1, ..y kp) = (k) mit

k= ggT(kh ooay k'f)

Beweis. Zwei Beweise sind moglich:

1. Jede Untergruppe von Z ist ein Ideal von (Z,+,-) und Z ist ein Hauptidealring.
2. Sei H < Z. Setze k = min{H N N}, ohne Einschriankung H # {0}.

k mini-

. H:(k}:nEH:n:qurrmitq,rEZ,O§r<k:>r:nf\qi/ GHTTZO?REU@
Eto..+k
o (ki,....,kr) = (k) = k = ggT(k1,...,kr):
ke (ki,....kr) =k=mn1k1 + ... + nyky mit n; € Z 3d|k; = d|k = k = ggT(k1, ..., kr) O

Satz 4.4 (Klassifikation von zyklischen Gruppen)
Sei G = (g) zyklisch. Dann ist G abelsch und

(a) G = (Z,+) oder

(b) G=(Z/nZ,+) mit n = #G < oo

Beweis. Betrachte
zZ—=G
@ i
k—g
¢ ist ein Homomorphismus und surjektiv, da G = (g). Nach Folgerung 3.9 ist G = Im(¢) = Z/Ker(¢). Nach

Lemma 4.3 ist Ker(p) = (n) fiir ein n € No.

e n =0, so ist Ker(¢) = (0), also ¢ injektiv und G = Z.
e n>0,s0ist G Z/nZ und n = #Z/nZ = #G. |

13
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Satz 4.5
Sei G = (G, +) = (g) zyklisch der Ordnung n € N.

n

a) Zu jedem d € N mit d | n hat G genau eine Untergruppe der Ordnung d, nimlich Uy = (5 g)

(a)

(b) Fird |nund d' |nist Uy < Uy < d|d
(c) Fiir ky, ...,k € Zist (k1g,...,krg) = (eg) = Un/, mit e = ggT(k1,...,k,n)
)

(d) Fir k € Z ist ord(kg) = m

Beweis. Betrachte wieder
k-G
P
k+— kg
(a) Nach Lemma 3.7 und Lemma 4.3 liefert ¢ Bijektion
{eeN|nZ < ez} % {H < G}

und nZ < eZ < e | n. Ist H = ¢(eZ) = (eg), so ist H = ¢Z/nz, alson = (Z : nZ) = (Z : eZ) - (eZ : nZ) =
e-#H

(b) Us<Us & (30) < (Bg) & BZ< BZ & B |2 e d|d

(¢) Mit H = (k1,...,kr,n) < Z ist nZ < H, o(H) = (k1g,...,krg. Nach Lemma 4.3 ist H = (e) mit
e =ggT(ki,..., kr,n), somit (kig,...,krg) = @(eZ) =U.,.

(d) ord(kg) = #(kg) 2 #U.,. mit e = ggT(k,n) O

Lemma 4.6

Seien a,b € G. Kommutieren a und b und sind ord(a) und ord(b) teilerfremd, so ist

ord(a, b) = ord(a) - ord(b)

Beweis. Nach Folgerung 2.12 ist (a) N (b) = 1. Ist (ab)® = 1 = a*b*, so ist a® = b7% € (a) N (b) =1, also a* =
b* = 1. Somit ist (ab)* =1 < a* =1 und b* = 1 und damit ord(ab) = kgV (ord(a), ord(b)) = ord(a) - ord(b) O

Folgerung 4.7
Ist G abelsch und sind a,b € G mit ord(a) = m < oo, ord(b) = n = oo, so existiert ¢ € G mit

ord(c) = kgV(ord(a), ord(d))

Beweis. Schreibe m = mem’ und n = non’ mit mone = kgV(m,n) und ggT(mo,no) = 1 = ord(am/) = Mo,

ord(b") = ng = ord(b" - a™) L mo - no = kgV(m,n). O
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4. Abelsche Gruppen Kapitel I: Endliche Gruppen

Theorem 4.8 (Struktursatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen)
Jede endliche erzeugte abelsche Gruppe G ist eine direkte Summe zyklischer Gruppen

k
G=27"® @Z/diz

(=i

mit eindeutig bestimmten dy, ...,d; > 1 die d; | d;41 fiir alle ¢ erfiillen.

Beweis. o Existenz: LAAG 2: VIII. 6.14
o Eindeutigkeit: Fiir d € N ist

k
#6/ac = # (?/az)" & @) @42 a-/a:2)
i=1

d;i

gegT(d, d;)

1

4.5

n
iy dr.
i=

und daraus kann man 7, k,d1, ..., d erhalten. O

Lemma 4.9
Sei G = (G, +) = (g) zyklisch der Ordnung n € N. Die Endomorphismen von G sind genau die

G—G L=
ok firk=k+nZe Z/nZ
k T+ kx
Dabei ist - = p—.
abei is @lowz (pkl
Beweis. . cpgwohldeﬁniertk_lzk_gékz=k1+an mit a € Z = kex = kix + an - x, aber nx = 0.

. € Hom(G, G): klar, da G abelsch

- = ord( - 3

s k=lepr=gr o) =¢i9) = (k—Dg=0=Sn|(k—1) = k=1

. LpEHom(G,G):><p=<pEfiireink€Z:go(g)zkgfﬁreink#gachg

° - = . = |:|
pLow = e l(kz) = (Ik)x

Satz 4.10
Ist G zyklisch von Ordnung n € N, so ist

Aut(G) = (Z/nZ)*

Beweis. Aut(G) C Hom(G, G) = {@E | ke Z/nZ}, ey € Aut(G) & es existiert ein | € Z/nZ mit provr = o7
also existiert ein [ € Z/nZ mit kl = 1 < k € (Z/nZ)* und

(Z/nz)* — Aut(G)

k —

15



4. Abelsche Gruppen Kapitel I: Endliche Gruppen

ist ein Isomorphismus.

Definition 4.11 (Euler’sche Phi-Funktion)

®(n) = #(Z/nz)*

ist die EULER’sche Phi-Funktion .

m Beispiel 4.12
p prime = ¢(p) = p — 1, da Z/pZ Korper ist.

Satz 4.13
Ist K ein Korper und H < K* abelsch, so ist H zyklisch.

Beweis. Setze m = max{ord(h): h € H}. Nach Folgerung 4.7 gilt ord(h) | mVh € H.

= Jedes n € H ist Nullstelle von f = X™ — 1 € K[X].
= #H <degf=m < #H
= #H =m.
Ist h € H mit m = ord(h), so ist dann H = (h)
Folgerung 4.14
Fiir p € N prime ist

Awt(C)) = (Z/pZ)* = Cper.

O
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5. Direkte und semidirekte Produkte Kapitel I: Endliche Gruppen

5. Direkte und semidirekte Produkte

Sei G eine Gruppe und n € N.
Definition 5.1 (direktes Produkt)
Das direkte Produkt von Gruppen G4y, ..., G, ist das kartesische Produkt

G=]]G1=GCix..xG=XG
=1

i=1

mit komponentenweiser Multiplikation.

» Bemerkung 5.2
(a) Wir identifizieren G; mit der Untergruppe

Gj:H].:].X...XlejX]_X...X].
i#]
von [, G;.

(b) Furi # 7, g; € Gy, g; € G; gilt dann

9i9; = 959i (1)

Definition 5.3 (internes direktes Produkt)
Seien Hq, ..., H, < G. Dann ist G das interne direkte Produkt von Hq, ..., H,, in Zeichen

n n
G:HHi:Hl X ... x H, = X H;
i=1 =1

wenn

Hix..xH, —G

(915 -9n) = g1 Gn

ein Gruppenisomorphismus ist.

Satz 5.4
Seien U,V < G. Dann sind dquivalent:

(i) G=UxV
(i) USG, V4G, UNV =1,UV=3G

Bewets. e (i) = (it): Im externen direkten Produkt U x V gilt:
—UV=UxV:FiruecU,veVist (uv)=(ul) (1,v) e UV
— UNV =1:Kklar

-~ UQUxV:Firg=(u,v) €U xV und uo = (uo,1) € U ist

uf =g "uog = (u”, v ) (uo, 1) (u,v) = (ug, 1) €U

17



5. Direkte und semidirekte Produkte Kapitel I: Endliche Gruppen

o (i1) = (7): betrachte

.{va—w;

(u,v) = w

Gleichung (1) gilt: Fiir u € U, v € V gilt in G:

uw T luww = () 0 =u NV =1 = uw = vu
~—~—

cv eU

— ¢ ist Homomorphismus: ¢((u1,v1)(u2,v2)) = p(uiuz, vive) = uiusviv2 o u1v1u2v2 = @(u1,v1) -

p(uz,v2)
— ¢ surjektiv: Im(¢) =UV =G
— @ injektiv: 1 = p(u,v) =ww =>u=v"ecUNV =1= (y,v) = (1,1) O

Folgerung 5.5
Seien Hi, ..., H, < G. Dann sind dquivalent:

(i) G=H; x ... x Hy
(11) G = HlHn und Vi: Hl Sl G und Hi,1 N Hl =1

Beweis. Induktion nach n.

n = 1: trivial

n > 1: Setze U = Hy...Hp—1 und V = H,. Dann ist U 4 G (Lemma 3.3 ¢) und V <G, UV = H:...H, = G,
UNV = 1. Somit ist ¢ : U x V — G ein Isomorphismus nach Satz 5.4. Da H; < U fiir ¢ < n folgt nach
Induktionshypothese, dass

, {Hl..,Hnl —U

@
(h1,...,hn_1) g hln-hn—l
Somit ist
, H1Hn — G
po (¢ xidm,):
(hlhn) — (,0(90,((}7,1, ...,hn,1),h)) = hl...hn
ein Isomorphismus. O

Definition 5.6 (internes semidirektes Produkt)

Seien H, N < (. Dann ist G das interne semidirekte Produkt von H und N, in Zeichen

G=HxN=NxH

wenn NG, HNN=1und NH =G.

» Bemerkung 5.7
Ist G=H x N, so ist

H — Aut(N)
h — int(h)|n

18



5. Direkte und semidirekte Produkte Kapitel I: Endliche Gruppen

ein Gruppenhomomorphismus. Im Fall G = H x N ist a(h) = idy fiir alle h € H. Fiir hy,hy € H

und ni,n9 € N ist

h1n1 . hgng = hlhghglnlhg’ﬂg
= h1h2 . n’f’Q )
~—
eEN
= h1h2 . ’ntlx(h2) s N2 (2)

Definition 5.8 (semidirektes Produkt)
Seien H, N Gruppen und « € Hom(H, Aut(N)). Das semidirekte Produkt H x, N von H und N
beziiglich « ist das kartesische Produkt H x N mit der Multiplikation

(h1,m1) - (ha,ng) = (hyhg, n"ny)

» Bemerkung 5.9
(a) Wir identifizieren H, N mit der Teilmenge H x 1 bzw. N x 1 von H X, N.

(b) Ist @« € Hom(H, Aut(N)) trivial, also a(h) = idy fir alle h € H, so ist H x, N = H x N,
das direkte Produkt.

Satz 5.10
Seien H, N Gruppen, a € Hom(H, Aut(N)). Dann ist G = H x,, N eine Gruppe, und diese ist das
interne semidirekte Produkt von H < G und N < G, wobei

int(h)|y = a(h) VheH

Beweis. Seien hi, hs, hs, h € H und ng, ni1, na, ng, n € N.
¢ neutrales Element:
(1er, 1n)(hyn) = (B, 15 0) = (h,n)
(hyn)(Lar, 1) = (h,n® 0 15) @ ()
(%): a(1lg) =id
o Assoziativitit:

[(h1,m1) (2, n2))(hsy n3) = (haha, nS " n) (ks ns) = (hahahs, (007 12)° ) n5) 2 (hyhohs, ng 2@ pg(a)p )
hi,n1)[(h2,n2)(ha,n3)] = (h1,n1)(haha, 15" ng) = (hihahg, nS 2@ pghs)y,
2 1 2

(%): a(hs) ist ein Automorphismus und « ist ein Homomorphismus
o Inverses: (h,n)"' = (R}, (nfl)a(h_l))

e HLQG:

(h1,1)(h2,1) = (h1ha, 1°"2)1) = (h1ho,1) € H
(h,1) ' =(h""1)eH
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5. Direkte und semidirekte Produkte Kapitel I: Endliche Gruppen

e N<QG:

(1,n1)(1,n2) = (1,75 Wny) = (1,m1n2) € N
L) =1,E ) ) =1 n ) eN

« HNN = 1: klar
« HN =G: (h,1)(1,n) = (h,1°Wn) = (h,n) € G

e NQG: (h,n) " (1,n0)(h,n) = (A, (R H)*® N (h,ndMn) =(1,..) e N
e int(h)|y = a(h):

™I = (b, 1) (1) (k1)
= (b, 1)(h,n™1)
— (17 1a(h)na(h))
= (1,n*™)
_ na(h) O
Folgerung 5.11
Sei G = H x N und « wie inBemerkung 5.7. Dann ist

Hx, N —G
(h,n) — hn

ein Isomorphismus. Insbesondere ist G durch H, N und « bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.
Beweis. e ¢ ist Homomorphismus: ©((h1,n1)-(h2,n2)) = @(h1he, n?(hz)nz) = hlhzn?(hz)ng @ hihaning =
@(h1,m1) - p(h2,n2)
e ¢ ist surjektiv: Im(p) = HN =G
o (ist injektiv: HNN =1 ]
m Beispiel 5.12
Sei G=H x N.

(a) H = N = Cy: Aut(N) = {ide,} = o € Hom(Cs, Aut(Cy)) = 1 (konstante Abbildung)
=S=G=HX,N=HxN=Z(Cyx(Cy=2V,

(b) H = Co, N = Cs: Aut(N) = (Z/32)% = Cp = a € Hom(Cy, Aut(Cy)) = {ide,, 1} =
HKQN:HXNgC(i OderHD(idCQNgS:g
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6. Gruppenwirkungen Kapitel I: Endliche Gruppen

6. Gruppenwirkungen

Sei G eine Gruppe und X eine Menge.
Definition 6.1 (Wirkung, G-Menge)
Eine (rechts-)Wirkung von G auf X ist eine Abbildung

XxG—X
(z,9) = =7
mit x € X und h, g € G, wobei
o (Wl):zle =z

o (W2): (29)" = z9

Eine G-Menge ist eine Menge X zusammen mit einer Wirkung von G auf X.

m Beispiel 6.2
(a) Die symmetrische Gruppe G = Sym(X) wirkt auf X durch 2% = o(z) mit x € X, 0 € G. So
wirkt zum Beispiel S, auf X = {1,...,n}.

(b) G wirkt auf X = G durch Multiplikation 29 = zg, die sogenannte regulire Darstellung von
G.

(c) G wirkt auf X = G durch Konjugation: 29 = g~ lzg.

(d) G wirkt auf der Menge UG(G) der Untergruppen von G durch Konjugation H9 = {h9 | h €
H} mit H <G.

(e) Sind H, N Gruppen, so liefert jedes @ € Hom(H, Aut(N)) eine Wirkung von H auf N durch

nh = not),

(f) Ist K ein Korper, so wirkt K* auf K durch 2¥ = zy mit € K und y € K*.

Ist K ein Korper, n € N, so wirkt GL,,(K)°P auf K™ durch Multiplikation z4 = Az
(2) per, ) p

Anmerkung
°P ist notig, weil die Multiplikation “falsch herum® definiert wurde. g) wére ein Beispiel fiir eine

Linkswirkung, also ist es dann mit °? eine Rechtswirkung.

» Bemerkung 6.3
Wirkt G auf X, so ist fiir jedes g € G die Abbildung

X=X
Og:
T +— 9
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6. Gruppenwirkungen Kapitel I: Endliche Gruppen

bijektiv, da 040 0,-1 = 04-104 = 01 = idx, also o4 € Sym(X) und

G — Sym(Q)
g0y
ist ein Gruppenhomomorphismus. Umgekehrt liefert jeder Homomorphismus o : G — Sym(G) eine

Wirkung von G auf X durch 29 = 29, Somit steht die Menge der Wirkungen von G auf X in
natirlicher Bijektion zu Hom(G, Sym(X)).

Definition 6.4 (Fixpunkt, Stabilisator, Bahn, Bahnraum, G-invariant, treu, transitiv, frei)
Sei X eine G-Menge, gy € G, g € X

(a) xo ist ein Fixpunkt von gy < z° = x
(b) Fix(G) = XY ={r € X |29 =2 Vg € G}, die Menge der Fixpunkte von X unter G

(¢) Gu, = Stab(zg) = {g € G | ] = =} der Stabilisator von z¢ in G

)
)
)
(d) x§ = {2 | g € G}, die Bahn von z unter G
(e) X/ = {2% | 2 € X}, der Bahnenraum

(f) Y < X ist G-invariant © Y9 ={y? |ye Y} <Y
(g) Die Wirkung von G auf X ist

e treu, wenn G,=1
= rxeX x

e transitiv , wenn gilt: Vo,y € Xdg € G: 29 =y

o frei, wenn G, =1fiirallex € X

» Bemerkung 6.5
(a) Der Stabilisator G, besteht aus den g € G, die z¢ als Fixpunkt haben.

(b) Die Wirkung von G auf X ist
o transitiv, wenn es nur eine Bahn gibt, also [X/a| =1
e frei, wenn kein 1 # g € G einen Fixpunkt hat

e treu, wenn kein 1 £ g € G alle x € X als fixiert

m Beispiel 6.6
Fiir n > 1 wirkt G = S, auf X = {1, ..., n} transitiv, treu, aber fiir n > 3 nicht frei. Der Stabilisator

G, von n € X ist eine Untergruppe von S,, isomorph zu S,,_;.

m Beispiel 6.7
Die reguldre Darstellung von G auf X = G ist frei und transitiv:
o fre: 9 =r=>x9g=0=9g=1

o transitiviz,y € X =G = firg=a"lyist 29 =y
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Lemma 6.8

Sei X eine G-Menge.
a) Fur x € X ist G, < G.

(a)

(b) Fiir z,y € X ist ¢ = y“ oder ¢ Ny% = 0.

(€) Nyex = Ker(o), 0 : G — Sym(X) wie in Bemerkung 6.3
)

(d) Fir x € X und g € G ist Gy = (Gy)?

Beweis. Seien z,y € X, g,h € G

(a) Sei 29 =z und z" = z. Dann

(b) z9 =y" = 2% = (29)¢ = (y")H =y
(€) 9€Nyex Ge = Vo € X: 29 =2 & 04 = 0(g) idx

(d) h€Gas & (@) =29 29 ' =z h? | €Gp e he(Ga) O

Satz 6.9 (Cayley)
Ist n = #G < o0, so ist G isomorph zu einer Untergruppe der S,,.

Beweis. Betrachte die regulidre Darstellung o : G — Sym(G). Da diese Wirkung frei ist (Beispiel 6.7), also
insbesondere treu, ist ¢ injektiv (Lemma 6.8 c), somit G 2 Im(o) < Sym(G). Eine Aufzidhlung G = {g1, ..., gn}

liefert einen Isomorphismus

{Sn — Sym(X)
(V23
T (95 = gr (i)

und somit ist G = ¢~ (Im(0)) < S,. O
Lemma 6.10
Fiir eine G-Menge X und z € X ist
G.\G = x¢
©p:
Gpg+—> x9
eine Bijektion.
Beweis. o o wohldefiniert: Gog = G»g' = ¢’ = gh mit h € G, = 29 = zh9 = g9
e ¢ surjektiv: klar
o ¢ injektiv: 29 = 29 <z = 2997 o g9 ' €G. &g €Gag e Gl =Gayg O
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Satz 6.11 (Bahn-Stabilisator-Satz)
Sei X eine G-Menge, x € X. Dann ist

#2% = (G : Gy,)

Beweis. Lemma 6.10 O
Folgerung 6.12 (Bahngleichung)
Ist X eine G-Menge und X = 4, 2§ die Zerlegung von X in Bahnen (vgl. Lemma 6.8 ) so ist

n

#X = (G :G)

i=1
Definition 6.13 (Zentralisator, Normalisator)
(a) Fir h € H ist
Ca(h) = {g € G| gh = hg}

der Zentralisator von h.

(b) Fir H < G ist

Ng(h) ={g€ G |gH = Hg}

der Normalisator von H.

» Bemerkung 6.14
(a) Der Zentralisator von h ist der Stabilisator von h unter der Wirkung von G auf X = G durch
Konjugation (Beispiel 6.2 c). Es ist die grofite Untergruppe H mit h € Z(h).

(b) Der Normalisator von H < G ist der Stabilisator von H unter der Wirkung von G auf
X = UG(G) durch Konjugation (Beispiel 6.2 d). Dies ist die grofte Untergruppe N von G
mit H < N.

Folgerung 6.15
Fiir h € Gund H <G ist Cg(h) < Gund H < Ng(H) < G und

(a) (G :Cg(h)) ist genau die Anzahl der zu h konjugierten Elemente von G
(b) (G : Ng(H)) ist genau die Anzahl der zu H konjugierten Untergruppen von G

Beweis. Satz 6.11 0
Folgerung 6.16 (Klassengleichung)
Sei G endlich mit Zentrum Z = Z(G) und sei z1, ..., , ein Reprisentantensystem der Konjugati-

onsklassen in G \ Z. Dann ist

#G =#Z+ Y (G: Co(x))

=1

Beweis. aus Satz 6.11 und Folgerung 6.15,da G=ZWG\ Z =2 L+J:L:1 z$. |
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7. p-Gruppen

Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl.
Definition 7.1 (p-Gruppe)
G ist eine p-Gruppe < #G = p™ fiir ein n € Ny.

Satz 7.2
Sei G eine p-Gruppe und X eine endliche G-Menge. Dann ist

#Fixx(G) =#X mod p

Beweis. Sei xz € X.

e z€Fixx(G)= (G:Gz) =1
e 2¢Fixx(G)=1#(G:Gy) | #G=p" = (G:G;) =0 mod p

o Ist X =W 2f, soist
#X = Z(G :Gi) = #Fixx(G) mod p 0
i=1
Folgerung 7.3 (Satz von Cauchy)

Teilt p die Ordnung von G, so hat G ein Element der Ordnung p.

Beweis. Sei X = {g1,..,9p €GP | g1-...- gp = 1}. Esist #X = (#P)? ' und C, = ((12...p)) < S, wird auf
X durch (g1,..-,9p)° = (go(1); ---» Go(p)) beschrieben. Mit Satz 7.2 gilt:

#Fixx (Cp) = #X = (#G)" ' =0 mod p

Da (1,...,1) € Fixx(Cp) folgt # Fixx(Cp) > p > 2, es existiert also 1 # g € G mit (g,...,g9) € X, das heifit
ord(g) = p. O

| Folgerung 7.4

Jede nicht-triviale p-Gruppe hat eine nicht-triviales Zentrum.
Beweis. Betrachte Wirkung von G auf X = G durch Konjugation (Beispiel 6.2 c¢). Dann
#7(G) = Fixx(Q) £ #G =0 mod p

insbesondere ist Z(G) # 1. O

Lemma 7.5
#G = p = G ist zyklisch.

Beweis. Seil# g€ G=1#ord(g) | #G = ord(g9) = p = G = (g) ist zyklisch. O

Lemma 7.6
G Z(Q) zyklisch = G ist stabil.
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Beweis. Sei a € G mit G/Z(G) = (aZ(Q)).

Dann ist isju
G=|]Jdz@)
kez

Sind nun z,y € G, so ist
z=a%c,y=ddmit k,l € Z,¢c,d € Z(G)

= zy = d¥ca'd = d'da¥c = yx

Satz 7.7
Ist #G = p?, so ist G abelsch.

Beweis. Nach Folgerung 7.4 ist Z(G) # 1.
= #G/Z(G) | p
L2 G/Z(G) ist zyklisch

%9 @ ist abelsch.

» Bemerkung 7.8

Mit dem Struktursatz Theorem 4.8 erhalten wir

#G=p=>G=7Z/pZ
#G = p* =G = 7/p*Z oder

G=z/pz@z/pz

Satz 7.9
Ist #G = p* und [ < k, so gibt es H < G mit #H = p'.

Beweis. Induktion nach [:

e [ = 0: trivial Untergruppe!

e I —1—1:Nach 74 ist #Z(G) = p®,a > 0, nach Folgerung 7.3 (Cauchy) existiert somit ein g € Z(G)
mit ord(g) = p. Da g € Z(G) ist (g) IG und #G/(g) = p*~'. Nach Induktionshypothese ist Untergruppe

Hy < G/(g) mit #Ho = p'~'. Betrachte den homm,y : G — G/{g) = H =

#ker(mg)) . #Ho =p ~p171 = pZA

o (o) < G, #H =

O
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8. Die Sylow-Séitze

Sei G eine endliche Gruppe und p € N prime.
Definition 8.1

Sei H < @G.

1. H ist p-Sylow-Untergruppe von G (oder p-Sylowgruppe von G) :& H ist p-Gruppe und
p1(G: H)
2. Syl,(G) = {H < G ist p-Sylowgruppe von G}

» Bemerkung 8.2
Schreib #G = p* - m mit p { m. Dann gilt fir H < G. H € SylL,(G) & #H = p".

m Beispiel 8.3
o Syl;(Ss) = {43}

* Syly(S5) = {((12)), ((13)), ((23))}
. Syl2(54) 3 Dy

Satz 8.4
Es gilt Syl (G) # 0.

Beweis. Induktion nach n := #G = p* - m,p{m.

e n=1:1€ Syl,(1)!
e n>1:Ist pfn, soist 1 €Syl (G). Sei also k > 1.

— 1. Fall: Es existiert H £ G mit p { (G : H). Nach Induktionhypothese existiert S € Syl,(H). Da
p{(G:8)=(G:H)H:S)ist S € Syl,(G).

— 2.Fall: Esistp | (G : H) fiiralle H £ G. Nach Klassengleichung ??? ist 0 = n = #(Z(G))+)_._,(G :
Cg(x;)) = ord Z(G) mod p, wobei G Z(G) = ¥;_, x¥, also p | #Z(G). Nach Folgerung 7.3
(Cauchy) g € Z(G) mit ord(g) = p.
= N := (¢ 9G, #N = p, #G/N = p*~'m. Nach Induktionshyptothese existiert S ¢
Syl,(G/N), d.h. setze S := 75'(S) < G. Dann ist #S = #ker(ny)#(S =p-p"~' = p*, d.h.
S € Syl (G). O

Folgerung 8.5
Ist k € N mit p* | #G, so existiert H < G mit #H = p".

Beweis. Satz 8.4 und Satz 7.9. O

27



8. Die SYLow-Sétze Kapitel I: Endliche Gruppen

Theorem 8.6 (Sylow-Sétze)
Sei G eine endliche Gruppe.

1. Jede p-Gruppe H < @ ist in einer p—Sylowgruppe von G enthalten.
2. Je zwei p-Sylowgruppen von G konjugieren.

3. Fiir die Anzahl s, := #8Syl,(G) gilt s, = (G : Ng(S)) = 1 mod p, wobei S € Syl,(G)
beliebig.

Beweis. Wird noch ergénzt! O
Folgerung 8.7
Sei S € Syl,(G). Genau dann ist S < G, wenn s, = 1.

Folgerung 8.8
Schreibe #G = p*m, ptm. Dann gilt s, | m und p | s,1.

m Beispiel 8.9
Sei #G = pg, mit Primzahlen p < g. Wéhle P € Syl (G), @ € Syl (G).

. sq|pundq|sq_1p:<>qsqzli>7QﬂG.
=G=PxQ (denn PNQ =1und PQ =G).
o splgqundq|sq—1=s,=1oders,=qund ¢g=1 modp
— 1. Fall mit ¢ #21 mod p: Dannist s, =1 =P IG
=G=PxQ=2C,xCi=Chy
— 2. Fall mit ¢ =1 mod p:
4.14
Aut(Q) = Aut(Cy) = Cy-1 hat genau eine Untergruppe mit Ordnung p, also ist

Hom(P, Aut(Q)) # 1. Es kann deshalb entweder G x @Q = P x Q = C), abelsch oder
G=PxQ=Cpd,Cy mit a # 1 nicht abelsch geben, z.B. S5 = C5 4, Cs.
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