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Kapitel I
Endomorphismen

In diesem Kapitel seien K ein Korper, n € N eine natiirliche Zahl, V' ein n-dimensionaler K-VR und
f € Endg (V) ein Endomorphismus.

Das Ziel dieses Kapitels ist, die Geometrie von f besser zu verstehen und Basen zu finden, fiir die Mp(f)
eine besonders einfache oder kanonische Form hat.

1. Eigenwerte

» Bemerkung 1.1
Wir erinnern uns daran, dass Endg (V) = Hompg (V, V) sowohl einen K-VR als auch einen Ring
bildet. Bei der Wahl einer Basis B von V wird f € Endg (V) durch die Matrix Mp(f) = ME(f)
beschrieben.

m Beispiel 1.2 1
K=R,A= € Maty(R), f = fa € Endg (K?)
2 1

1 1
= mit B = : ist Mp(f) =
. 1 .
Der Endomorphismus f = f4 streckt also entlang der Achse R - um den Faktor 3 und spiegelt
1

entlang der Achse R -

Definition 1.3 (Eigenwert, Eigenvektor, Eigenraum)
Sind 0 2z € V und A € K mit f(x) = Az so nennt man A einen Eigenwert von f und z einen
Eigenvektor von f zum Eigenwert . Der Eigenraum zu A € K ist Eig(f,\) = {z € V | f(z) = \z}.

» Bemerkung 1.4
Fiir jedes A € K ist Eig(f, A) ein UVR von V, da

Eig(f,A) ={z € V| f(z) = Az}
={x eV | f(z)— X idy(z) =0}
={z eV I[(f-A idv)(z) =0}
= Ker(f—)\-idv)

und f —A-idy € Endg (V).
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» Bemerkung 1.5
Achtung! Der Nullvektor ist nach Definition kein Eigenvektor, aber A = 0 kann ein Eigenwert sein,
nimlich genau dann, wenn f ¢ Autg(V), siehe Ubung. Die Menge der Eigenvektoren zu \ ist also
Eig(f,A\)\{0} und X ist genau dann ein Eigenwert von f, wenn Eig(f, \) # {0}.

m Beispiel 1.6
Ist A =diag(\1,...,\n) und f = f4 € Endg (K™), so sind Ay, ..., A, EW von f und jedes e; ist ein
EV zum EW )\,;.

Satz 1.7
Sei B eine Basis von V. Genau dann ist Mpg(f) eine Diagonalmatrix, wenn B aus EV von f besteht.

Beweis. Ist B = (x1,...z,) eine Basis aus EV zu EW Ay, ..., A\, so ist Mp(f) = diag(A1, ..., \n) und umge-
kehrt. O

m Beispiel 1.8
Sei K =R, V =R? und f, € Endg(R?) die Drehung um den Winkel « € [0, 27)

cos(a) —sin(a)
= ME(fQ) = .
sin(a)  cos(w)
Fir « = 0 hat f, = idg2 nur den EW 1.
Fir a = 7 hat f, = —idg2 nur den EW -1.
Fir a # 0,7 hat f, keine EW.

Lemma 1.9
Sind Aq, ..., A\, paarweise verschiedene EW von f und ist z; ein EV zu \; fiir ¢ = 1,...,m, so ist
(21, ..., Zm) linear unabhingig.

Beweis. Induktion nach m
m = 1: klar, denn x; # 0

m—1—m:Sei > pix; =0 mit py, ..., um € K.

0= (f—X-idv) (Zuzmz>

m

= /-//z 1 - 7ﬂ'$i)
1

- 2 z()\z_Am)'

Nach IB ist ps(Ai = Am) =0fiir i =1,...,m — 1, da A\j # A\, fiir ¢ # m also p; = 0 fiir 4 = 1,...,m — 1. Damit
ist auch p,, = 0. Folglich ist (x1, ..., zn) linear unabhingig. O

Satz 1.10
Sind Ay, ..., A\, € K paarweise verschieden, so ist

> _Eig(f, ) = D Eig(f, )
i=1 1=0

Beweis. Seien x;,y; € Eig(f,\;) fir i =1,...,m. Ist > z; = > yi, soist >, x; —y; = 0.
i=1 i=1 =1 N=—~—

o.E.seien z; #0fiir i =1,...,7 und z; =0 fiir ¢ = r+1,...,m. Wére r > 0, so wéren (21, ..., 2z-) linear abhéngig,
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aber z; = z; — y; € Eig(f, A\i)\{0}, im Widerspruch zu Lemma 1.9. Somit ist z; = y; fiir alle ¢ und folglich ist
die Summe Y Eig(f, \;) direkt. O

Definition 1.11 (EW und EV fiir Matrizen)
Sei A € Mat,,(K). Man definiert Eigenwerte, Eigenvektoren, etc von A als Eigenwerte, Eigenvek-
toren von fa € Endg (K™).

Satz 1.12
Sei B eine Basis von V und A € K. Genau dann ist A ein EW von f, wenn A ein EW von
A = Mp(f) ist. Insbesondere haben dhnliche Matrizen die selben EW.

Beweis. Dies folgt aus dem kommutativen Diagramm

fa

K'— K

) o

n

f
denn fa(z) = Az <= (®po fa)(z) = ®B(Az) < [f(PB(2)) = APE(2).
Ahnliche Matrizen beschreiben den selben Endomorphismus beziiglich verschiedener Basen, vgl. IV.4.1 (]
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2. Das charakteristische Polynom

Satz 2.1
Sei A\ € K. Genau dann ist A ein EW von f, wenn det() -idy —f) = 0.

Beweis. Da Eig(f, ) = Ker(A-idv —f) ist A genau dann ein EW von f, wenn dimg (Ker(A -idy —f)) > 0, also
wenn A - idy —f ¢ Autg (V). Nach IV.4.6 bedeutet dies, dass det(\-idy —f) =0 O

Definition 2.2 (charakteristisches Polynom)
Das charakteristische Polynom einer Matrix A € Mat,, (K) ist die Determinante der Matrix ¢- 1,, —
A € Mat,, (K[t]).

Xa(t) = det(t- 1, — A) € K[t]

Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus f € Endg (V') ist x7(t) = Xy (s)(t), wobei
B eine Basis von V ist.

Satz 2.3
Sind A, B € Mat,,(K) mit A ~ B, so ist x4 = xp. Insbesondere ist x s wohldefiniert.

Beweis. Ist B=SAS™ mit S € GL,(K),soist t-1,—B=S(t-1,—A)S " alsot-1, —B~t-1,— A und
ahnliche Matrizen haben die selben Determinante (IV.4.4).
Sind B, B’ Basen von V, so sind Mg(f) ~ Mp/(f), also Xur(r) = Xarg (f) O

Lemma 2.4
Fir A € K ist x7(A) = det(A-idy —f).

Bewets. Sei B eine Basis von V und A = Mp(f) = (ai;)i,;. Dann ist Mp(A-idv —f) = X1, — A. Aus IV.2.8
und 1.6.8 folgt det(t- 1, — A)(A) = det(\ - 1,, — A). Folglich ist

— det(X-idy —f) 0
Satz 2.5 n
Sei dimg (V) =n und f € Endg (V). Dann ist x¢(t) = > a;t* ein Polynom vom Grad n mit
i=0
a, =1
Ap—1 = — tr(f)

a0 = (~1)" - det()

Die Nullstellen von x ¢ sind genau die EW von f.

Beweis. Sei B eine Basis von V und A = Mp(f) = (aij)s,;. Wir erinnern uns daran, dass tr(f) = tr(A = > ai.
i=1
Esist x7(t) =det(t — 1o, — A) = > sgn(o) [[ (6 00) — @i00))-
0ESn i=1
Der Summand fiir o = id ist [](t — ai;) = t" + > (—ai)t" ' + oo + [ (—ai)
i=1 i=1 i=1

Fiir o # id ist o(¢) # 4 fiir mindestens zwei i, der entsprechende Summand hat also Grad héchstens n — 2. Somit
haben a, und a,—_1 die oben behauptete Form, und ap = xa(0) = det(—A) = (—1)" - det(f).




2. Das charakteristische Polynom Kapitel I: Endomorphismen

Die Aussage iiber die Nullstellen von x folgt aus Satz 2.1 und Lemma 2.4. O

Folgerung 2.6
Ist dimg (V) = n, so hat f hochstens n Eigenwerte.

Beweis. Satz 2.5 und 1.6.10 O

Definition 2.7 (normiertes Polynom)
Ein Polynom 0 # P € K[t] mit Leitkoeffizient 1 heifit normiert.
m Beispiel 2.8 n
1. Ist A = (ayj)i,; eine obere Dreiecksmatrix, so ist xa(t) = [[ (¢t — ai), vgl. IV.2.9.c

i=1
Insbesondere ist x1, (t) = (t — 1)™, xo(t) = t"
I : A, B . . . :
2. Fiir eine Blockmatrix A = ) mit quadratischen Matrizen A;, A3 ist x4 = X4, - X4,
0 A
vgl. IV.2.9.e
3. Fiir
0 0 —Cp
1
0o . : : €0y Cn1 € K
0 .. 0 1 0 —cpa

n—1 .
ist xa(t) =t"+ > ¢t
i=0
' n—1

Man nennt diese Matrix die Begleitmatrix zum normierten Polynom P = t" + Y ¢;t* und

=0
schreibt Mp := A




3. Diagonalisierbarkeit Kapitel I: Endomorphismen

3. Diagonalisierbarkeit

Definition 3.1 (diagonalisierbar)
Man nennt f diagonalisierbar, wenn V' eine Basis B besitzt, fiir die Mp(f) eine Diagonalmatrix
ist.

Lemma 3.2
Genau dann ist f diagonalisierbar, wenn

V = Eig(f,\)

AEK

Beweis. (=):Ist B eine Basis aus EV von f (vgl. Satz 1.7),soist B < |J Eig(f, ), also V = span,( |J Eig(f,\)) =
AEK

AEK
> Eig(f, A).
XEK
(<) Ist V.= > Eig(f,A),sogibt es A1, ..., A\, € K mit V = 3 Eig(f, \;). Wir wihlen Basen B; von Eig(f, \;).
XEK i=1
Dann ist |J B; ein endliches Erzeugendensystem von V', enthilt also eine Basis von V (II.3.6). Diese besteht
i=1
aus EV von f. |
Satz 3.3

Ist dimg (V) = n, so hat f hochstens n Eigenwerte. Hat f genau n Eigenwerte, so ist f diagonali-
sierbar.

Beweis. Ist A ein EW von f, so ist dimg (Eig(f, \)) > 1. Sind also A1, ..., A, paarweise verschiedene EW von f,
S0 ist

n = dimg (V) > dimg <Z Eig(f, Ai)>

=1

Y dimc (@ Eig(f, m)

=0

Z dimg (Eig(f, Ai))

Y
3

Ist zudem m = n, so muss

dimg (V) = dimK(Z Eig(f, X)) sein, also
i=1

V => Eig(f, M)
i=1

Nach Lemma 3.2 ist f genau dann diagonalisierbar. O

Sei R ein kommutativer Ring mit seien a,b € R. Man sagt, a teilt b (in Zeichen a|b), wenn es x € R
mit b = ax gibt.
I Definition 3.5 (Vielfachheit)

| Definition 3.4 (a teilt b)

Fiir 0 # P € K[t] und A € K nennt man p(P, \) = max{r € N5¢ | (¢t —r)"|P} die Vielfachheit der
Nullstelle A von P.
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Lemma 3.6
Genau dann ist u(P,A\) > 1, wenn A eine Nullstelle von P ist.

Beweis. (=): t — A|P = P(t) = (t — \) - Q(t) mit Q(t) € K[t] = P(\) =0-Q(\) =0.
(«): P(\) =0 "%t — \|P(t) = u(P,)\) > 1.

Lemma 3.7
Ist P(t) = (t —N\)" - Q(t) mit Q(t) € K[t] und Q(N\) # 0, so ist u(P,A) =7

Beweis. Offensichtlich ist ;1(P,\) > r. Wire (P, \) > r+1, 50 (t—=X)"T|P(t) also (t—\)"-Q(t) = (t—\)" " R(t)
mit R(t) € K[t], folglich ¢ — A\|Q(t), insbesondere Q(\) = 0.
(Denn wir diirfen kiirzen: R ist nullteilerfrei, genau so wie K[t]).

(t=X"(QE) = (= NR() = 0= Q(t) = (t = M R(?). U

Lemma 3.8
Sind P,Q, R € K[t] mit PQ = PR, und ist P # 0, so ist @ = R.

K [t] nullgeilerfrei
=

Beweis. PQ=PR= P(Q—R)=0 Q—R=0,dh Q=R. O

Lemma 3.9

Esist > w(P,\) < deg(P), mit Gleichheit genau dann, wenn P in Linearfaktoren zerfallt.
AEK

Beweis. Schreibe P(t) = [] (t—X)"™-Q(t), wobei Q(t) € K|[t] keine Nullstellen mehr besitzt. Nach Lemma 3.7
AEK
ist p(P,A\) = ry fiir alle A und somit deg(P) = > ra +deg(Q) > > p(P,A) mit Gleichheit genau dann,wenn
XEK XeK

deg(Q) =0, also Q = ¢ € K, d.h. genau dann, wenn P(t) =c- [] (t —A\)™. O
AEK
Lemma 3.10
Fiir A € K ist

dimg (Eig(f,A)) = u(@y, A)

Beweis. Ergianze eine Basis B von Eig(f, \) zu einer Basis B von V. Dann ist

Al %
A= Mg(f) = ( )
0o A

mit einer Matrix A’ € Mat,—s(K), also x;(t) = xa(t) Deisplel 2.8 Xa1 - xar(t) = (8= A)* - xas(t) und somit

dimg (Eig(f, A)) = s < p(zg, A). O

Satz 3.11
Genau dann ist f diagonalisierbar, wenn x; in Linearfaktoren zerfillt und dimg (Eig(f,\)) =
p(ze, A) fiir alle A € K.




3. Diagonalisierbarkeit Kapitel I: Endomorphismen

Beweis. Es gilt

dimg (Y Eig(f,\) "= dimx (D Eig(f, V)

AEK AEK
HEE Y dimi(Big(f, )
AEK

Lemma 3.10

<D nlx ) (1)

AEK

< deg(xy) (2)
=N

Nach Lemma 3.2 ist f genau dann diagonalisierbar, wenn dimx (3, Eig(f, A)) = n, also wenn bei (1) und
(2) Gleichheit herrscht. Gleichheit bei (1) bedeutet dimg (Eig(f, X)) = pu(xy, A) fir alle A € K, und Gleichheit
bei (2) bedeutet nach Lemma 3.9, dass xs in Linearfaktoren zerfillt. O

Definition 3.12 (algebraische und geometrische Vielfachheit)
Man nennt pq(f,A) = p(xs,A) die algebraische Vielfachheit und u,(f, A) = dimg (Eig(f, A)) die
geometrische Vielfachheit des Eigenwertes A von f.

» Bemerkung 3.13
Wieder nennt man A € Mat,, (K) diagonalisierbar, wenn f4 € Endg (K™) diagonalisierbar ist, also
wenn A ~ D fiir eine Diagonalmatrix D.
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4. Trigonalisierbarkeit

Definition 4.1
Man nennt f trigonalisierbar, wenn V' eine Basis B besitzt, fiir die Mp(f) eine obere Dreiecksmatrix
ist.
m Beispiel 4.2
Ist f diagonalisierbar, so ist f auch trigonalisierbar.

Lemma 4.3
Ist f trigonalisierbar, so zerfdllt x s in Linearfaktoren.

Beweis. Klar aus Beispiel 2.8 und Satz 2.3. O

Definition 4.4 (invariant)
Ein Untervektorraum W <V ist f-invariant, wenn f(IW) < W.

» Bemerkung 4.5
Ist W ein f-invarianter UVR von V| so ist f|w € Endg (W).

m Beispiel 4.6
1. V hat stets die f-invarianten UVR W = {0} und W = V.

2. Jeder UVR W < Eig(f, A) ist f-invariant.

3. Ist B = (x1,...,2,) eine Basis von V, fiir die Mp(f) eine obere Dreiecksmatrix ist, so sind
alle UVR W; = spang (z1, ..., ;) f-invariant.

4. Sei V. = Wao U, By = (x1,...,x,) Basis von W, Ba(2y41,...,2,) Basis von U und B =
(z1, ..., xpn). Ist W f-invariant, so ist

M
()= (M
Sind W und U f-invariant, so ist
Mp, (flw) 0
M -
o 0 Mg,(flv)

Lemma 4.7
Ist W C V ein f-invarianter UVR, so gilt x|, [x. Hat W ein lineares Komplement U, dass auch

J-invariant ist, S0 x5 = Xf|w * X/|u-

Beweis. Ergéinze eine Basis Bo = (z1,...,2r) von W zu einer Basis B = (z1,...,2,) von V. Sei A = Mg(f),

Ao = Mp,(f|w). Dann ist
A
A= ( 0 2) C € Maty_(K)

0

folglich xy = xa = x4, - xc, insbesondere x|, [xs-
Ist auch U = spany (zy41, ..., xs) f-invariant, so ist

Ay 0
A=|""
0 C

und folglich x5 = x4 = X4, - XC = Xflw " Xflu- H
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Theorem 4.8
Genau dann ist f trigonalisierbar, wenn X7 in Linearfaktoren zerfallt.

Beweis. (=): Lemma 4.3

(«=): Induktion nach n = dimg (V).

n = 1: trivial

n —1 — n: Nach Annahme ist x7(t) = [];,(t — Xi) mit A1,..,A\n € K. Sei 1 ein EV zum EW X;. Dann
ist Vi = K - z1 ein f-invarianter UVR. Erginze B1 = (z1) zu einer Basis B = (z1,...,2») von V und setze
By = (22, ...,xy), Vo = spany (B2).

A *
= Ms(f)=["" As € Mat, 1 (K)
0 A

Xf(t) = XA11y " XAz = (t— A1) xa,(t)

n

T ) = [ - 2

i=2
Seien 71, m2 € Endg (V) gegeben durch Mp(m) = diag(1,0,...,0) und Mp(m) = diag(0,1,...,1). Dann ist
w472 =idy und f; = mofist f =idv of = fi+ f2 und f2|v, € Endk(V2). Nach Induktionshypothese ist f2|v,
trigonalisierbar, da Mp(f2|v,) = Az, also Xy,,, = X4,. Dies bedeutet, es gibt also eine Basis By = (25, ..., 27,)
von V3, fiir die Mp, (f2|v,) eine obere Dreiecksmatrix ist. Somit ist fiir B’ = (21,75, ...,z,) auch
Mp/(f) = Mp/(f1) + Mp/(f2)

)\1 * 0 0

+
0 0 0 Mgy (f2lvz)

eine obere Dreiecksmatrix. O

Folgerung 4.9
Ist K algebraisch abgeschlossen, so ist jedes f € Endg (V) trigonalisierbar.

Beweis. Ist K algebraisch abgeschlossen, so zerfillt nach 1.6.14 jedes Polynom iiber K in Linearfaktoren, ins-
besondere also x;. 0

Folgerung 4.10
Ist V ein endlichdimensionaler C-VR, so ist jedes f € End¢(V) trigonalisierbar.

Beweis. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra 1.6.16 ist C algebraisch abgeschlossen. (]

10
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5. Das Minimalpolynom

Definition 5.1

Fiir ein Polynom P(t) = Y1 ¢;t" € K]|t] definieren wir P(f) = > /", ¢;f* € Endg(V), wobei
fo=idv, ft=f,f2=fof, ..

Analog definiert man P(A) fiir A € Mat,, (K).

» Bemerkung 5.2

Die Abbildung Klt] = Endx (V)

ist ein Homomorphismus von K-VR und Ringen. Sein Kern
P P(f)

ist das Ideal
I = {P e K[f] | P(f) = 0}
und sein Bild ist der kommutative Unterring

K[f]: ={P(f) | P € K[t]}
= spang (f°, f1, f2,...)

des (im Allgemeinen nicht kommutativen) Rings Endg (V).

Analog definiert man Z4 und K[A] < Mat,,(K).

Lemma 5.3

Iy # {0}
Beweis. Wire T; = {0}, so wire K[t] — Endg (V) injektiv, aber dimg (K[t]) = oo > n? = dimg (Endg (V)),
ein Widerspruch. O
Satz 5.4

Es gibt ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom 0 # P € K|t] kleinsten Grades mit P(f) = 0.
Dieses teilt jedes @ € K[t] mit Q(f) = 0.

Beweis. Nach Lemma 5.3 gibt es 0 # P € K|[t] mit P(f) = 0 von minimalem Grad d. Indem wir durch den
Leitkoeffizienten von P teilen, konnen wir annehmen, dass P normiert ist.
Sei @ € Zy. Polynomdivision liefert R, H € K[t] mit @ = P - H + R und deg(R) < deg(P) = d. Es folgt
R(f) =Q(f)— P(f)-H(f) = 0. Aus der Minimalitét von d folgt R = 0 und somit P|Q.

— =~

=0 =0
Ist @ zudem normiert vom Grad d, so ist H = 1, also Q@ = P, was die Eindeutigkeit zeigt. O

Definition 5.5 (Minimalpolynom)
Das eindeutig bestimmte normierte Polynom 0 # P € K|t] kleinsten Grades mit P(f) = 0 nennt
man das Minimalpolynom Py von f.

Analog definiert man das Minimalpolynom P4 € K[t] einer Matrix A € Mat,,(K).
m Beispiel 5.6

2. A=0, xa(t) =t", Pa(t) =t

3. Ist A = diag(ay, ..., a,) mit paarweise verschiedenen Eigenwerten Aj,..., A\, so ist xa(t) =
n n r

[Tt —a;) = T (t—X)*eUa2rd Py(t) = [] (t—\;) und es folgt deg(Pa) > [{a1,...,an}| = 7.
i=1

i=1 i=1

11
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Definition 5.7 (f-zyklisch)
Ein f-invarianter UVR W < V heift f-zyklisch, wenn es ein & € W mit W = span (z, f(z), f3(x), ...)
gibt.

Lemma 5.8

Sei x € V und z; = f(z). Es gibt ein kleinstes k mit zj € spang(zg,Z1,...,25—1), und W =
span (g, ..., xx—1) ein f-zyklischer UVR von V mit Basis B = (zo,...,2zx—1) und Mp(f|lw) =
M.

Xflw *

Beweis. Da dimg (V) = n ist (o, ..., zn) linear abhingig, es gibt also ein kleinstes k mit (xo, ..., zx—1) linear

unabhéngig, aber (zo, ..., zx) linear abhingig, folglich zx € spang (zo, ..., Tr—1). Mit 2x = f(zr-1) = Zi:o —CiTi
ist dann

0 0 —cCo
1

Mg(flw) =10
0o .. 0 1 0 —cCr_1

k=1
somit g, =t* + 3 eit’, also Mp(f|lw) = My, -
i=0

Theorem 5.9 (Satz von CAYLEY-HAMILTION)
Fir f € Endg (V) ist x;(f) = 0.

Beweis. Sei x € V. Definiere z; = f*(z) und W = span (o, ..., x—1) wie in Lemma 5.8. Sei xy|, = th 4+
Zf;ol citt, also f(zr—1) = Zi:ol —cizi. Wenden wir xy|,, (f) € Endg (V) auf x an, so erhalten wir

k—1
Xsiw (F)(z) = (fk + Zaf’) (z)

k—1 k—1
= g —CiTi + g Ci%s
i—1 i=1

Aus x| |xs (Beispiel 4.6) folgt somit x(f)(x) = 0, denn ist x5y = Q - x|, mit Q € K[t], so ist x7(f) =
Q) oxsiw (f), also xs(f) (@) = Q) (X 1w (f)(2))=0 = 0. Daz € V beliebig war, folgt xs(f) = 0 € End (V).0

Folgerung 5.10
Es gilt Pr|x . Insbesondere ist deg(Py) < n.

Beweis. Theorem 5.9 + Satz 5.4 O
» Bemerkung 5.11
Ist B eine Basis von V und A = Mp(f), so ist P4 = Py. Insbesondere ist P4 = Pp fiir A ~ B. Als
Spezialfall von Theorem 5.9 erhélt man x4(A) = 0 und Palxa.

» Bemerkung 5.12

Der naheliegende “Beweis“ x4 = det(¢t1, — A)(A4) = det(ALl, — A) =det(0) = 0 ist falsch!
~—~ ~~
€Mat,, (K) eEK

12
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6. Nilpotente Endomorphismen

» Bemerkung 6.1
Fiir f € Endg (V) sind

e f{0} = Ker(f°) C Ker(f!) C Ker(f?) C ...
e V=Im(f% D Im(f') D Im(f?)D..
Folgen von UVR von V. Nach der Kern-Bild-Formel II1.7.13 ist

dimg (Ker(f%)) + dimg (Im(f%)) = dimg (V) Vi

Da dimg (V) = n < oo gibt es ein d mit Ker(f?) = Ker(f%**) und Im(f9) = Im(f9*+?) fiir jedes
1> 0.

m Beispiel 6.2
f = fA: A€ Matg(K).

o« A= Lo : {0} = Ker(f°) = Ker(f!) = ...
0 1
1 0
¢« A= 0 0 : {0} = Ker(f°) C Ker(f!) = Ker(f?) = ... = spang (e2)
0 1
o« A= : {0} = Ker(f°) ¢ Ker(f') c Ker(f?)=..=K?
=span (e1)
0 0
o A= 0 o : {0} = Ker(f°) c Ker(f) = Ker(f?) =...=K?

Lemma 6.3
Seien f,g € Endg (V). Wenn f und g kommutieren, d.h. fog = go f, so sind die UVR Ker(g)
und Im(g) f invariant.

Beweis. Ist x € Ker(f), so ist g(f(z)) = f(g(z)) = f(0) = 0, also f(z) € Ker(g). Fir g(z) € Im(g) ist
flg(@)) = g(f(x)) € Im(g). -

Satz 6.4 (Lemma von FITTING)
Seien V; = Ker(f*), W; = Im(f?), d = min{i : V; = V;;1}. Dann sind

{0}=WCWVic..CVa=Vy1=...

=

V=Wo2W12..2Wi=Wyy1=..

Folgen f-invarianter UVR und V = V,; & Wj.

Beweis. Da f* und f7 fiir beliebige i, j kommutieren, sind V; und V; nach Lemma 6.3 f-invariant fiir jedes .
Aus dimg (V;)+dimg (W;) = n folgt d = min{i : W; = Wiy1}, insbesondere ist Im(f?¢) = Im(f¢*?) = f(Im(f%)),
somit Way; = Im(f*+*) = Wy fiir ¢ > 0, also auch V; = V,; fiir alle i > 0.

Insbesondere ist fd|Wd : Waq — Wag = Wy surjektiv, also auch injektiv, also Vg N Wy = {0}. Aus der Dimensi-
onsformel I1.4.12 folgt dann dimg (Va + Wy) = dimk (Vy) + dimg (Wq) = dimg (V). Folglich ist Vg + Wg =V
und Vy N Wy = {0}, also V=V, Wy. O
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Definition 6.5 (nilpotent)

Ein f € Endg (V) heift nilpotent, wenn f¥ = 0 fiir ein k¥ € N. Analog heift A € Mat, (K)
nilpotent, wenn A* = 0 fiir £ € N. Das kleinste k mit f* = 0 bzw. A* heift die Nilpotenzklasse
von f bzw. A.

Lemma 6.6
Ist f nilpotent, so gibt es eine Basis B von V, fiir die Mpg(f) eine strikte obere Dreiecksmatrix ist.

Beweis. Induktion nach n = dimg (V).

n=1:ffF=0=f=0

n > 1: Sei k die Nilpotenzklasse von f und U = Ker(f*~!). Dann ist U C V. Da f* = f*1o fist f(V) C U,
insbesondere f|y € Endgk (U). Da f|y nilpotent ist, gibt es nach I.H. eine Basis By von U, fiir die Mp(f|v) eine
strikte obere Dreiecksmatrix ist. Ergéinze By zu einer Basis B von V. Da f(V) C U ist dann auch

= (410

eine strikte obere Dreiecksmatrix. O

Satz 6.7
Fiir f € Endg (V) sind dquivalent:

1) f ist nilpotent

2) fr=0firneN

3) Ps(t) =t"fireinr <n
) X
)

4) xp(t) =t"
5) Es gibt eine Basis B von V, mit
0 = *
Mp(f) =
*
0
eine strikte obere Dreiecksmatrix ist.
Beweis.
e 1) = 5): Lemma 6.6
e 5) = 4): Beispiel 2.8
e 4) = 3): Nach Folgerung 5.10 ist Ps|xy = t", also t" = P;(t)Q(t) mit Q € K]t]. Schreibe Py(t) =

£ Pi(t), Q(t) =t - Q1(t) mit a,b € N, P1,Q1 € K[t], P1(0) # 0, Q1(0) #
P B8 gt = Py(£)Qu () und (P1Q1)(0) # 0
=n-—(a+b)=0= P, =1, somit Ps(t) ="
e 3)=2):t"=0,r<n= f"=0
e 2) = 1): nach Definition O
Folgerung 6.8
Die Nilpotenzklasse eines nilpotenten Endomorphismus f € Endg (V) ist hochstens dimg (V).

Folgerung 6.9
Ist d := min{i | Ker(f?) = Ker(fi*1)}, so ist d < dimg (Ker(f)) = pa(f,0).

14
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Beweis. Sei Vg = Ker(f?), Wa = Im(f?), k = dimg(Va). Da V. = Va ® Wa ist X5 = Xyly, * Xflw,- Da
f|v, nilpotent ist, ist Xfly, = t nach Satz 6.7. Da flw, injektiv ist, ist Xflw, (0) # 0. Somit ist pe(f,0) =

1(xs,0) “ME 3 b Da dimg (Ker(f%)) > ... > dimg (Ker(f)) > 0 ist k = dimg (Ker(f%)) > d, falls d > 0,
sonst klar. 0

» Bemerkung 6.10
Die Bedeutung nilpotenter Endomorphismen beim Finden geeigneter Basen ergibt sich aus der
folgenden Beobachtung:
Ist A eine obere Dreiecksmatrix, so ist A = D + N, wobei D eine Diagonalmatrix ist und N eine
strikte obere Dreiecksmatrix ist. Anders gesagt: Jeder trigonalisierbare Endomorphismus ist Summe
aus einem diagonalisierbaren und einem nilpotenten Endomorphismus.

Definition 6.11 (JORDAN-Matrix)
Fiir £ € N definieren wir die JORDAN-Matrix

0 1 0 0

Jp = 0 EMatk(K)
1
o ... .. .. 0

weiter setzen wir fir A € K Ji(\) := Al + Jj.

Lemma 6.12
Die JORDAN-Matrix .J, ist nilpotent von Nilpotenzklasse k.

Beweis. Es ist (Jk)r = (§i+r,j)i,j fir r > 1. O
Satz 6.13 k
Ist f nilpotent von Nilpotenzklasse &, so gibt es eindeutig bestimmte 71, .., 7, € Nsg mit > drg—n
d=1

und eine Basis B von V mit

MB(f) = diag(Jk, ceey Jk, ceey Jl, ceey Jl)
—— ———

T viele r1 viele

Beweis. Sei U; = Ker(f*). Nach Satz 6.4 haben wir eine Folge {0} = Uy C U1 C ... C Up = V mit f(U;) C U;—1
fiir alle ¢ > 0.

k
Wir konstruieren eine Zerlegung V = @ Wy mit U; = Us—1 & Wi, f(Ws) C Wi, flw, injektiv fiir ¢ > 1.
d=1

V =Ug
V=U_1 & W
V=Up2®Wr_1 W

V=UpW1D..PDWg

Wiéhle Wi, mit V = Uy, = Up—1 @ Wy. Ist k > 1, so ist Wi, NKer(f) C Wi NUik—1 = {0}, also f|w, ist injektiv.
Des weiteren ist f(Wi) C Ux—1 und aus Wi NUx_1 = {0} folgt f(Wi) NUk—2 = {0}. Wir konnen deshalb Wj,_,
mit Uy—1 = Ug—2 ® Wi_1 und f(Wy) C Wy_1 wihlen. Somit ist V = Ug_1 ® Wi, = Up—2 ® Wy_1 & Wy. Wir
setzen dies fort und erhalten V = Uy @ W1 & ... @ Wy, mit f(W;) C W;_1 und f|w, injektiv fiir ¢ > 1, wobei
Uo = {0} und W7 = Ker(f).
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Sie rq = dimg (Wg) — dimg (Wa1), wobei wir W41 = {0}. Wihle nun eine Basis (zk,1, ..., Tr,r,) von Wy. Ist
k > 1, so ist f|w, injektiv und wir kénnen (f(zk,1),..., f(zk,r,)) durch Elemente xx—1,1,...,Zk—1,r,_, 2u einer
Basis von Wj,_; ergidnzen, und so weiter.
k
DaV = @ Wy ist
d=1

B={f(za;)|d=1,...,k,j=1,..,r4,i=0,....,d — 1}

eine Basis von V, die bei geeigneter Anordnung das Gewiinschte leistet.
Es bleibt zu zeigen, dass 71, ..., 7 eindeutig bestimmt sind. Ist By eine Basis, fiir die Mg, (f) in der gewiinschten
Form ist, so ist

d=1
k k
dimK(Ug) = Zrd =+ Z?"d
d=2 d=1

k k
dimK(Uk) = Zrd —+ ...+ Z’r’d
d=k d=1

woraus man sieht, dass r1,...,7, durch Uy, ..., Uk, also durch f eindeutig bestimmt. (]
m Beispiel 6.14 013
Sei f = fa mit A= 0 2| € Mats(R)
0
0 0 2
A? = 0 0].,42=0
0

=>k=3Uy= {0},U1 =Re1,Us; = Rey + Rey,Us = V.
Wahle W3 mit V = U3 = U2 (&) Wg, z.B. W3 = Reg.
Wihle Wy mit Uy = U; & W5 und f(Wg) C Wy, also

3
Wy=R|2
0

Setze W = Uy = Ker(f) = Re; = Basis B = (f%(e3), f(e3), e3)

0 1 0
Mp(f) = 0 1
0
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