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1. Semester



Kapitel I

Grundlagen der Mathematik

1. Grundbegriffe aus Logik und Mengenlehre

Mengenlehre: Universalitit von Aussagen, Verwendung von Mengen
Logik: Regeln des Folgerns, wahre und falsche Aussagen
— hier werden einige Aspekte etwas vereinfacht, aber ausreichend genug behandelt
Definition (Aussage)
Aussage ist ein Schverhalt, dem man entweder den Warheitswert wahr (w) oder falsch (f) zuordnen
kann (und nichts anderes).
m Beispiel 1.1
e 5 ist eine Quadratzahl (Aussage) — falsch

o Die Elbe fliefit durch Dresden (Aussage) — wahr
o Mathematik ist rot (keine Aussage)

Definition (Menge)
Menge ist (nach Cantor 1877) eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen Ob-
jekten der Anschauung oder des Denkens, welche die Elemente der Menge genannt werden, zu

einem Ganzen.
m Beispiel 1.2
e M; = Menge aller Stiadte in Deutschland

o My, =1{1,2,3}

Definition
e M = N, falls dieselben Elemente enthalten sind

o NCM (Teilmenge ), falls n € M fiir jedes n € N
o NGM (echte Teilmenge ), falls zusitzlich N # M.

o Aussageform : Sachverhalt mit Variablen, der durch geeignete Ersetzung der Variablen zur

Aussage fiithrt
m Beispiel 1.3
e A(X) = Die Elbe fliefit durch X

« BX,Y,Z)=X+Y =2

— A(Dresden) und B(2,3,4) sind Aussagen

— A(Mathematik) ist keine Aussage

e — A(X) ist Aussage fiir jedes X € M,
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A B|-A AANB AVvB A=B A<+ B
W W | F W W W W
W F F F W F F
F W| W F W W F
F F | W F F W W

m Beispiel 1.4
o (3 ist gerade) - wahr
e (4 ist gerade) A (4 ist Primzahl) - falsch

(3 ist gerade) V (3 ist Primzahl) - wahr

(Sonne ist heifit) = (Es gibt Primzahlen) - w

(3 ist gerade) <— (meN)-w

o Ausschlieflendes oder wird realisiert durch =(A <= B)

Definition (Quantoren)

Neue Aussagen konnen mittels Quantoren gebildet werden:
o Vo € M : A(x) wahr genau dann wenn (gdw.) A(x) wahr fur jedes x € M

o Jdx € M : A(x) wahr gdw. A(x) wahr fiir mindestens ein x € M
m Beispiel 1.5
e Vn € N:n ist gerade - f

e dJn e N:nist gerade - w

Definition (Tautologie, Kontraduktion)
Tautologie bzw. Kontradiktion /Widerspruch (") ist zusétzlich gesetzte Aussage, die unabhéngig

vom Wahrheitswert der Teilaussagen stets wahr bzw. falsch ist.
m Beispiel 1.6
o Tautologien: AV —A, ~(AAN-A), ANB)= A

o Widerspruch: AN—A, A <— —-A

o besondere Tautologie: (A = B) < (=B = -4)

Satz 1.7 (de Morgan’sche Regeln)

Folgende Aussagen sind stets Tautologien
a) - A/\B)@ﬁA\/ﬁB
b

o

(

-(AVB) & -AAN-B
VzeM:Ax) & Jx e M: -Ax)
(

)
) -
d) “(Fz e M : A(z)) & Ve e M :-A(z)

Beweis. Ubung O
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1.1.

Axiome (als wahr angenommene Aussagen) — Beweise — Sétze (“neue” wahre Aussagen)

Definition

leere Menge ()=: Menge, die kein Element enthilt
M, N sind disjunkt , falls M NN = ()
Sei M Mengensystem , d.h. Mengen von Mengen, dann
- UmemM ={z|IM e M:zc M}
- NyemM ={z|VM e M:zc M}
Potenzmenge : P(XM) := {M|M € M}
DE MORGAN’sche Regeln (fiir N' C P(M))
- (UNGNN)C = ﬂNeNNC
— (Nvex V) = Uyen N¢

kartesisches Produkt M xN := {(m,n)|m € M und n € N}

(ma, ..., my) ist n-Tupel
Auswahlaxiom (AC / axiom of choice)

Sei M Menge nichtleerer, paarweise disjunkter Mengen M

= es gibt immer (Auswahl-) Menge M, die mit jedem M € M genau ein Element gemein

hat.

Aufbau einer mathematischen Theorie

= ergibt Ansammlung (Menge) wahrer Aussagen

Formulierung mathematischer Aussagen:

e typische Form eines mathematischen Satzes: Wenn A gilt, dann folgt B

Kapitel I: Grundlagen der Mathematik

Vorraussetzung Behauptung

e formal: A= B
m Beispiel 1.8

n € N ist durch 4 teilbar = n ist durch 2 teilbar

genauer meint man sogar AAC = B, wobei C aus allen bekannten wahren Aussagen besteht

B ist notwendig fiir A

A ist hinreichend fur B
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Anmerkung

Aus dem Wikipedia-Artikel zu notwendiger und hinreichender Bedingung;:

o notwendige Bedingung: Wenn B wahr ist, dann muss auch A wahr sein. Es kann nicht sein,

dass B wahr ist, ohne dass A wahr ist.

e Beispiel: Fiir jede Primzahl > 2 gilt: Sie ist ungerade. Also: ist die Eigenschaft “Primzahl“
notwendig fiir die Eigenschaft “ist ungerade“, denn es gibt keine Primzahl, die gerade ist.

o hinreichende Bedingung: Eine hinreichende Bedingung sorgt fiir das Eintreten des Ereignis-
ses. Wenn die Bedingung nicht notwendig, sondern nur hinreichend ist, dann gibt es andere

hinreichende Bedingungen, die zum Eintreten des Ereignisses fithren.

o Beispiel: Cola trinken ist nicht notwendig zum iiberleben, da man auch Wasser trinken kann.

Definition (direkter Beweis, indirekter Beweis)
o direkt er Beweis: (A = A1) A (A1 = A2) A ... A (A4, = B) wahr fir A= B

o indirekt er Beweis durch Tautologie (A = B) < (=B — —A)

1.2. Relation und Funktion

Definition (Relation)
o Relation ist Teilmenge R C M x N. (x,y) € R heifit:  und y stehen in Relation zueinander.

o Relation R C M x N heifit Ordnungsrelation (kurz Ordnung ) auf M, falls Va,b,c € M:

a) (a,a) € R (reflexiv )

b) (a,b),(b,a) € R — a =b (antisymmetrisch )

c) (a,b),(b,c) € R — (a,c) € R (transitiv )
o Ordnungsrelation R auf M heifit Totalordnung , falls Va,b € M : (a,b) € RV (b,a) € R

o Relation auf M heiBt Aquivalenzrelation , falls Va, b, ¢ € M:

a) (a,a) € R (reflexiv )
b) (a,b) € R= (b,a) € R (symmetrisch )

c) (a,b),(b,c) € R= (a,c) € R (transitiv )

[a):= {b € M| (a,b) € R} heiBt Aquivalenzklasse von a € M bzgl. R

Jedes b € [a] ist ein Représentant von [a]

m Beispiel 1.9

B={2|m,n€Zn+#0} Menge der Briiche

man hat Aquivalenzrelation auf B mit R = {(%, %) € Bx B|mg= np}

beachte: Menge der Aquivalenzklassen { [%] | e B } ist die Menge der rationalen Zahlen
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Anmerkung
« Mit einer Ordungsrelation kann man eigentlich unordenbare Dinge wie Funktionen (gilt 22 <

z3 oder 2% > x37) ordnen.

« Eine Aquivalenzrelation ist eine Art Gleichheitszeichen, nur eben fiir mathematische Objekte,

die keine Zahen sind.

 zu Beispiel 1.9: Zwei Briiche 7* und % sind gleich, wenn mq = np, d.h. diese zwei Briiche

gehéren zu einer Aquivalenzklasse. So gehéren die Briiche % und % zu einer Aquivalenzklasse,
namlich zu [%}, da 2-6 =12 = 3- 4. Alle Aquivalenzklassen, also alle nicht mehr kiirzbaren

Briiche ergeben dann die rationalen Zahlen Q.

Definition (Abbildung)
Abbildung /Funktion von M nach N, kurz: F' : M — N ist Vorschrift, die jedem Argument /
Urbild m € M genau einen Wert / Bild F(m) € N zuordnet.

o D(F) := M heifit Definitionsbereich / Urbildmenge

o N heif}t Zielbereich
o F(M'):={neN|n=F(m)firein me M'} ist Bild von M'Cc M
o F7YN'):={m € M |n= F(m) fiir ein N’} ist Urbild von N'C N

o R(F):= F(M) heifit Wertebereich / Bildmenge

o graph(F) := {(mn,) € M x N|n = F(m)} heifit Graph von F

o F|ppist Einschrankung der Funktion von F' auf M’ C M

o Zwei Funktionen F' und G sind gleich, wenn
— D(F) =D(G)
— F(m)=G(m) Vm e D(F)

o Komposition von F': M — N und G : N — P ist Abbildung GoF : M — P mit (GoF')(m) :=
G(F(m))

e Abbildung F : M — N heifit

— injektiv , falls eineindeutig (d.h. F(my) = F(msg) = m1 = ms)

— surjektiv , falls F(M)=N,dh.Vne NIme M : F(m) =n

— bijektiv , falls injektiv und surjektiv

o Fiir bijektive Abb. F' : M — N ist Umkehrabbildung / inverse Abbildung F~': N — M
definiert durch F~(n) =m < F(m) =n

m Beispiel 1.10

betrachte f: R — R und f(x) = sin(x)

Zielmenge: R, aber Wertebereich [—1,1]!
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Satz 1.12
Sei F : M — N surjektiv. Dann existiert Abbildung G : N — M, sodass F o G = idy (d.h.

F(G(n)) =n¥n € N)

surjektiv
Beweis. Definiere Menge I, = {m € M | F(m) = n} # (. Nach Auswahlaxiom existiert Abbildung
G: N — M mit G(n) €'y; Yn € N = F(G(n)) =n; ¥n € N = Behauptung. O

Definition (Verkniipfung)
Eine Rechenoperation / Verkniipfung auf M ist Abb. « : M x M — M, d.h. m,n € M wird

Ergebnis m+xn € M

Rechenoperation

e hat neutrales Element e € M, falls mxe=exm=mVm e M

e ist kommutativ , falls mxn =n*m

o ist assoziativ , falls k« (m+n) = (k+m)*nVk,m,ne M

e hat inverses Element m’ € M zum € M, falls m*m/ =m/sm =c¢

m Beispiel 1.13
o Addition : (m,n) —: m+n Summe ,

— neutrales Element heifit Null / Nullelement

— Inverses Element: —m
o Multiplikation - : (m,n) —: m - n Produkt

— neutrales Element heifit Eins / Einselement

— Inverses Element:m !

Definition (distributiv)

Addition und Multiplikation heiflen distributiv , falls k- (m+n)=k-m+k-nVk,m,n e M
Definition (Korper)

Menge K heifit Korper , falls auf K eine Addition und Multiplikation existiert mit

e es existieren neutrale Elemente 0 € K und 1 € K_
e Addition und Multiplikation sind distributiv

o Es gibt Inverse
Definition
Menge M habe Ordnung ,,<“, sowie Addition und Multiplikation. Ordnung ist vertréglich mit
Addition und Multiplikation, wenn Va,b,c € M

e a<bsa+c<b+c

e a<bsa-c<b-cmitc>0
Definition (angeordnet)
Korper K heifit angeordnet , falls mit Addition und Multiplikation vertriagliche Totalordnung

existiert.
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Definition (Isomorphismus)

Isomorphismus beziiglich einer Struktur ist bijektive Abbildung I : M1 — M, die auf M; und M,
vorhandene Struktur erhilt, z.B.

o Ordnung: a <b <= I(a) < I(b)

o Rechenoperationen: I(a xb) = I(a) x I(b)

Mengen M; und M5 heiflen isomorph .

Anmerkung

Mit einem Isomorphismus kann man die Elemente einer Menge, z.B. ganze Zahlen, den Elementen
einer anderen Menge, z.B. den natiirlichen Zahlen, zuordnen. Konkret wiirde das dann so aussehen:
0—0,1—1 —-1—2 2—3, —2—4, ...

Insbesondere wenn es darum geht, ob die ganzen Zahlen abzéhlbar sind, also ob ich diese mit
den natiirlichen Zahlen neu durchnummerieren kann, ist ein solcher Isomorphismus (denn dieses
“neunummerieren“ ist ein Isomorphismus) notwendig. Alle Aussagen, die die Struktur betreffen,

z.B. die Kommutativitét, bleiben erhalten und miissen nicht neu bewiesen werden.

m Beispiel 1.14
M; =N, My = {gerade Zahlen} jeweils mit Addition, Multiplikation, Ordnung

= 1 : My — M mit I(n) = 2n ist ein Isomorphismus, denn alle geraden Zahlen werden einfach
nur neu durchgezéhlt

= Isomorphismus erhélt Addtion, Ordnung und die 0, aber nicht die Multiplikation, da I(a)*I(b) =
2a % 2b = 4ab aber I(a * b) = 2(a * b) = 2ab, also I(a) * I(b) # I(a*b)

2. Bemerkungen zum Fundament der Mathematik

Forderungen an eine mathematische Theorie

o widerspruchsfrei: Satz und seine Negation sind nicht gleichzeitig herleitbar

o vollstdndig: alle Aussagen innerhalb einer Theorie sind als wahr oder falsch beweisbar
2 Unvollstédndigkeitssétze

e jedes System ist nicht gleichzeitig widerspruchsfrei und vollstandig

e in einem System kann man nicht die eigenen Widerspruchsfreiheit zeigen
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Zahlenbereiche

3. Natiirliche Zahlen

Definition (Peano Axiome)

N sei Menge, die die PEANO-Axiome erfiillen, d.h.
P1) N sei indutkiv, d.h. es ex.

o Nullelement 0 € N und

o injektive (Nachfolger-) Abb. v: N — N mit v(n) # 0¥n € N
P2) (Induktionsaxiom)

Falls N C N induktiv in N (d.h. 0,v(n) € N falls n € N)
= N =N (N ist die kleinste indutkive Menge)

Nach Mengenlehre ZF existiert eine Solche Menge der natiirliche Zahlen mit iiblichen Symbolen.

Theorem 3.1
Falls N und N+ PEANO-Axiome erfiillen, dann sind sie isomorph beziiglich Nachfolger-Abbildung
und Nullelement (Anfangselement).

Satz 3.2 (Prinzip der vollstindigen Induktion)
Sei {4, | n € N} Aussagenmenge mit d. Eigenschaften

(TA) Ap ist wahr (Induktionsanfang )

(IS) Vn € N gilt: A,, (wahr) = A,

= A, ist wahr Vn € N

Beweis. Sei N := {n € N | A, ist wahr} C N, offenbar 0 € N und v(n) € N, falls n € N = N induktiv in
NEN=N O

Lemma 3.3
Es gilt:
a) v(N)U {0} =N

b) v(n) #nVn e N

Beweis. a) N:={neN|n=wv(m) fir n € N} U{0} ist induktiv in N 2N =N

b) Beweis mittels vollstdndiger Induktion
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(IA) v(0) # 0 nach P1)

V)
(IS) Zeige: (v(n) # n=v(v(n)) # v(n)vn € N indirekter Beweis:
Angenommen v(v(n)) = v(n) =" v(n) = n U (1) = b) nach Prinzip der vollst. Induktion

(vgl.Satz 3.2) O

Satz 3.4 (Rekursive Definition / Rekursion)
Sei bB Menge, b € B u. F': B x N — B Abbildung. Dann liefert die Vorschrift

f(0) =0, (1)
fn+1):=F(f(n),n) ¥YneN (2)

genau eine Abbildung fiir f: N — B (d.h. solche Abbildung ist eindeutig)

Beweis. mittels vollstandiger Induktion:

IA f(0) = b eindeutig definiert

Sat

IS angenommen f(n) eindeutig definiert 4 fn+1) 32 Behauptung gilt nach Prinzip der vollstdndigen

Induktion O

Beweis (Theorem 3.1). N und N* mégen PEANO-Axiome erfiillen mit (v,0) bzw. (v*,0"). Betrachte rekursive
eindeutige definierte Abbildung: I : N — N* (Satz 3.4 B = N*, F(n",n) = v*(n*)) 1(0) = 0*,I(v(n)) =
v*(I(n))Vn € N I enthélt Nullelement und Nachfolgerabbildung. Falls I bijektiv, dann ist I ein Isomorphismus
und Behauptung folgt.
Zeige I surjektiv: offenbar 0 € I(N), falls n* € I(N) = 3In € N:n* = I(n) = v*"(n*) = v*(I(n)) = I(v(n)) €
I(N) (Bild). Folglich ist I(N) C N* induktiv in N* 2 I(N) = N*.
Zeige I injektiv: I(n) # I(m)Vn # m (*) vollstdndige Induktion nach m (jeweils Vn # m)
/ / , P
IA) m=0:VYn# 03n € N: n =v(n ) (vgl. Lemma 3.3) = I(n) = I(v(n )) =v*(I(n)) # 0" =I(0)Vn #0
(ist gerade (*)))
IS) IV: Sei I(n) # I(m)Vn # m, dann fir n = 0, n = v(m) mit I(0) = 0" # v*(I(m)) = I(v(m)).
fiir n # 0, n "= p(n) £ v(m) "2/ I;e) mund I(n) = I(v(n')) = v*(I(n")) # v*(I(m)) = I(v(m))
= in der Behauptung I(n) # I(v(m))¥n # v(m) =(*) mittels vollsténdiger Induktion,
d.h. I ist injektiv O

3.1. Rechenoperationen

Definition (Rechenoperation auf N)
Definiere Addition + : N x N — N auf N durch n + 0 :=n,n+v(m) := v(n+m)V¥n,m € N

Definiere Multiplikation - : N x N — N auf N durch n-0=0,n-v(m) =n-m+nV¥m,n € N

10
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Satz 3.5
Addition und Multiplikation haben folgende Eigenschaften, d.h. Vk, m,n € N gilt:

Addition Multiplikation
a) I neutrales Element n+0=mn n-l=n
b) kommutativ m+n=n+m m-n=mn-m
c) assoziativ (k+m)+n=k+(m+n) (k-m)-n==Fk-(m-n)
d) distributiv k(m+n)=k-m+k-n

Add. kommutativ

Beweis. a) n+0=nklar,n-1=nv(0)=n-0+n=0+n =
b) UA
¢) assoziativ fiir Addition (vollst. Induktion nach n)
IA) n=0:k+(m+0)=k+m=(k+m)+0Vk,m € N
IV) Sei k+ (m+n) = (k+m)+nvk,m €N
IS) IV) = k+(m+v(n)) = k+v(m+n) = v(k+(m+n)) 2 v((k+m)+n) = (k+m)+v(n)Vk,m e N =

Indunktionbehauptung volInd A ddition assoziativ: Beweis fiir Multiplikation analog

d) distributiv (vollst. Ind. nach k)
IA) k=00-(m+n)=km+knVYm,neN
. Def M. V) Def M.
IS) Sei k(m+n) = km+knVm,n € N= v(k)-(m+n) =" k-(m+n)+(m+n) = k-m+k-m+m+n = =

v(k) -m+v(k) nvm,n €N volnd: Behauptung O

Folgerung 3.6
Es gilt Vk,m,n € N:

a) m#Z0=>m+n#0

by mn=0&&m=0vn=0

)
¢) m+k=n+k< m=n (Kirzungsregel (KR) Addition)
)

d) k#£0:m-k=n-k< m=n (KR Multiplikation)

Beweis. a) m#0=3neN:m=v(m)=n+m=n+uv(m) Def Add.

b)

V(n—i—m/) #0vVn e N
“«<=": folgt nach Def M.

“=": SeSt

“«<=”: Wegen Eindeutigkeit der Addition
“=": vollst. Induktion nach k

c)
TA) n =0 klar

IS) Behauptung gelte fiir k, sei nun m+ (k+1) = n+(k+1) = v(n+k) "B otk =n+k Vim=n=>
d) UA/SeSt (kann erst nach Satz 3.7 beweisen werden!) O

3.2. Ordnung auf N

Definition (Ordnung auf N)
Betr. Relation R := {(m,n) e N x N |m <n}

11



3. Natiirliche Zahlen Kapitel II: Zahlenbereiche

Satz 3.7
Es gilt auf N:

1) m<n = Jk eN:n=m+k, nenne n — m =: k Differenz
2) Relation R (bzw. ,,<“) ist Totalordnung auf N

3) Ordnung ,,<“ ist vertraglich mit Addition und Multiplikation

I K ’

Beweis. 1) Sein=m+k=m+k =k=k

2) n=n+0=n <n= reflexiv
Seik<mm<n=3,j:m=k+l,n=m+j=(k+1)+5j=k+ (+7) =k <n = transitiv

transitivk= . . KR . Fol 3.6
romsy nn=m+]:n+l+j = 0=1014+ oo

Seim < n,n <m j=0=n=m=
antisymmetrisch

= R ist eine Ordnung auf N

Zeige R Totalordnung, d.h. Ym,n € N: m < n oder n < m (Folgerung 3.6)

vollst. Induktion nach m:
TIA) m =0: wegen n =0+ n folgt 0 < nVn
IS) gelte Folgerung 3.6 fiir festes m und Vn € N, dann

m<m+1 transitiv

falls n <m = n<m+1
fallsm <n=3keN:n=m+ (k+1)=(m+1)+k=m+1<n= Folgerung 3.6 gilt fur m +1
voll. Ind.

und Vn e N "= Folgerung 3.6

3) Seimgn:>3j:n:m—i—jgn—&—k:m—&—j—i—kjm—l—kgn—i—kzundRestanalog O

12



4. Ganze und rationale Zahlen Kapitel II: Zahlenbereiche

4. Ganze und rationale Zahlen

4.1. Ganze Zahlen

Frage: Existiert eine natiirliche Zahl x mit n = n’ + x fiir ein gegebenes n und n'?
Antwort: Das geht nur falls n > n/, dann ist z = n —n'.
Ziel: Zahlbereichserweiterung, sodass die Gleichung immer 16sbar ist. Ordne jedem Paar (n,n’) € Nx N
eine neue Zahl x als Losung zu. Gewisse Paare liefern die gleiche Losung, z.B. (6,4), (5,3) und (7,5).
Diese miissen mittels Relation identifiziert werden.

Definition (Aquivalenzrelation auf Z)

Definiere Aquivalenzrelation Q := {((n1,n}), (n2,n45)) € (N x N) x (N x N))|ny +nh = n} +na}
m Beispiel 4.1

e (5,3) ~(6,4) ~(7,5) bzw. 5 -3 ~6—4~7—5

e (3,6)~(5,8) bzw.3—6~5—8

Satz 4.2

Q ist Aquivalenzrelation auf N x N.

Beweis. o offenbar (n,n') € Q und (n',n) € Q = reflexiv
o falls ((n1,n}), (n2,n%)) € Q = ((n2,n4), (n1,n})) € Q = symmetrisch

e sei ((n1,n}),(n2,n5)) € Q und ((n2,nh), (n3,n3)) € Q@ = n1 +nhH = n} +ne und N2 + nj = nh + nz =

n1 +n4 =ni +nz = ((n1,n}), (ns,ns)) € Q = transitiv O

Setze Z = {[(n,n’)] | n,n’ € N} Menge der ganzen Zahlen

Kurzschreibweise: m = [(m, m')]

Satz 4.3
Sei [(n,n')] € Z. Dann ex. eindeutige n* € N : (n*,0) € [(n,n')] falls n > n/ bzw. (0,n*) € [(n,n')]

falls n < n'.

Beweis. o n>n' = es existiert genau ein nx € N:n =n' + nx = (n*,0) ~ (n,n’)

e n < n' = es existiert genau ein nx € N:n+n*x =n' = (0,n%) ~ (n,n’) O

Frage: Was hat Z mit Z zu tun?

Antwort: Identifiziere (n,0) bzw. (n — 0) mit n € N und (0,7n) bzw. (0 — n) mit Symbol —n.

= ganze Zahlen kann man eindeutig den Elementen folgender Mengen zuordnen: Z =NU {(—n) | n €
N>o}

4.2. Rechenoperationen auf Z

Definition (Addition, Multiplikation)
Addition : m +n = [(m,n')] + [(n,n))] := [(m + n,m’ +n’)]

Multiplikation : m - = mn = [(m,m')] - [(n,n')] := [(mn + m'n’,mn’ + m'n)]

13



4. Ganze und rationale Zahlen Kapitel II: Zahlenbereiche

Satz 4.4

Addition und Multiplikation sind eindeutig definiert, d.h. unabhéngig vom Reprasentanten bzgl.
Q.

Beweis. Sei (m1,m}) ~ (m2,m5) und (n1,n) ~ (n2,ny) = m1 + msH = mj + me und n1 +nhH = nj +ne =

m1 +n1+mh +ny =mi +nf +me+n2 = (ma,my) + (n1,nh) ~ (ma2, my) + (n2,n3) O

Satz 4.5
Fiir Addition und Multiplikation auf Z gilt Vm,n € Z:

1) Es ex. neutrales Element 0 := [(0,0)] (Add.), 1 :=[(1,0)] (Mult., = [(k, k)])

2) Jeweils kommutativ, assoziativ und gemeinsam distributiv

4) (-1)-n=-n

)
)
3) —n:=[(n/,n)] € Z ist Inverses bzgl. Addition von [(n,n’)] =7
)
) m 0em=0vVn=0

5

Beweis. 1) offenbarn+0=04+n=nundn-1=1-n=n

2) SeSt

4 =[0,1)] - [(n,n)] = [(n,n)] = —n

)
3) offenbar n+ (—n) = (—n) +n =0
) —
) UA O

5

Satz 4.6
Fiir m,n € Z hat Gleichung m =7 +

8|

eindeutige Losung © = m + (—n) = [(m + n’'), (m' + n)].

4.3. Ordnung auf Z

Definition (Ordnungsrelation auf Z)
Betr. Relation R := {(m,n) € ZxZ|m < n}, wobeim = [(m,m)] < [(n,n')] gdw. (m+n' < m/4n)

Satz 4.7
R ist Totalordnung auf Z, die vertriglich ist mit Addition und Multiplikation.

Beweis. SeSt und analog O
Ordnung vertriglich mit Addition: n <0 < 0=n+(-n)<-n=-1-n

Satz 4.8
Betr. Z =Z U {(—k)|k € Nso} mit iiblicher Addition, Multiplikation und Ordnung ,>*.
Z,Z sind isomorph bzgl. Addition, Multiplikation, Ordnung.
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4. Ganze und rationale Zahlen Kapitel II: Zahlenbereiche

Beweis. betrachte Abbildung I : Z — Z mit (k) = [(k,0)] und I(—k) = [(0, k)]
= Ubungsaufgabe O

Notation: verwende stets Z, schreibe m,n, ... statt m,n, ...

4.4. Rationale Zahlen

Frage: Existiert eine ganze Zahl mit n =n' -z fiir n,n’ € Z, n’ # 07

Antwort: Im Allgemeinen nicht.

Ziel: Zahlbereichserweiterung analog zu N — Z

ordne jedem Paar (n,n') € Z x Z eine neue Zahl x zu, schreibe (n,n’) auch als 2 oder n : n’, identifiziere
Paare wie z.B. %, g, % durch Relation

Definition (Aquivalenzrelation auf @)

Betr. Relation Q := { (m @> € (Z X Z40) X (Z X Z40)| M1y = n’lng}

Y
nl 7l2

Setzte Q := {[%]

(n,n’) € Z x Z 4} Menge der rationale Zahlen .

Offenbar gilt Kiirzungsregel [%] = [k”] Vk € Z .

k-n'

4.5. Rechenoperationen auf Q

Definition
Addition : [2] + [£] = | maimn]

m’'+n’

Multiplikation : [2] - [£] = [ ;2]

n’ m’-n’/

Addition und Multiplikation sind unabhéngig vom Représentanten bzgl. ) = Operationen auf Q)

eindeutig definiert.

Satz 4.9
Mit Addition und Multiplikation ist Q@ Korper mit

e neutralem Element 0 := [%} = [%Z] 1= [%] = [%] #0n#0

n’

o Inverse Elemente — [%] = [_"] , [ﬁ]ﬂ - [%’}

Beweis. SeSt, UA O

4.6. Ordnung auf Q

Definition
Relation R := { ([2],[%]) € Q x @| mn’ <m/n’;m/,n’ > 0} gibt Ordnung ,<“.
Satz 4.10

Q ist angeordneter Korper (,<“) ist Totalordnung vertriglich mit Addition und Multiplikation).

Beweis. SeSt, UA O

n
n/

Notation: schreibe vereinfacht nur noch 5 fiir die Zahl [ ] € Q und verwende Symbole p,q, ... fir

Elemente aus Q.
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4. Ganze und rationale Zahlen Kapitel II: Zahlenbereiche

Gleichung p - © = g hat stets eine eindeutige Losung: z = ¢ -p~*.

Frage: N C Z (nach Definition) — Z C Q7

Antwort: Sei Zg ={2€Q|n€eZ},1:Z— ZQmit I(n) =12
= [ ist Isomorphismus beziiglich Addition, Multiplikation, Ordnung; in diesem Sinne: N C Z C Q.

Folgerung 4.11
Korper Q ist archimedisch angeordnet , d.h. Vg € Qdn e N: ¢ < n.

Beweis. Sei ¢ = [#] mit k&' >0

e n=0fallsk<0=q=[F] <[] =0=n

e n=k+lfallsk>0=q=[5] < [EF] <[2]=n .
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5. Reelle Zahlen

Kapitel II: Zahlenbereiche

5. Reelle Zahlen

Struktur von archimedisch angeordneten Korpern
Satz 5.2
Sei K Korper. Dann gilt Va,b € K:

1) 0,1,(—a),b=1(b # 0) sind eindeutig bestimmt

[\

(-0)=0,1"" =1
—(=a) =a,(b™") 7" =b(b #0)

) 0
)
3)
) —(a+b) = (—a) + (=b), (ab)~* = a~ b~ (a,b # 0)
)
)
)

(I

(S

—a=(-1)a,(—a)(=b) =ab, a-0=0

ab=0&a=0VvVb=0

=2

7) a+x = b hat elndeutlge Losung @ = b+ (—a) =: b— a Differenz axz = b(a # 0) hat eindeutige

Losung z = a~ b =: E Quotient
Definition
o Vielfache : na:=3,_,a
Damit:
— (—n)a :=n(—a),0na := ag fir n € N>q
— ma+na = (m+n)a,na+ nb=n(a+b)
2

— (ma) - (na) = (mn)a?, (—n)a = —(na)

o Potenz : a" vona€ K,ne Z:=[[}_,a

Damit

— "= (a—l)n’aok =1k firn €N>q1,a#0

o Fakkultit fir n € N :n!:= szl k0l =1

o Binomialkoeffizient (Z): (" € NVkneNO<k<n

= (i) = () + G2

— Rechenregel fihrt auf PASCAL’sches Dreieck

Satz 5.3 (Binomischer Satz)
In Kérper K gilt: (a+b)" =Y _o (1)a™" %, ,be K,n €N

Beweis. UA

_ aman — am-ﬁ-n’ (am)n — amn7anbn — (ab)n7a—n — (an)—l
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5. Reelle Zahlen Kapitel II: Zahlenbereiche

Satz 5.4
Sei K angeordneter Korper. Dann gilt Va,b,c,d € K:

a) a<be0<b—oa

b) a<bec<dsatc<b+d
0<a<b0<c<dsa-c<b-d

¢c) a<b< —b< —a (insbes. a > 0< —a < 0)
a<bec<0&a-c>b-c

d) a#0< a? >0 (insbes. 1 ; 0)

e) a>0&a1>0

fo<a<bebl<al

Beweis. Betrachte Ordnung vetraglich mit Addition und Multiplikation.

a) a<bea+(—a)<b(-a)=0<b—-a

transitiv

b) a<bec<d=a+c<b+d = a+c<b+dMulti. analog
c)a<bsosa—a—-b<b—a-b& -b< —a

a<b,—c>0 O Ve Ml (-1) <b-(-1) = (-1)ac < =1(bc) = —(ac) < —(bc) 2 ae> be
d) Seia>02a2>0 Seia>0=(—a)>020< (—a)2 %%
e) “=" (a™")? > 0 nach d) vertr. it Multi (@2 =a"1'>0

“&”: Analog zu “=" ersetze a~" durch a

6) ab > 0 nach b) Ho< (ab)

_1Satz52 _q1,_ _ 1, 1, _
1 52tz a bt wegena<b=>bl=a"0ta<a b b=0a""! O

Definition

Absolutbetrag | - | : K — K (auf angeordneten Korper K)

a fira>0
=" "
—a fira<0
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5. Reelle Zahlen Kapitel II: Zahlenbereiche

Satz 5.5
Sei K angeordneter Korper. Dann gilt Va,b € K:

1) |a] > 0,]al > a

2) la|=0gdw.a=0
3) lal =| - ol

2) lal - ol = |a b

5) |2] = e £ 0

6) Dreiecksungleichung

la + 6] <lal +[b] (& = b] = |a + (=b)| < |al + |b])
7) laf = o] < |a+ 0]

8) BERNOULLI-Ungleichung

I+a)">14n-aVa>—1,n € N(a# —1 bei n =0)
(Gleichheit gdw. n = 0,1 oder a = 0)

Definition
Betr. f:Q — K mit f(2) := 21X = (mly)(nlg) " Vm € Z,k € Z 4

n-lK

Beweis. 1) klar
2) klar

3) Fallunterscheidung SeSt

Fallunterscheidung SeSt

\b\

R Y T P T NI Y

o]
6) nach 1) a < lal,b < |b] SR b < |a| 4 |b] analog —a — b < |a + |b| = Behauptung

>
= T =

7) la] =|a+b— b § la + b] + 16| = |a| — |b] < |a + b| analog |b| — |a| < |a + b] = Behauptung
8) fur n =0,1, a = 0 klar
Zeige: (1 +a)™ > 1+ na¥n < 2,a # 0 durch voll. Induktion UA |

Betrachte: f: @ — K mit f (2) := 2 = (mly)(nlx) "' Vm € Z,k € Z\ {0} =: Z 4

TL~1K

Satz 5.6
Sei K angeordneter Korper
= f:Q — K ist injektiv und f erhéalt die Korperstruktur und Ordnung, d.h. Vp,q € Q:

a) flp+q) = f(p)+ f(q), f(0) = 0k, f(—p) = —f(p)
b) f(p-q) = f(p)- f(@), f(Q) =1k, f(p~") = f(p) " (p #0)

c) p<aq<& f(p) <k f(q)

. Satz 5.5 voll Ind. Satz 5.5
Beweis. a) 0Ok < 1 0 < nlgVn € N ﬁ (—n)lx = —(nlk) < Ok = nlg # OxVn €
lelfache

Z+o = f auf Q definiert
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5. Reelle Zahlen Kapitel II: Zahlenbereiche

) = IUC = LG (ml)(n 1) = (nlie)(m 1)

b) Sei f(2) = f(

= (mn )1k (nm/)lx = (mn/ — m/n)lx =0xk 2 n' =m'n =z 0= " =q = = [ injektiv

m n mnl m/n mn/ m/n b) m n finj m n
Q) F(2 4 ) = f(mntmn) _ moen'n e B mbc | nli T30 pomy gy

m n m/n’ m/n’ 1k m 1 n 1k

Multi., spezielle Elemente SeSt, Ordnung UA O

Folgerung 5.7

Es gilt im angeordneten Korper:
1) Qk = f(Q) ist mit Addition, Multiplikation und Ordnung von K selbst angeordneter Korper
2) Qg ist isomorph zu Q bzgl. Korperstruktur und Ordnung.
Beweis. 1) @Qx C K und Addition und Multi. fithren nicht aus Qg (vgl. Satz 5.6) = Qx selbst Korper mit

Ordnung von K = Behauptung

2) nach Satz 5.6 is f entsprechender Isomorphismus O

Anmerkung

Qx C K und Q sind strukturell gleich = koénnen identifiziert werden.

Analog Ng C Zk C K, identifiziere: ng := n - 1x mit n € N bzw. n € Z — Schreibe kurz (im
angeordneten Kérper K) NCZCQcC K

— Vielfachheit ma = (1ga+---+ Iga) = (lxk + -+ 1g)a = (mlg) -a=mg - a

angeordneter Korper K heifit archimedisch falls:

YVoe KdneNCK a<n

Definition

Angeordneter Korper heifit archimedisch , falls Va € KIn e NC K : a < n.

Satz 5.8

Sei K archimedisch angeordneter Korper. Dann

1) Va,b € K mit a,b>03neN:n-a>b

2) Yae K3[a] € Z: [a] < a<[a] +1, [a]heiBt ganzer Anteil von a

4

)
)
3) Ve € K mit e > 03n € N : = < e (beachte: 0 < 1)
) Va,b€ K mita>13IneN:a” >b

)

5) Va,e >0dp,q e Q:p<agund q—p<e

(d.h. a € K kann auch rationale Zahlen beliebig genau approximiert werden, @ ,dicht“ in
K)

6) Va,be K,a<bdgeQ:a<q<h.

Beweis. )a>0=>2eK=3neN:n>2 = Behauptung
2) esist N:={nezZ|0<n}#0:
N hat kleinstes Element 72 € N (d.h. 7 < n¥n € N) vgl. UA

Setze [a] :=n —1 2n [a] =7 —1<a<n=][a] +1 falls alpha ganzer Anteil mit a < [a] = [a] < a <
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5. Reelle Zahlen Kapitel II: Zahlenbereiche

a+1;>0<[a}fa<a:>\%[a] eindeutig
N
€

3) Wihle n > 1 = Behauptung
Bernoulli-Ungl.

1
4) 3n€Nb<)n(a—1)<1+n(a—1) < 1+ (a—-1)"=a"
,b

5) Verwende 4) mit @ := :

-1
T e

1
6) nach 3) In € N»o mit % <epi= [na] .

n 4 = den
Definition (Intervall)
Intervall fiir angeordneten Kérper K: Sei a,b € K:

¢ beschranktes Intervall

— [a,b] :={z € K|a < x < b} abgeschlossen
— (a,b) :={a < z < b} offen
— [a,b) :={a <z < b},(a,b] := {a < < b} halboffen

e unbeschrianktes Intervall

— la,x]:={z € K|a<ux}
— (a,00):={z €K |a>uz}
— (—o0,b] i ={x e K|z <a}

— (—00,b) i ={r e K|z <b}
Definition (Folge)
Eine Folge in Menge M ist eine Abbildung o : N — M (evtl. o : N>, — M), a,, := a(n) heilen
Folgenglieder , und Folgenindex .

Notation: {an }nen, {an}i2, bzw. ag, o, ...
kurz: {ap }n, {an}

Hinweis: {z},, ist konstante Folge , d.h. oo, = aVn

Aussage gilt fiir fast alle (fa.) n € N, wenn hochstens fiir endlich viele n falsch.
Definition (Intervallschachtelung)
Folge {zp}nen =: X von abgeschlossenen Intervallen X,, = [z,,2)] C K (z,,7,, € K) heifit

Intervallschachtelung (im angeordneten Korper K), falls

a) Xp #0und X411 C X, VneN

b) Ve > 0 in K existiert n € N: I(X,,) := 2}, — , < &, mit [ Intervalllinge

Lemma 5.9
Sei X = {X,, }nen Intervallschachtelung im angeordneten Korper K
= [,eny Xn enthélt hochstens ein Element.

Definition

Archimedisch angeordneter Korper heifit vollsténdig , falls (), oy Xy # 0 fiir jede Intervallschach-
telung X = {z,,} in K.
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5. Reelle Zahlen Kapitel II: Zahlenbereiche

Definition
Q = {({zn}, {yn}) € Ig x Ig} ist Relation auf Ig, Ig := Menge aller Intervallschachtelungen
X ={z,} €qQ.

Satz 5.10

Q ist Aquivalenzrelation auf Ig.
Definition
setze R := {[X] | X € Io} Menge der reellen Zahlen .

o Npen Xn # 0 — [X] ist ,neue” sog. irrationale Zahl

5.1. Rechenoperationen

Definition

Fiir Intervalle X = [z,2/],Y = [y, 4] in Q defineren wir Intervall in Q:
e X+Y ={(+nlfeXneY}=[z+y 2 +v]
o X YVi={{n|f€X,neY}=[2§,3'y], wobei 7,3’ € {z,2'}, 5, € {y,y'}
o« —X:i=[-z 2], X =L 1 falls0eX
Fiir relle Zahl [X] = [{,}], V] = [{yn}] sei
o [X]1+Y:={en+yn}]
o [X]-[V]i=Hanynll
o —[X]:=[{-zn}]
(X7 = [{2;1}] falls [X] # O

Satz 5.11
1) Addition, Multiplikation und Inverse sind in R eindeutig definiert

2) R ist damit und neutralen Elementen ein Korper.

5.2. Ordnung auf R

Definition

Betr. Relation ,,<“: R:= {([{zn}], [{yn}]) € R x R|z), <y, Vn € N}

Satz 5.12

R ist mit ,,<“ angeordneter Korper.

Satz 5.13

R ist archimedisch angeordneter Korper.
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Theorem 5.14

R ist vollstandiger, archimedisch angeordneter Korper.

Theorem 5.15
Sei K vollstandiger, archimedisch angeordneter Korper

= K ist isomorph zu R bzgl. Kérperstruktur und Ordnung.

Definition

Sei M C K, K angeordneter Korper.

o s € K ist obere / untere Schranke von M, falls ¢ < s(z > s)Vex € M

M ist nach oben / unten beschrénkt, falls obere ( untere ) Schranke existiert.

e M beschriankt , falls M nach oben und unten beschrankt.

o kleinste obere (grofite untere) Schranke § von M ist Supremum (Infimum ) von M, d.h.
supM := § < s(infM = s > §) obere (untere) Schranken s € M.

o Falls sup M € M(inf M € M) nennt man dies auch Maximum (Minimum ) von M.

kurz: maxM = sup M (minM = inf M)

o falls M nach oben (unten) unbeschriinkt , d.h. nicht beschrinkt, schreibt man auch sup M =
oo(inf M = —o0)

Man hat

sup M = min{s | s obere Schranke von M}

inf M = max{s | s untere Schranke von M}
Satz 5.17
Sei K angeordneter Korper, M C K. Falls sup M (inf M) existiert, dann
1) sup M (inf M) eindeutig

2) Ve>0JyeM:supM <y—+e (inf M >y—e)

Theorem 5.18

Sei K archimedisch angeordneter Korper. Dann

K vollstandig < sup M/ inf M ex. VM € K, M # () nach oben /unten beschrinkt

5.3. Anwendung: Wurzeln, Potenzen, Logarithmen in R

Satz 5.19 (Wurzeln)
Sei a € Ryg,k €Nsg = 3z €Rsg:2* =a, Ya:= at = z heift k-te Wurzel von a.
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5. Reelle Zahlen Kapitel II: Zahlenbereiche

Definition (Potenz)

n-te Potenz von a € R-g,r € R:

Zunichst r = 2 € Q (0BdA) n € N5g): a™ = (a™)% Allgemein fiir a > 0,a >: a” := sup{a? |
0 < g <r,q € Q} offenbar eindeutig definiert und allgemeine Definition konsistent mit Definition

m

fir 2 € Q. Damit: Exponentialfunktion

Satz 5.20
Seien a,b € Ry, r, s € R. Dann

1) a’b" = (ab)r’ (ar)s — CLTS,CLTG,S — a'r‘Jrs
2)f.r>0:a<bsad <"

3) fira>1:r<s<a <a’

Definition (Logarithmus)

Sei a,b € Ry, a # 1: Logarithmus von b zur Basis a ist

sup{r e R |a" <b} a>1
log, b :=
sup{re R |a" >b} O0<a<1

Satz 5.21
Se a,b,c € Ryp,a # 1. Dann

1) logab ist eindeutige Losung von a® = b, d.h. a'9% =p

2) log,a=1,log,1 =0

4) log,(bc) = log, b + log, ¢, log, % = log, b —log, c

)
)
3) log, bY = ylog, b¥Vy € R
)
)

log, b= llggaaVoz €ER-g,a#1

5

5.4. Maichtigkeit von Mengen

Definition
M endlich , falls M endlich viele Elemente hat, sonst unendlich .

Unendliches M ist abzédhlbar , falls bijektive Abbildung f : N — M existiert, sonst ist M
iiberabzihlbar .
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5. Reelle Zahlen Kapitel II: Zahlenbereiche

Satz 5.22
Es gilt:

1) Z,Q abzdhlbar

2) M abzédhlbar, n € Ny = M"™ abzihlbar (= Z", Q" abzahlbar)
3) Ein offenes Intervall I € R # () ist iberabzéhlbar
)

4) P(N) ist iberabzédhlbar.
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6. Komplexe Zahlen (kurzer Uberblick) Kapitel II: Zahlenbereiche

6. Komplexe Zahlen (kurzer Uberblick)

Frage: Hat 22 = —1 eine Losung in R?
Antwort: keine Losung = Korpererweiterung R — C
Definition (komplexe Zahlen)
betrachte Menge der komplexen Zahlen: C := R x R = R? mit Addition und Multiplikation:

« (@) +(y,y) = (@+y, 2 +y)
« (@,2) (yy)=(ey—ay,ay +a'y)
C ist ein Korper mit (vgl. lin Algebra):
O = (0,00, 1e = (1,0). ~(2.y) = (. 9) and (2.)" = ( o 772 )
mit imagindrer Einheit ¢ = (0,1)
z = x + 1y statt z = (z,y) mit x := Re(z) Realteil von z, y := Im(z) Imaginérteil von z
komplexe Zahl z = x + vy wird mit reeller Zahl x € R identifiziert
offenbar (> = (—1,0) = —1, dh. z = ¢ € C und 16st die Gleichung 2> = —1 (nicht eindeutig, auch

(02 = -1)
Betrag |- | : C — Ry mit |z] := /22 + y? (ist Betrag/Léinge des Vektors (z,y))

Satz 6.1
Es gilt:
a) R ()_z+Z Im():z;?
b) 21+ 22 =21 + 22, 21 - 22 = 21 - 22
¢) |2l =0 <= z2=0
4) 5] = J2
e) |21 22| = |21 - |22]
)

f) |21 + 22| < |z1| + |22| (Dreiecks-Ungleichung: Mikoswski-Ungleichung)

Beweis. SeSt [ ]
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Kapitel I1I

Metrische Rdume und Konvergenz

8. Grundlegende Ungleichungen

Satz 8.1 (geoemtrisches / arithemtisches Mittel)

Seien x1,...,T, € Ryg.

1+ ...+ x,
n

= Yr1-To:... Ty <

geometrisches Mittel

arithmetisches Mittel

Beweis. Zeige zunéichst mit vollstindiger Induktion

n n
HIi:ljzri2n7mit$1:"':$n (1)
i=1 i=1

e (IA) n=1Klar
o (IS) (1) gelte fiir n, zeige (1) fir n + 1 d.h. H?:ll = 1, falls alle z; = 1 = Behauptung. Sonst oBdA

$7z<1,-’17n+1 >1:

mit yn 1= TnTpyr gilt 1 - -+ - Tn—1-Yn =1

> 21+ F Tpg1 =21+ + Tn—1+Yn — Yn + Tn + Tni1
— ——
> (IV)
>t (s — 1) (1 22)
e — N —
>n >n

= (1) vneN

1
allgemein sei nun g := (H" :r) " =11, “=1

=1 "

= Z L > n = Behauptung
i=1

Aussage iiber Gleichheit nach nochmaliger Durchsicht.

Satz 8.2 (allgemeine Bernoulli-Ungleichung)

Seien o, x € R. Dann
1) I+x)*>14+0zVe>-1,a>1

2) l+z)*<l4azxVr>-10<a<l
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8. Grundlegende Ungleichungen Kapitel III: Metrische Rdume und Konvergenz

Bewets. 2) Seia="¢€Qc,dh.m<n
- (1 —|—;C)% Defi;ition n (1 +J,')m n-m
m(l+z)+(n—m)-1

n

IA

—ntme 1+ mx, fir « € Q = Behauptung
n n

Sei a € R angenommen (1 4 2)® > 14 az (z # 0 sonst klar!)

” x>0 a<q<%
Sat:>5.83€Q<1{ T

r<0 a<gqg

q Satz 5.20

=>1l4+gx<(1+2)*<(1+42)?""="" "= Behauptung

1) Sei 14 ax > 0, sonst klar

Q=

=>ax2—li;(1+om)
21+la1::1—|—z
a

= Behauptung und Gleichheit ist Selbststudium.

Satz 8.3 (Young’sche Ungleichung)
Seien p,q € R, p,q > 1 mit %Jr % =1
=a-b< % +5Veb>0

Spezialfall: p=qg=2:ab < “2241’2 Va,b € R

Beweis.

Sei a,b > 0 (sonst klar!)

b, 2 b »
= () =0+(,;-1)°
Bernoulli 1, b9

< PG

_1 p b?
:ap(l ;)b:ab§a7+7
p q

Satz 8.4 (Holder’sche Ungleichung)
Seip,g €R,p,q > 1 mit 2 41 =1

1

n n % n q
:»zmms(zxm) (zym) Va,y € R
=1 =1 =1
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8. Grundlegende Ungleichungen Kapitel III: Metrische Rdume und Konvergenz

Beweis. Faktoren rechts seien X und Y d.h.

AP = Z\xﬁ,yf' = Zlyz\%, falls X =0
i=1 i=1

= x; = 0 Vi = Behauptung, analog fiir ) =0
Seien X,Y > 0

Young |Ziyi] e P 1|y,
upe [Tibil 2 2y
Xy Spar gy

1 © 1ar  1yP
:>X—y2|xiyi|§];ﬁ+6ﬁ—l:> Behauptung O

» Bemerkung 8.5
o Ungleichung gilt auch fir z;,y; € C (nur Betrige gehen ein)

o fiir p = ¢ = 2 heifit Ungleichung CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung (Gleichheit gdw. 3z €

Rz; = ay; oder y; = ax; Vi)

Satz 8.6 (Minkowski-Ungleichung)
Seipe R,p>1

= (3 [ms + wil?)

i=1

S|
S =
10

< (;mw) + ( ; lyil?)? Vz,y € R

Satz 5.5
Beweis. p =1 Beh. folgt aus A-Ungleichung |z; +v;| < |zi| + |v:| Vi
p > 1 sei %ﬁ—%:l:}q:i 2 = |«'L‘i+yi‘p71V’L‘

p—17
n
SP9 — Z |2
i=1
n
= Z lz: 4+ yi| - 2]
=1
. n i
AUnEEE N Yyl
i=1 i=1

Holder n 1
< (XY (D lal)E
=1

P
= (X +Y)Sq
= S <X+ Y= Behauptung |

» Bemerkung 8.7
o Ungleichung gilt auch fir z;,y; € C

¢ ist A-Ungleichung fiir p-Normen
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9. Metrische Rdume Kapitel III: Metrische Rdume und Konvergenz

9. Metrische Riaume

Definition (Metrik)
Sei X Menge, Abbildung d : X x X — R heifit Metrik auf X, falls Va,y, z € X:

a) dz,y) =0 r=y
b) d(z,y) = d(y,z) Symmetrie

¢) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) Dreiecksungleichung

(X, d) heifit metrischer Raum .

m Beispiel 9.2
Diskrete Metrik auf bel. Menge X ist

1 z#y

ist offenbar Metrik.

m Beispiel 9.3
Sei (X, d) metrischer Raum, Y € X
= (Y,d) ist metrischer Raum mit induzierte Metrik d(z,y) := d(z,y) Yz, y € X.

Definition (Norm)
Sei X Vektorraum iiber K = R bzw. K = C.

Abbildung ||.||: X — R heifit Norm auf X, falls Vz,y € X
a) ||z|| =0 gdw. z =0
b) [|A-z| = |A| - ||lz|| YA € K (Homogenitét )

¢) llz 4yl < |lz|l + ||y|| Dreiecksungleichung

(X, ]]-]) heifit normierter Raum

Definition (Halbnorm)
Il : X = R> heifit Halbnorm , falls nur b) und c¢) gelten.

Folgerung 9.4
« |zl =0

o [zl =1yl < llz =yl

Satz 9.5
Sei (X, ||.]]) normierter Raum.
= X ist metrischer Raum mit Metrik d(z,y) := ||z — y||Vz,y € X.

m Beispiel 9.6

Man hat u.a. folgende Normen auf R™:

D=

p-Norm [z],, := (32, [#:[")” (1 <p <o0)

30



9. Metrische Rdume Kapitel III: Metrische Rdume und Konvergenz

Maximum-Norm |z|« := max{|z;| | i=1,...,n}

Standardnorm im R™ : |- | := |- |p=2 heifit euklidische Norm

Definition (Skalarprodukt)
(z,y) == > i, ;y; heiBt Skalarprodukt (inneres Produkt ) von z,y € R™.

Offenbar ist (z,2) = |z|? Vo € R™ (ausschlieflich fiir Euklidische Norm)
Man hat |{(z,y)| < |z| - |y|Va,y € R™ (CAUCHY-SCHWARZ’sche Ungleichung )

m Beispiel 9.7

X = C" ist Vektorraum iiber C, = (z1,...,2,) € C", z; € C.
Analog zu 2.6 sind | - |, und | - |oc Normen auf C"
(z,y) == Y1 Ty; Y,y € C heiBt Skalarprodukt von z,y € C".

x,y € R™"(C") heilen orthogonal , falls (z,y) = 0.

m Beispiel 9.8

Sei M beliebige Menge, f : M — R.

o ||fll :==sup{|f(z)| | x € M} Supremumsnorm

o B(M):={f:M —=R| ||f|l < oo} Menge der beschriinkten Funktionen

m Beispiel 9.9

lz]| := |z1] ist Halbnorm auf X = R™, da ||(0,1)|| = 0, aber (0,1) # 0

Definition

Normen ||.||1,]|-]]2 auf X heiflen dquivalent , falls 3o, 8 > 0 : of|z|]1 < ||z]l2 < B||z]1 Ve € X

m Beispiel 9.10

|Z]oo < |z|p < N |2]oo, d.h. |+ |oo und |- |, sind dquivalent fiir alle p > 1

1
Beweis. [z]oe = (max{foa, . 1) < (L5, 2,17) " =laly < (0 max{lan . ..}")F = ¥t fole 0

Folgerung 9.11
|- |p, | - |q sind &quivalent auf R™ Vp, ¢ > 1.
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9. Metrische Rdume Kapitel III: Metrische Rdume und Konvergenz

Definition

o By(a):={z € X |d(a,z) < r} heifit (offene) Kugel um a mit Radius r > 0
e B.la] := B.(a) := {z € X | d(a,z) < r} heiBit (abgeschlossene) Kugel um a mit Radius 7 > 0

Hinweis: muss keine ,jiibliche* Kugel sein, zum Beispiel {x € R™ | d(0,2) = ||z]lc < 1} hat die

Form eines ,iiblichen“ Quadrats.

o Menge M C X heift offen , falls Ve € M 3e > 0: B.(z) C M

o Menge M C X ist abgeschlossen , falls X \ M offen

e« U C X Umgebung von M, falls 3V C X offen mit M C V. C U

o x € M innerer Punkt , von M, falls 3¢ > 0: B.(z) C M

o z € X\ M dulerer Punkt von M, falls 3¢ > 0: B.(x) C X \ M

e = € X heifit Randpunkt , von M, wenn x weder innerer noch duflerer Punkt
o intM := Menge aller inneren Punkte von M, heifit Inneres von M

e extM := Menge aller duBeren Punkte von M, heifit AuBeres von M.

e OM := Menge der Randpunkte von M, heifit Rand von M

e cli= M = int M UM heifit Abschluss von M
o M C X heifit beschrinkt , falls 3a € X,r > 0: M C B,(a)

o 2 € X heiit Haufungspunkt (HP) von M, falls Ve > 0 enthélt B, (z) unendlich viele Elemente
aus M

e x € M heift isolierter Punkt von M, falls  kein Haufungspunkt

m Beispiel 9.12
1. X =R mit d(z,y) = | — y|

e (a,b) offen, [a, b] abgeschlossen

o [a,b) halboffen, aber beschrinkt

o int(a,b) = intla, b] = (a,b)

o ext(a,b) = ext[a,b] = (—o0,a) U (b, o0)

o 9(a,b) = 9[a,b] = {a,b}

o cl(a,b) = clla,b] = [a,b]

o Q weder offen noch abgeschlossen in R, int Q@ = ), 00 = R

o R\{0} offen, N in R abgeschlossen und nicht beschrénkt

« [0, 3] ist Umgebung von [1,2], B.(a) ist Umgebung von a

o aist HP von (a,b) und [a, b], wenn a < b, aber nicht von [a, a]

e alle a € R sind HP von Q
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9. Metrische Rdume Kapitel III: Metrische Rdume und Konvergenz

2. fir X = R mit diskreter Metrik: z € M = By 5(z) = {z}
= alle M C R sind offen und abgeschlossen

Lemma 9.13

Sei (X, d) metrischer Raum. Dann
1) B(a) offene Menge Vr > 0,a € X

2) M C X beschrankt = Va € X 3r >0: M C B,(a)

Beweis. 1) Sei b € Br(a),e: =1 —a—d(a,b) > 0, dann gilt fir beliebige x € B.(b)

A-Ungl.

d(a,z) < d(a,b)+d(b,x)
< d(a,b) +r —d(a,b)
=r = B.(b) C B:(a) = Behauptung

2) Sei M C B,(b),a € X beliebig, r := p+d(a,b),m € M

= d(m,a) < d(m,b) + d(b,a)
<p+d,a)=r=m¢e B.(a)

Satz 9.14
Sei (X, d) metrischer Raum, 7 := {U C X | U offen}. Dann
1) X,0 € 7 offen
2) N, U;CrfallsU; eTfiri=1,...,n
)

3) UperUerfallst e7

Bewezs. 1) X offen, da stets B.(z) C X, Definition “offen” wahr fiir §

2) Sei X € (\I_, Ui = 3e; > 0: B, (z) C UiVi,e = minfey,...en}
= Be(z) € ﬂ;o U; = Behauptung

3) Seiz e UUET, U=s30er:zeU V"3 >0. B.(z) C Ue UUET, U = Behauptung.

Hinweis: Durchschnitt beliebig vieler offener Mengen im Allgemeinen nicht offen

m Beispiel 9.15
M= 1+ 3) =10.1]

Folgerung 9.16

1) X,0 € o abgeschlossen

)
2) U?:lviCafallsViEUifiirizl,...,n
)

3) Nyen Veofallso Co

Sei (X, d) metrischer Raum, o := {V C X | V abgeschlossen}. Dann
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9. Metrische Rdume Kapitel III: Metrische Rdume und Konvergenz

Definition (Topologie)
Sei X Menge, und 7 Menge von Teilmengen von X, d.h. 7 C P(X).
7 ist Topologie und (X, 7) topologischer Raum , falls 1),2),3) aus 2.14 gelten.

Mengen U C 7 heiflen dann (per Definition) offene Mengen, folglich in metrischen Rédumen defi-
nierte offene Mengen sind ein Spezialfall einer Topologie.

beachte: 7 = {0, X'} ist stets Topologie fiir beliebige Menge X

Satz 9.17

Seien ||.[]1, ||-]|2 d&quivalente Normen in X und U C X. Dann
U offen beziiglich ||.|[; < U offen bzgl. |||
Beweis. Ubungsaufgabe O

Satz 9.18
Sei (X, d) metrischer Raum und M C X: Dann

1) int M, ext M offen

)
2) OM,cl M abgeschlossen
3)

M = int M, falls M offen, M = cl M falls M abgeschlossen

Beweis. 1) Seien x € int M, d.h. innere Punkte von M = Je > 0: B.(z) C M, da B.(z) offene Menge, ist
jedes y € B:(x) eine Teilemenge von int M = B.(z) C M = Behauptung (ext M analog)

2) 90X \ (int M Uext M) ist abgeschlossen, cl M = X \ ext M abgeschlossen

3) M offen: es ist stets [ M und da M offen M C int M = Behauptung = X \ M = int(X \ M) = ext M =
X \ cl M = Behauptung. (M abgeschlossen analog) O
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10. Konvergenz Kapitel III: Metrische Rdume und Konvergenz

10. Konvergenz

Definition (konvergent)
Sei (X, d) metrischer Raum. Folge {x,, }nen in X, (d.h. 2, € X ¥n) heifit konvergent , falls z € X
existiert mit

Ve > 03ng =no(e) e N d(zy,z) <e Vn>mng

x heifit dann Grenzwert (auch Limes) der Folge.

. . . n—oo
Notation: = lim , z,, —» = fir n - o0, z,, — «
n—oo

Folge heifit divergent , falls nicht konvergent.
Folgerung 10.1
Fir Folge {z,} gilt:

T = le xn < Jede Kugel B:(x) enthilt fast alle x,,

m Beispiel 10.2
o konstante Folge: Sei {z}n = {z}n €N, d.h. z =z,

¢ X =R: Folge {%} konvergent, Grenzwert 0

e X=R: lim {Yz=1

n—roo

o X =R: {-1}" ist divergent

Satz 10.3 (Eindeutigkeit des Grenzwertes)
Sei (X, d) metr. Raum, {z,} Folge in X. Dann

x,x’ Grenzwert von {z,} = z =21

Beweis. Seie:= 1, d(z,2') >0=3Im eN:d(xm,z) <e, dlam,z') <e
3e =d(z,2") < d(xm,x) +d(Tm,2') <26 =" =d(z,2')=0 O

Satz 10.4
Sei (X, d) metrischer Raum, {z,} konvergente Folge in X
= {x,} ist beschrankt.

Beweis. Sei lim z, = z = fir ¢ = 13no : d(zn,z) < 1 mit r = max{d(z,z,)} + 1 folgt: =z, € B,(z) =
n—oo

beschrankt O

m Beispiel 10.5
X = R mit diskreter Metrik: betrachte {x,,}
angenommen lim z, = x = fir e = %Hno &y, € Bos(x) = {z}
n—oo

= fast alle z,, sind gleich = bei Konvergenz = {%} ist divergent = Konvergenz ist abhédngig von
Metrik
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m Beispiel 10.6
X = C mit |- |. betrachte {2"} fiir z € C

|z| < 1: Ve >03ng:|2" —ngl <e= lim 2" =0

n—oo

|z| > 1: ¥r > 03ng : |2 — 0] = |2|™ > r = es gibt also kein r > 0 = {2"} ist nicht
beschrinkt = divergent

e z =1 offenbar lim 1" =1
n—oo

|z =1, aber z # 1: angenommen lim ;" =Z=ce=1z—1|= |z — % <e=>2=[z—1|=
n—oo

[z0] |z =1 =]z +1—Z+Z—2"| < |2 +1—Z|+|Z — 2| < 2¢e = = {2"} divergent
m Beispiel 10.7
lim {/n =1, denn:
n—oo

Tp = n—1>0

n:(1+xn)">1+(g> 22

= 2
2zz

2
xn:{‘/ﬁ—l<\/7<€
n

m Beispiel 10.8
lim 82" — 0 fiir @ > 1, denn
n—oo "

n log, n
I<{yn<a® =0< 2222 <¢
Definition (Teilfolge, Hiufungswert)

Sei {x,} beliebige Folge in X, {nj}ren Folge in N mit ngq1 > ni Vk € N. Dann heiit {z,, }ren
Teilfolge (TF) von {x, bnen-

~v € X heifit Hiufungswert (Hw) (auch Haufungspunkt) der Folge {x,,}, falls Ve > 0 enthélt B.(y)
unendlich viele x,,.
beachte: HP der Folge muss nicht HP der Menge {z,} sein, z.B. konstante Folge

Satz 10.9
Sei {z,} Folge im metrischen Raum (X, d). Dann
1) z, > 2 = zp, "3 o fiir jede TF {z,, }x
n—,oo

2) v ist Hw der Folge {z,} < 3TF {x,, } : z,, — 7

3) Teilfolgenprinzip : Jede TF {zy } von {z,} hat TF {zy/} mit z,» - = = z, =«

Beweis. 1. folgt aus Definition

2. (=):3Ing:xn, € By (@), nrt1 > nk = {xn, } ist TF mit z,,, — =
(<) : Tn;, = ¢ = Be(x) fast alle z = Behauptung

3. Ubungsaufgabe O
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m Beispiel 10.10
{(=1)"} hat TF {(=1)?} und {(—=1)?**1} mit Grenzwert +1 und -1 = {(—1)"} ist divergent, da
es 2 HW gibt.

Satz 10.11
Sei (X, d) metrischer Raum, M C X Teilmenge. Dann

M abgeschlossen < fiir jede konv. Folge {x,} in M gilt: lim =, € M
n— oo

Beweis. (=) :sei {zn} € M mit 2, > 2 ¢ M = Je: B. C X\M = z, /» =’ = Behauptung
(<) : sei X\ M nicht offen, also abgeschlossen = 3z € X\M : B:(z) "M # 0 = 3z, € Bi(x) "M = z, —
x € M = X\M offen O

10.1. Konvergenz im normierten Raum X
Tp =z in (X, |.]]) und A, = Xin (R,]-|)

Satz 10.12
Sei X normierter Raum, {z,}, {y,} in X, {\,} in K mit limz,, = z,limy,, = y. Dann

1) {x,, £ yn} konvergiert und lim z, +y, = lim z, £ lim y,

2) {Anz,} konvergiert und lim A\,z, = lim A, - lim z,
n—oo n—o0 n—o00

. 1 1 .. 1 B S 7
3) A£0 = nlggo)‘n 3 (in K) fir {5-}n>n (A #0Vn > 7)
Beweis. 1. Ubungsaufgabe

2. {zn} beschrankt = 3r > |A| > 0: |[ra,|| < r
e>0=3no: | — A < 5, [lzn — 2| < 5=
= | Ae,, = Al S [ AnZn = Azn ||+ || Ao AZ|| = [An =X ||Zn ]|+ A ||2n — 2] < 5-'T+7- 5 =€ = Behauptung

3. offenbar: i : An # 0 fir e > 03n : [A=An| < m~n-{(‘i2') , ('TA‘Z)} = L < A=A € An =
Behauptung O

Folgerung 10.13
Seien {\,}, {it} Folgen in K mit A\, — X\, g, — . Dann
2) falls A # 0 (oBdA A, #£0): &= — %

>\’7l
Definition (Nullfolge)
{z} im normierten Raum hei$t Nullfolge , falls z,, — 0

Lemma 10.14
1) Im metrischen Raum X gilt:xz,, —» 2 in X < d(zp,z) — 0in R

2) Sei0 < ay, < B, VneN, a,, B, R, B, =0
= a,, — 0 Sandwich-Prinzip
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Bewets. 1. benutze d(zn,z) < e < |d(zn,z) — 0| <e

2.e>0=3n:B, =16 —08n] <e= an =|an — 0| < B, < e = Behauptung |

Satz 10.15
Sei X normierter Raum, {z,} in X. Dann
Ty = xin X = ||z, — ||z] in R

Beweis. 0 < | |[znll — |zl | < [lzn — || — 0 =22

Behauptung O
Satz 10.16

Seien (X, |.][1), (X, |-]|2) normierte Radume mit &dquivalenten Normen. Dann

= xin (X,].]1) © 2, = z in (X, [|.||2)

Beweis. Es gibt a,b>0:a-|lylli <|lyll2 <b- |yl
(=):esist 0 < |jlzp —z|2 <b:||zn — 2|1 = 0= Behauptung
(«<): analog O

m Beispiel 10.17
X = R" bzw. C": z,, — x beziiglich |.|1 <= =z, — z bezlglich ||.||2, somit Konvergenz in R"

bzw. C™ unabhéngig von Norm.

Satz 10.18 (Konvergenz in R™/C™ bzgl. Norm)
Sei {z,,} Folge mit =, = (z,...,2") € R(C"), z = (a!,...,2") € R*(C").

lim z, =z in R*(C") & hm xk—x] inR bzw. CVj=1,...,n

n—roo

Beweis. nur in R"

(=): sei x, — = in R™ beziiglich | - |, = =, — z beziiglich |- |cc. Wegen |2}, — 27| < 2% — 2|oo — 0 hieraus folgt
die Behauptung

(<): sei z, — 27 = |zp — z|1 = |z} — 2| + ... + |z} — 2"| = 0 = xx — z beziiglich | - | = Behauptung O

Hinweis: zukiinftig bei Konvergenz in R™ oder C™ in der Regel keine Angabe der konkreten Norm.

» Bemerkung 10.19
offenbar gilt:
Zp =Ty +iyn = 2 =2 +iy < (Tn,yn) — (z,9) in R? beziiglich |- | <= Re(z,)Re(z) und
Jm(z,) — Tm(z)
m Beispiel 10.20
{z} = {(VE+1—VE, Vi +VEk - \f k)} Folgen in R?
L ia 1_ _
e51bt0<xk—\/k+ \[ \/W+f f—>0$xk—>0
22 =Vk+Vk—Vk=

: 1
= lim zp = =
k— oo 2

_)

N[

\/k+f+f \/1+f+1
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m Beispiel 10.21
2k = 1111? — 4, denn:

Re(zp) = 9 — 0 und Im(z,) = 5 = 1=—(0,1) =i

10.2. Konvergenz in R

Satz 10.22
Seien {z}, {yn}, {zn} Folgen in R. Dann

1) @p <ynVn>no, 2 = T, Y0 >y =<y

2) zp, < yp < 2, VN > ng, Ty, = €, 2 — ¢ = Yp, — ¢ (Sandwich-Prinzip )

Beweis. 1. angenommen = > y, sei € := %(az —y)>0
= 3Im: xp € Be(2),Yn € B:(y)
>y <yte=x—¢<z, =" = Behauptung

2. offenbar 0 <y, —xpn < 2z —Tn > 0=>yp —xp, > 0=>—¢ O

Definition (monoton)
Folge {x,} heiit wachsend / fallend , falls gilt:

Tp < Xpo1 (Tn > Tpe1) Vn € N (in beiden Féllen heifit Folge monoton ).

Falls stets ,,<¢ (,>“) ist {x,} strikt

Satz 10.23

Sei {z,,} in R monoton und beschrankt.

sup{x, | n € N}, wachsend
{z,} konvergiert gegen x := pien | ) falls monoton
inf{z, | n € N}, fallend

Beweis. Sei {x,} monoton wachsend und beschriankt = z = sup{z,} existiert == e >0=3Im:z—c <z, <
z, < x = Behauptung
Monoton fallend analog O

m Beispiel 10.24
Sei Tpi1 = 3 (@, + =)
vollstdndige Induktion: x,, > 0, somit {z,} rekursiv eindeutig definiert
=22 —a=31(z,+ L) —a=1(z,—2)?>0

Tn n

(22 —a)>0

2%y

= {z,,} ist mon. fallend, beschrankt = z,, - = € R

da zpy1 -2y =3(@24+a) =22 =12 +a) = 2?=a= lim 2, = Va
n—oo

= Ty — Tpitl =

Fehlerabschétzung: 2,1 — va = 5 (z, — va)? < ﬁ(xn — y/a)?, so genannte quadratische

22T,

Konvergenz (schnelle Konvergenz, vgl. Newton-Verfahren), d.h. die Anzahl der signifikanten Dezi-

malstellen verdoppelt sich mit jedem Schritt!
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m Beispiel 10.25

lim %5 =0

n—oo n
betrachte reelle Folge a,, := % = Qpy1 = n|L+|1an
= 3n : {a,} fallend (% < 1) =a, > a

vertz|"
n!

:>a=O~a:O:>|%—O|: — 0 = Behauptung

Theorem 10.26 (Bolzano-Weierstraf})
{z,,} beschrinkte Folge in R = {x,} hat konvergente TF.

Beweis. es gibt yo, 90 : yo < 20 < )
rekursive Definition von y,, 7, € R

! unendlich viele yn € [Znt+1,Yn]  Yntl = Znt1  Yns1 = Yn o
41 = e = = Folge Y, = [yn,yr] ist

sonst Ynt1 =Un Yni1 = Zni1
Intervallschachtelung in R = Jy € (Y, = vy ist HW in {z,} = Behauptung O
m Beispiel 10.27
{z} fiir z € C,|z| = 1,2z # 1: ist divergent, aber {Re(z,,)} und {Im(z,)} sind beschrinkte Folgen
inR
= 3 TF {n'} von {n} mit Re(z") = a
= 3 TF {n”} von {n} mit Im(z"") = 3
= z" = a+ il = {z,} hat konvergente TF in C!

10.3. Oberer und Unterer Limes

Definition
Seien {z,} beschrankte Folgen in R.
H:={yeR|~ist Hw von {z,}} (# () nach 3.26)

lim sup z,, := lim,,_,oox, =: sup H Limes superior von {x,}
n— oo

llnrggf Tp =lm, , x,:=inf H Limes inferior von {z,}

beachte: lim sup und liminf existieren stets fiir beschrénkte Folgen!

Satz 10.28
Sei {x,,} beschréankte Folge in R. Dann
1) Sei {z,y} TF mit z,, —» v = liminfz, <~ <limsupz,
n—r00 n— 00

2) 74/ :=liminf 2, und 4" := lim sup x,, sind Hw von {z,}
M=E9 n—o00

(folglich)  inf H = min H,sup H = max H und
ITF {zp } {zn b 20 = 20 — 4"

3) z, > a & a=liminfa, =limsupz,
=e9 n—oo
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Beweis. 1. zeHZE Behauptung

2. e>0=3z € HNB:(z)

B.(z') offen = 3¢ > 0: Bz(2') C B-(z') = unendlich viele z,, in B:(z') = Behauptung fiir lim inf

3. Ubungsaufgabe, Selbststudium

m Beispiel 10.29
{gn} € R sei Folge alle rationalen Zahlen in (0,1)
= Menge aller HW ist H = [0, 1] = liminf ¢,, = 0 und limsup g, =1

10.4. Uneigentliche Konvergenz

Definition (Uneigentliche Konvergenz)

—R)Vn > ng

Notation: lim z,, = 00 bzw. £, = +o
n—oo

m Beispiel 10.30

. n2+1 . e, n2l n+%
nh—>Holo 71 = 100, denn fir R > 0 gilt: 725 = L 2

Satz 10.31 (Satz von Stolz)

Sei {z,,}, {yn} Folgen in R, {y,} sei stren monoton wachsend, {y,} — oo
= lim 2= = lim Z2t—"= fa]ls rechter Grenzwert existiert (endlich oder unendlich)

n—oo Yn n—soo Yn+1—Yn'’

Beweis. Grenzwert rechts sei g € R, oBdA y, > 0.

. Tptl1—Tn (%)
Seie >0=no: [ 25" —g| <e=(9-¢) (Ynt1=Yn) < Tnt1—Tn < (9+€) (Yn+1=Yn) = (9—)(Ym —Yno)

Yn+1—"Yn

T —Tng < (94€)(Ym —Yno) = (9—€)(1=32) < 72 < (g+e)(1-T2)+ "% = g—e < liminf

Ym Ym Ym

Ym
Tm 9

g+e= lim
ml‘fi‘)@(}
(*) Zn:no

m Beispiel 10.32
nlgrolog—: =0firzeC,lz| > 1,k €Nyg
k=1: % = I—i‘ — 0 = Behauptung
k>1: ”kn

2|

VARl

= ( o ”) — 0¥ = 0 = Behauptung

Satz 10.33

Sei {2, } mit z,, — = im normierten Raum X.

1 n—qo
= EZj:l Ty s

Beweis. Es ist |- 22:1 z; —z| = %Z;;l zj—x <t Z;Zl |lz; —z|| =: cn

S gl =S el
o Mei=wl=p _lzi—al ;o
- 1

n+l—m

— 0 = ¢, — 0 = Behauptung

Folge {x,} in R konvergiert uneigentlich gegen +o0o(—c0), falls VR > 03ng € N : z,, > R(z, <

(heiit auch bestimmt divergent) gegen oo, ,uneigentlich“ wird meist weggelassen.

>%2Rfﬁrn22R

INIA

O
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11. Vollstindigkeit

Definition (Cauchy-Folge)
Folge {x,} im metrischen Raum (X, d) heift Caucnuy-Folge (CF) (Fundamentalfolge), falls

Ve > 03ng € N:d(xn, zm) <e VYn,m > ny.

Satz 11.1
Sei {z,,} Folge im metrischen Raum (X,d). Dann

1) z, —» = {x,} ist CAUuCHY-Folge

2) {z,} CF = {z,} ist beschrénkt und hat maximal einen Hw.

Beweis. 1. Seie > 0= no:d(xn,,x) < § = d(Tng, Tm) < d(Tng,z) + d(z,zm) < € = Behauptung
2. 3no 1 d(zn, zm) < 1 = fast alle z,, € Bi(xn,) = Folge beschriankt

Sei ¢ HW: ¢ > 0 = unendlich viele z, € B.(g9) = fast alle z, € B:(g) = nur 1 HW moglich =
Behauptung O

Definition (Durchmesser)

Durchmesser von M C X beschrinkt, # 0, (X, d) metrischer Raum ist diamM := sup{d(z, y)|z,y €
M}

Folge {A,} von abgeschlossenen Mengen heifit Schachtelung falls A,, # 0, A,,+1 C A, Vn € N und

n—oo

diam A4,, — 0.

Lemma 11.2
Sei M C X beschriankt, # 0 = diam M = diam(cl M).

Beweis. Ubungsaufgabe, Selbststudium O

Theorem 11.3
Sei (X, d) metrischer Raum. Dann: fiir jede Schachtelung A,, in X gilt:

ﬂ A, #0 & jede CF in {z,} in X ist konvergent
neN

Beweis. (=) Sei {z,} CF in X, setze A, := cl{zx | k > n} = diam A, — 0 und {A,} Schachtelung = Iz €
N An

Ve >0 3dno:diamA,, <e=d(zn,z)<e=z, >z

(<) Sei {An} Schachtelung, wihle z,, € Ay, = z, € Ap (k > n) = {2} st CF = 2, -z = 2 € Ay =
Behauptung O
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Lemma 11.4
In R gilt:

Nnen An # 0 € penXn #0

V Schachtelungen {A,,} V Intervallschachtelungen {z,}

Beweis. (=) trivial
(<) Zeige: jede CF konvergiert in R, dann folgt die Behauptung aus Theorem 4.3
Sei {zn} CF in R, My := {zx | kK > n} = X, := [inf M,,, sup M,] Intervallschachtelung in R = 3z € (| X, =
Tn — © = Behauptung O
Definition (Vollstindigkeit)
Metrischer Raum (X, d) heifit Vollsténdig , falls jede CAUuCHY-Folge {z,} in X konvergiert.

Vollstandiger, normierter Raum (X, |.||) heifit BANACH-Raum .
Folgerung 11.5
Sei {z,,} Folge im vollstdndigen metrischen Raum (X, d). Dann:

{z,} konvergent < {x,} CAuCHY-Folge

Beweis. vergleiche Definition Vollstdndigkeit und Satz 4.1 O

Theorem 11.6
R™ und C™ mit |.|, (1 < p < c0) sind vollstandige, normierte Raume (d.h. BANACH-Rdume).

Beweis. fiir R™: {xx} mit 2 = (z},...,2F) CF in R™ beziiglich | - |, offenbar {z}} auch CF beziiglich | - |oo
= {xi}k CF in R fiir jedes j = 1,...,n = {xfc}k konvergiert in R Vj = {x} konvergiert in R” = Behauptung
fiir C: Zuriickfithrung auf R? — Realteile und Imaginirteile (]
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12. Kompaktheit

Definition
Sei (X, d) metrischer Raum, Mengensystem U C {U C X|U offen } heiBt offene Uberdeckung von
M C X, falls M € Upyey U.

Uberdeckung U heifit endlich, falls ¢/ endlich (d.h. U = {Uy,...,U,}).

Menge M C X heifit (iberdeckungs-)kompakt , falls jede Uberdeckung U eine endliche Uberdeckung
U C U endhilt (d.h. 3Uy,...,U, CU mit M C U, Un).

Menge M C X heifit folgenkompakt , falls jede Folge {z,} aus M (d.h. z,, € M VM) eine konver-
gente Teilfolge {x,, } mit Grenzwert in M besitzt (d.h. {x,,} hat Hw in M nach 3.9).

Warnung: existiert endliche offene Uberdeckung ¢ von M = M nicht unbedingt kompakt

Hinweis: Eine Abbildung A : I — X nennt man auch Familie mit Indexmenge I und schreibt { A, } ;< Definition
von “kompakt® in Literatur mittels Familien ist gleichwertig.

Theorem 12.1
Sei (X, d) metrischer Raum, M C X. Dann:

M kompakt < M folgenkompakt

Beweis. o (=) Sei {zn} Folge in M, angenommen {z,} hat keinen HW in M

= Je, > 0 : nur endlich viele z, € B.,(z) = M kompakt = endlich viele B, (z) iiberdecken M =
nur endlich viele Glieder z, in M = aber Folge unendlich vieler Glieder = * = {z,} hat HW in
M = Behauptung

(«<=) betrachte fiir e > 0 fest offene Uberdeckung U, := {B.(z) | + € M} von M. Angenommen, es gibt
keine endliche Uberdeckung U. C U. von M

= 3 Folge {zn} in M : z1 € M und zx41 € M\UBg(xl) = d(xk,x1) > & = {z)} hat keinen HW = M
folgenkompakt = °

e Sei U beliebige offene Uberdeckung von M. Angenommen, es gibt keine endliche Uberdeckung U’ ¢ U
von M (1)
nach 2.: g := % gibt es offene Uberdeckung U von M mit endlich vielen ei-Kugeln (:1>) Vk Jxi, € M :
By, := Be, (z1) € Uy, und es gibt keine endliche Uberdeckung U’ C U von By N M (2)
= M folgenkompakt 3TF z)y = F € M =30 cU: 5 € U = U offen = 3¢ > 0: Be(Z) C U = ko :
d(Thy, %) < 5 und + =ep, < § = Vo € By, : d(z,%) < d(z,Tx,) + d(Tro, %) < é = By, C Bz(3) C U =
{U} C U ist endliche Uberdeckung von By, @~ 21 falsch = Behauptung O

Satz 12.2
Sei (X, d) metrischer Raum, M C X. Dann
1) M folgenkompakt = M beschriankt und abgeschlossen

2) M folgenkompakt, A C M abgeschlossen = A folgenkompakt.

Beweis. 1. angenommen M unbeschrinkt = 3 unbeschrinkte Folge {z,} in M ohne HW = 3 keine kon-
vergente TF = * = M beschrédnkt
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Sei {x,} Folge in M mit x,, = = = M folgenkompakt = © € M = M abgeschlossen

2. Sei {z,} Folge in A C X = M folgenkompakt = 3 TF z,, — = € M = A abgeschlossen = =z € A =
Behauptung O

Theorem 12.3 (Heine-Borell kompakt, Bolzano-Weierstraf3 folgenkompakt)
Sei X = R" (bzw. C") mit beliebiger Norm, M C X. Dann

M kompakt < M abgeschlossen und beschrankt

‘Warnung: Theorem gilt nicht in beliebigen metrischen Rdumen! Betrachte R mit diskreter Me-
trik: [0, 1] nicht folgenkomakt, da {2} keine HW hat.

Beweis. (=) Folgt aus Theorem 5.1 und Satz 5.2

(«) fur R™: Norm in R™ ist dquivalent zu | - |00

Sei {x} Folge in M,z = (2},...,x}) € R" = M beschrinkt = {|&n|c} beschrinkt in R = {z]} beschrinkt
in R fir j =1,...,n = BOLZANO-WEIERSTRASS in R

= 3 TF {2p}: zp — 2

= 3 TF {2} : x3, — 22, offenbar z}, — x*

= 3 TF {zp.}: mi* Szl Vi=1,..,n
= Tpe — ¢ = (z',...,2") in R™ = M abgeschlossen = x € M = M kompakt |

Folgerung 12.4
Sei {z,,} Folge in X = R™ (bzw. C"). Dann

{z,} beschrankt = {z,} hat konvergente TF

Beweis. folgt direkt aus dem Beweis von Theorem 5.3 O

Satz 12.5

Je 2 Normen aus R™ bzw. C” sind dquivalent.

Beweis. zeige, dass beliebige Norm ||| dquivalent zu | - | ist

Sei {ex, ..., en} Standardbasis, dann fir ¢ = (z1,...,2,) € R", B = Z;.L:l llej]l > 0 gilt: [jz|| = || 22;1 zj -] <
jer sl llesll < B - |2foo (3)

Sei a := inf{||z|| | € S} mit S := {z € R" | |z|oo = 1}, angenommen, ¢ = 0 = {zx} in S : ||zx|| = 0

S beschrankt und abgeschlossen = 3 TF zy — 2 € S = ||Z|| < |2 — x| + ||z || < B|Z — Tig|oo + |2k]] = 0=

Z2=0,da|0loc =0="=0a>0=a"|2|e <|z| = Behauptung O
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13. Reihen

Definition (Partialsumme)
Sei X normierter Raum. {z,} Folge im normierten Raum.

Sn '= D=1 Tk = To + ...+ @y heift Partialsumme .

Folge {s,} der Partialsumme heifit (unendliche)Reihe mit Gliedern xy.
Notation: durch Symbol "7 jzr = 2o + ... = Y, Tk = {Sk}ren

Existiert der Grenzwert s = lim s,,, so heifit der Summe der Reihe.

n—oo
. o0
Notation: s = Y~ ) @y.

Satz 13.1 (Cauchy-Kriterium)

beweis 64 Sei X normierter Raum, {z;} Folge in X. Dann
1) >, zx konvergiert = Ve > 03ng : ||> o, zkl| <eVm >n>ng

2) falls  vollstiandiger, normierter Raum, gilt auch < oben.

Beweis. Ubungsaufgabe, benutze ||, — sn—1]| = || Yo k| O
Folgerung 13.2
Sei X normierter Raum, {z,} Folge in X. Dann:

. k
S, o konvergiert = x "—3 0

Beweis. mit m =n O

m Beispiel 13.3
geometrische Reihe X = C, ay, := 2*, 2 € C fest.

Sore o2 = V2 € Cmit |z| <1377, 2F divergent, falls [z] > 1

m Beispiel 13.4
harmonische Reihe X = R,z := % (k > 1). Reihe divergiert.

m Beispiel 13.5
— _ 1
X =R o= e
Sp =2 +%+...:17%+%7%+...:1fﬁ_1ékonvergiert gegen 1
Derartige Reihen heifien auch Teleskopreihen : > (yr — yr+1). Diese konvertieren genau dann,

wenn {yg} konvergiert.

m Beispiel 13.6
X =R:
i 1 | konvergiert, fiir s > 1
ks

=1 divergiert, firs<1

Summe heifit RIEMANN’sche Zetafunktion ¢(s)(fiir s > 1). Diese ist beschrankt und konvergent.
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Satz 13.7
Sei X normierter Raum, {z,},{y,} in X, A\, € K (R oder C). Dann:

>k Tk, 2op Yk konvergent = 377 ) Azy + pay, konvergent gegen A Y,k + >, Yk

Beweis. benutze Rechenregeln fiir Folgen O

Definition

Reihe ), x) heifit absolut konvergent , falls ), ||zx|| konvergiert.

Satz 13.8
Sei X vollstandiger, normierter Raum. Dann:

>k Tk absolut konvergent = 3", x) konvergent

Beweis. Esist || >0 @l <300 (el (1)
= Sm =D , llzkl ist CF in R Q Yo, @k ist CF in X = Behauptung O

Satz 13.9 (Konvergenzkriterien fiir Reihen)
Sei X normierter Raum, {xx} in X, ko € N

1. Sei {zx} Folge in R Majorantenkriterium

a) ||zk|l < axVk > ko, Y, cu konvergent = >~ ||k || konvergent
b) 0 < oy < ||lzi|| VEk > ko, Y, a divergent = > ||| divergent.

2. Sei xy, # 0Vk > kg Quotientenkriterium

a) Hrwﬁ,“ <q<1Vk>ky = >, ||zk] konvergiert

llzk
b) ww‘f > ko = Y ||zkl divergiert.
3. Wurzelkriterium
a) V/llzkll < q<1Vk > ko = 3, ||lzk| konvergiert
b) /]l > 1Yk > ko = 3, ||ox| divergent.

Beweis. 1. sn =Y, llax]| monoton wachsend
a) {sn} beschriankt = konvergent

)
b) {s.} unbeschrinkt = divergent
)

2. a) [lan]l < Pllar—zl < ... < ¢ llza =t a, da > ar = |lzkl| Do re, ¢* konvergent

b) ist ||zk] 4 0 Folgeryn 6.2 Behauptung
3. analog zu 2., verwende ||zx| < ¢* 0

m Beispiel 13.10
Exponentialreihe exp z := ZZO:O i—f absolut konvergent Vz € C.

e:= exp(1) EULER’sche Zahl
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13. Reihen Kapitel III: Metrische Rdume und Konvergenz

m Beispiel 13.11
Potenzreihe : Ziio ap(z — 29)* fiir 2 € C,ap € C, 29 € C.

Sei

limsup ¥/|ax|, falls existiert 1 1 1

= n— oo R :—(mit():—77:oo)
L oo 0

00, sonst
|z — 29| < R: absolute Konvergenz,
|z — 20| > R: Divergenz,
|z — zg| = R: i.A. keine Aussage moglich.
Bpg(z) heifit Konvergenzkreis , R Konvergenzradius

m Beispiel 13.12

p-adische Briiche . Sei p € Nxo: betrachte 0, x1z0x5 ... := > o, @ ~pF fiir 2 € {0,1,. ..

1}VE € N.

Satz 13.13 (Leibnitz-Kriterium fiir alternierende Reihen in R)
Sei {z,} monoton fallende Nullfolge in R. Dann:

alternierende Reihe ZZ‘;O(—l)kxk = X9 — X1 + @2 — ... ist konvergent.

m Beispiel 13.14
Alternierende harmonische Reihe Y7, (—=1)% - £

man kann zeigen, dass Y 5o, (=1)% - £ =1In2

==
Il
—_
|
N
_|_
W=
|
=

+ ... ist konvergent

Frage: Ist die Summationsreihenfolge bei Reihen wichtig?
Antwort: im Allgemeinen nicht.
Definition (Umordnung)
Sei 8 : N — N bijektive Abbildung: >~ ;2 3(x) heiBt Umordnung der Reihe >°, xj.

Satz 13.15

Sei X normierter Raum. Dann:

> heo @k = x absolut konvergent = Y, ooz 3(k) absolut konvergent fiir jede Umordnung.

Beweis. wegen Konvergenz der Partialsummen: Ve > 0 3ng : Z:’;no lzk] < e

P —

da b : N — N bijektiv 3ny : {0,1,...,n0} C {b(0),...,b(n1)} = | D2k — Y pep Toiy |l < Zzin,o lzkl] < e =

Z:cnzo Th(k) —* Z:O:O Tk =T

wegen » " lze || < D, Ik ]| = Umordnung ist absolut konvergent
Hinweis: Satz 777 ist falsch, falls ;7 ;) nicht absolut konvergent
Satz 13.16

Sei ZZ‘;O xy konvergierende Reihe in R, die nicht absolut konvergent ist. Dann:
Vs € RU {+oo} existiert 8 : N — N bijektiv mit s = Y27 zg,

d

Beweis. fiir s € R: Seien x;r und z, positive bzw. negative Glieder = Reihe konvergent = Z:O:o xf = +oo
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summiere nun in folgender Reihenfolge: " + 23 + ... + z;} (Summe erstmals > s) +x, 1 + T, 0. (Summe

erstmals < s) = Partialsummen schwanken um s = wegen x; — 0 konvergiert umgeordnete Relhe gegen s [J

Satz 13.17 (Cauchy-Produkt)
Sei X normierter Raum iber K, >, x; und 3, A; absolut konvergent in X bzw. K. 3: NxN— N
bijektiv, Vi) = Az Vi, j € N

=220 Y= 3720 Ai X252 @, wobei linke Reihe absolut konvergiert in X.
Spezialfall: (i, j) = WEEHTD | jiefert

k
D b0 2oim0 METR—1 = D itg i Z;io Ly

Beweis. Sei m(k,l) = max{k,l} =m und b(k,1) = m(k,1)> + m(k, 1) +k—l=n
= m(b —1,n) = oo fiir n — oo
mkl m(k,l m m 3 ~
= 3w — PN 3 | < |- S0 il ] - 307 | < A [l + 5+ [Am] = 0 (3)
z:O'AZ‘S)\

Sl <
da D77 0 Xi= A, Z;n:o xj; = x folgt D" jyr = X-x fiir | = b(4,j) mit [|ly]],[Xil, |;] links in (3) folgt absolute
Konvergenz von Z?:o yi = Behauptung fiir beliebige b folgt mit 77?7 O
m Beispiel 13.18

exp(z1 + 2z2) = exp(z1) - exp(z2), denn

k l
exp(z1) - exp(22) = 3770 7 - 220 T = Xm0 2om—o % = Erweiterung mit 2 gibt () =
Sty B = exp(an + 20)

n!

Satz 13.19 (Doppelreihenproposition)
Sei {z, }x,1en Doppelfolge im BANACH-Raum X und mogen > ;2 |2k || =: i Vk und >0 2 =:

o existieren.

=3 oo O Tr) = Y ore0 (O peo k1), wobei alle Reihen absolut konvergent sind.

Beweis. o als Konvergenz der Reihen: links klar nach Vorraussetzungen
Maj.-Krit.
lom | < ag S Y ko 00kt := by absolut konvergent > " lbill = D00 1D o g wmll < D000 D e, HJ:MH
ZEO:O Z?:o |zx|] < Zk:o ar = a = Zl:o b; ist absolut konvergent = Reihen rechts sind absolut konver-
gent

e Seinun € > 0 = Ing : Z;O:HH ar < %72?;1“ lo:]] < £ = | ZZO:O (Zio :ckl) - ZZ:O 27:0 Tl =:

§— Sn S ZzO:rH»l Ak + Zzn+1 Hbl” <e
= S, — S, analog s, — ZZO Z:io Tp =: § = s = § = Behauptung O
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Kapitel IV

Funktionen und Stetigkeit

13. Funktionen

Definition
f: R — R monoton falled /wachsend , falls z < y,z,y € M = f(z) < f(y) bzw. f(z) > f(y)

Falls rechts stets < bzw. >, sagt man auch streng monoton.

Satz 13.1
Sei f: R — R streng monoton fallend / wachsend.
= inverse Funktion f~1: R — M existiert und ist streng monoton fallend / wachsend.

m Beispiel 13.2
Allgemeine Potenzfunktion in R:
f:Rsp— Rmit f(z) =2" fir r € R fest.

e r>0:Satz 5.20 = f streng monoton wachsend

1

=T

e 1< 0:2" =

= f streng monoton fallend

Satg 1 1 existiert fiir 7 # 0 auf (0, 00), wegen y = (y%)r ist f~1(y) =y

m Beispiel 13.3
Allgemeine Exponentialfunktion in R:
f R = R mit f(z) =a® fir a € Ry fest.

5.20 = streng monoton wachsend fiir a > 1 bzw. fallend fiir a < 1 (benutze % >1)

Sag 1 =1 existiert auf (0, 00) fiir a # 1. Wegen y = al®%« ¥ (5.21) ist f~(y) = log, y.

m Beispiel 13.4
Polynom in C:
Abbidlung f : C — C heifit Polynom, falls f(z) = a,z™ + ...+ a12 + ag fur ag, ..., a, € C fest.

e gradf =n falls a, # 0
o f ist Nullpolynom , falls f(z) =0Vz € C
Notation: f =0

(Menge der Polynome in C ist ein Vektorraum iiber C)
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13. Funktionen Kapitel IV: Funktionen und Stetigkeit

Satz 13.5
Seien f, g Polynome mit f(z) = >_,_, axz®, g(z) = 31, arz". Dann:

1) f,g#0, grad f > gradg
= existieren eindeutig bestimmte Polynome ¢, mit f = q- g+, wobei r # 0 oder gradr <

grad g
2) zp € C Nullstelle von f # 0 < f(2) = (2—20)q(2) fiir ein Plynom ¢ # 0 mit grad ¢ = grad f—1
3) f hat hochstens grad f Nullstellen falls f # 0

4) f(z) = g(z;) fur n + 1 paarweise verschiedene Punkte zo,...,2, € C,n = grad f > grad g
= f(z) = g(2)Vz € C (d.hz. a, = by, k)

Definition

Abbildung f : X — Y,Y metrischer Raum heifit beschrinkt auf M C X | falls Menge f(M)
beschrankt in Y ist, sonst unbeschrankt.

Definition

f: X — Y heifit konstante Funktion , falls f(z) =aVz € X und a € Y fest.

Definition

M C X, X normierter Raum heifit konvex , falls z,y € M = tx + (1 —t)y € MVt € (0,1)

f:D C X — R heit strikt konvex , falls f(tx+(1—¢)y) < tf(z)+(1—1t)f(y)Va,y € D,t € (0,1)
(<)

f heifit konkav (bzw. strikt ), falls —f (strikt) konvex.

Lineare Funktionen

Definition
Seien X,Y normierte Rdume iiber K.
f+ X =Y heifit linear , falls

o fadditiv, d.h. f(a+b) = f(a) + f(b) Va,b € X und
o f homogen , d.h. f(Aa) = Af(a)Vae X, A e K

f: X — Y heifit affin linear, falls f 4+ f; linear fiir eine konstante Funktion fj

Offenbar f linear = f(0) =0
Definition
Lineare Abbildung f : X — Y heifit beschrénkt , falls f beschriankt auf B;(0), d.h.

3 konstante ¢ > 0 : || f(2)|| < ¢V |z]] <1 (1)

Wegen || f (HJCTH) = ﬁ”f(x)” ist (1) dquivalent zu

1/ ()]l = sup{[|f(z)[[|x € BL(0)} (1)
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Kapitel IV: Funktionen und Stetigkeit

Satz 13.9

Seien X, Y normierte Rdume tiber K, dann:

L(X,Y) := {f : X — Y| [ linear und beschrankt} ist
sup{||f(z)|/|lz € B1(0)}

Exponentialfunktion

Definition

exp : C — C mit exp(z) = > oo, %’:

Satz 13.10

normierter Raum iiber K mit ||f| =

Sei {2,} Folge in C mit 2, — z. Dann: lim (1+ %")n = exp(z)

n—oo

Lemma 13.11
Sei z, — 0in C = lim 2221 —

Satz 13.12

Sei f:C — C mit f(z1 + 22) = f(21) - f(22) V21,22 € C und lim

= f(z) =exp(yz)Vz € C

-1

r G

~—

=v€CVzeC

n—r oo

3w

Funktion exp ist durch obiges Lemma und Satz eindeutig definiert.

I Folgerung 13.13

Satz 13.14
Es gilt: e = exp(z) Vz € R

Definiert (!) in C: e* := exp(z)Vz € C (als Potenz nicht erklart)

Definition

natiirlicher Logarithmus : Inx = log, x Vax € R

Trigonometrische Funktion :

. L e’iz_e—iz _ 00 k z2k+1 o 23 25

o sinz:= 55— =57 (~1) GO =2 F T
L ei’z+efiz _ [e') k ZQk, _ 22 24

* COSZ'_f_Zk:O(_l) 2R =l1-+5+
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Satz 13.15
Es gilt:

1) EULER’sche Formel : €** = cos z + isin 2

2) sin? z + cos? z = 1Vz € C (beachte: = |sinz| < 1,|cos 2| < 1, sin, cos unbeschrinkt auf C)
3) sin(—z) = —sin z, cos z = cos(—z)
4) (Additionstheoreme )

e sin(z 4+ w) = sinzcosw + sinwcos zVz,w € C
o cos(z+w)=coszcosw —sinzsinwVz,w € C

5) sin(2z) = 2sin z cos z, cos(22) = cos? z —sin? 2Vz € C

6) sinz —sinw = 2cos 4% — sin 4%
COSZ — COSW = 72sinz—;2 sin 5%
Satz 13.16

Es gilt Vz € R :

|e”| = 1,sinx = Jme'®, cos = Ree'™® (insbesondere sinz, cos z € R), somit € = cosz + isinz

Lemma 13.17
Es gilt in R:

1) cos streng fallend auf [0, 2]

2) cos2 < 0 und sinz > 0Vz € (0,2]

w

4

)
) @(z) = p(1)Vz € [0,2] und 45 < ¢(z) < 90 (d.h. ¢(z) proportional zu z)
)

cos 5 = 0 fiir 7 := %g (=3,1415...), T einzige Nulsltelle in [0, 2]
Satz 13.19
Fir alle z € C, k € Z gilt:

1) e**2kmi — ¢z d.h. Periode 27i
sin(z + 2km) = sin z (d.h. Periode 27)
cos(z + 2km) = cos z (d.h. Periode 27)

2) ez+i"/2 _ i€z7€z+i7r — _e?
3) sin(z + m) = —sinz, cos(z + ) = — cos z
sin (z+ %) = cosz,cos (z+ §) = —sinz
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Satz 13.20
Auf C gilt:

o e =15 2=2kmi, ke”Z
e sinz=0%& z2=km, keZ

e cosz=0&z=kr+3, ke”Z

sin / cos in R

r 10§ I 3 3
; 1 V2 V3
sinx | 0 5 5 % 1
V3 V2 1
cosx | 1 %5 %= 5 0
Definition
sin [—g, g] — [—1, 1] streng monoton und surjektiv,

cos[0, 7] — [—1, 1] streng monoton und surjektiv

= Umkehrfunktion existiert: Arcussinus , Arcuscosinus :

o arcsin:=sin~':[-1,1] - [-%, %]

o arccos :=cos ! :[-1,1] — [0, 7]

Tangens und Cotangents

Definition
tanzz := S22Vz € C\ {3 + kn| k € Z}
cotz 1= 22V € C\ {kr|k € Z}

Offenbar tan(z + 7) = z:;((z 1— 71'3 _
™

cot(z + m) = cot(z)

Tangens auf R

Definition
0<z <z <72 = tanx1:%<%=tanxg
= tan(—z) = — tan(z) = streng wachsend auf (%, %)

= arctan =tan ! : R — (—g, g) existiert.

Vz € C, d.h. Periode 7
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Satz 13.21
Es gilt:

1) Re(exp) = C\ {0}

2) (Polarkoordinaten auf C)

Fiir z € C\ {0} existiert eindeutiges v € [0,27]mitz = |z[e?? = |z| (cosy + isiny) (auch

[=m,7])
3) (Wurzeln)

Fir Z = |z € C\ {0},n > 2 gilt:
wh =z & w e { YzeintEE = wglk=1,... ,n} (Losungen bilden ein regelméfBiges N-Eck

auf dem Kreis mit dem Radius {/|z|)

Logarithmen in C

(sog. Hauptzweig)
Definition
exp({z € C|Imz < 7}) = C\ (00, 0] ist bijektiv
= Umkehrabbildung In : C \ (—oo0, 0] gilt: ™21+ = |2]e" = 2
= Inz =In|z| +iyVz = |z|e" € C\ (—0,0)

= In z stimmt auf Ry mit rellen In {iberein.

Hyperbolische Funktionen
Definition

o sinh(z) = ¢ _2"‘72 => o %Vz € C (Sinus Hyperbolicus )

o cosh(z) = % => o @Z;Jfl), Vz € C (Cosinus Hyperbolicus )

o tanh(z) = zgﬁ(é)) Vz € C\ {3 +kn|k € Z} (Tangens Hyperbolicus )

o coth(z) = gfgﬁg; Vz € C\ {kr|k € Z} (Cotangens Hyperbolicus )

Satz 13.22
Es gilt Vz,w € C

1) sinh = —isin(z),cos(z) = cosh(iz),sinh(—z) = —sinh(z), cosh(—z) = cosh(z) (gibt auch
Nullstellen vom sinh / cosh)

2) sinh, cosh haben Periode 27i, tanh, coth haben Periode 7
3) cosh?z —sin?z =1

4) sinh(z + w) = sinh z cosh w + sinh w cosh z

cosh(z + w) = cosh z cosh w + sinh z sin w
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Definition

Sei f,X — Y, Y metrischer Raum (X beliebige Menge), n € N. {f,, }nen heifit Funktionenfolge .

n—oo

Funktionenfolge {f,} konvergiert punktweise gegen f : X — Y auf M C X, falls f,(z) —
flx)Ve e M

Funktionenfolge { f,} konvergiert gleichméflig gegen f: X — Y auf M C X, falls

Ve > 03ng € N:d(fn(x), f(z)) <e Vn>noVeeM

n—oo

Notation: f,(z) = f(z) baw. fn =3 f gleichmiBig auf M.

Lemma 13.23
fn — [ gleichmifig auf M = f,(x) — f(z) Ve € M (d.h. punktweise auf M)

Satz 13.24
Seien f,,, f € B(X,Y). Dann (X metrischer Raum):

fn — f gleichméBig auf X < f, — f in (B(X,Y),|.]l100)
Definition

Sei f,.: X — Y, Y normierter Raum (X beliebige Menge), n € N: Y~ >° | f,, heifit Funktionenreihe

Reihe ), f, heifit punktweise (gleichmiBig ) konvergent gegen f: X — Y auf M C X, falls dies
fiir die zugehorige Folge (Partialsumme!) {s,} gilt.

Satz 13.25

Sei Y po o ar(z — z9)F Potenzreihe in C mit Konvergenzradius R € (0,00] und sei M C Bg(zo)
kompakt

= Potenzreihe konvergiert gleichméfBig auf M.
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14. Stetigkeit

Definition
Sei stets f : D € X — Y, X,Y metrischer Raum, D = D(f) # 0,yo € Y heiBt Grenzwert der
Funktion f im Punkt zq € D, falls gilt:

{zy} Folge in D mit x,, — z¢ = f(xn) = Yo

Notaton: lim = yo, f(x) = 5o
T—rT0o

» Bemerkung 14.2
Falls zy € D isolierter Punkt von D, d.h. kein HP von D, dann ist stets lim f(z) = f(zo).

Tr—To

Satz 14.3 (ed-Kriterium)
Seif:DCX—>Y7x0€5. Dann

lim f(z) =yo < VYe>030 >0: f(Bs(zo) N D) C B:(yo)

r—x0o

Satz 14.4 (Rechenregeln)
1) Sei Y normierter Raum iiber R, f,g : D € X — Y,A : D — K,z9 € D, f(x)
T—To ~ T—xTo
y,9(z) —" §,\(x) — a. Dann:

T—T0
—

c (f+9)@) = y+7
« (A He) = ay
e H @) ™= Lallsa#0
2) Sei f:DC X —Y,g:DCY — ZRe(f) C D, X,Y,Z metrische Réume, z € D, f(z) ==
y, 9(y) =% 2. Dann:
g(f(z)) = 20

Definition

Fir f: D C X — Y mit X = R definieren wir einen einseitiger Grenzwert yo € Y heifit linksseitig

bzw. rechtsseitig von f im HP x9 von DN (=00, zg) bzw. DN (x, 00), falls gilt: 2, € DN (=00, zo)
bzw. x,, € DN (zg,00) mit z,, — zg = f(zn) = Yo

Notation: liTm flx) =yo = f(xa) f(z) »@}) Yo
zTxo

lim f(z) = yo = f(z0) flz) =28 o

zlxo

» Bemerkung 14.5

Satz 2.4 gilt sinngeméaf auch fiir einseitige Grenzwerte.

Fir f: D C X — Y mit X =R bzw. Y = R heifit der Grenzwert uneigentlich :

lim f(ll?) = yvalig}O f(l’) = :l:OO, zgrjrzloof(x) = ZtOO,

r—+oo
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indem wir einen Grenzwert definiert als zo = o0 bzw. yy = oo wihlen und bestimmte divergenzte

Folgen z, — oo mit z,, € D) bzw. f(z,) — oo betrachten.
Landau-Symbole

(Vgl. von ,Konvergenzgeschwindigkeiten® )
Definition

Sei f: D C X — Y, X metrischer Raum, Y normierter Raum, g : D C X - R, xg € D.

o f(z) ist klein o “ von g(x) fiir  — xg, falls

I/ )]l

lim 1
=0 g(z)

T#x)
Notation: f(z) = o(g(x))(meist z # xo im ,Jim“ weggelassen)

o f(x) ist ,groB O “ von g(x) fir x — xg, falls

L/ @)
l9()]

Notation: f(z) = O(g(x))fir z — g

346 > 0,¢>0:

<e¢ Vze (Bs(xo)\{zo})ND

Relativtopologie
Definition

Sei (X, d) metrischer Raum, fiir D C X ist (D, d) ein metrischer Raum mit der induzierten Metrik.

e M C D heifit offen bzw. abgeschlossen relativ zu D, falls M offen bzw. abgeschlossen im
metrischen Raum (D, d).

e M C D heiit Umgebung von x € D relativ zu D, falls M Umgebung von x im metrischen
Raum (D, d).

Definition

Sei f: D C X — Y metrischer Raum, D = D(f), Fkt. f heifit folgenstetig im Punkt xo € D, falls

f(zn) = f(x0)V Folgen z,, — xg in D
Definition
Funktion f heifit stetig im Punkt g € D, falls V Umgebungen V von f(x¢)3 Umgebung U von
xoin D: f(U)CV.

Interpretation: Input / Output Steuerung besteht Forderung, dass beliebig kleine Output-
Toleranzen ¢ stets durch hinreichend kleine Input-Toleranzen § erreicht werden

konnen.
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Satz 14.11
Sei f: D C X — Y, X,Y metrischer Raum, zg € D. Dann:

f stetig in xog < fed-Stetig in zg < f folgenstetig in xq

Definition
Funktion f heifit stetig (folgen- / ed-stetig) auf M C D, falls f stetig (folgen-/ed-stetig) in jedem
Punkt x¢g € M.

Satz 14.13
Sei f: D C X —Y,X,Y metrische Raume, dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1) f stetig auf D
2) f~Y(V) offen in D VV C Y offen

3) f~!(A) abgeschlossen in D VA C Y abgeschlossen

Satz 14.14 (Rechenregeln)
1) Sei Y normierter Raum iber K, f,g: D C X - Y,A\: D = U, f,g,,y stetig in 2o € D
= f+g, A f stetig in x, % stetig in ¢ falls A(zp) # 0

2)Sei f:DcCcX —»Y,y: D CY — Z,X,Y,Z metrischer Raum, f stetig in zo, ¢ stetig in

f(xo) € D
= go f stetig in xq

m Beispiel 14.18 (Dirichlet-Funktion)
f R — R mit

in keinem zy € R stetig.

Satz 14.19
Sei f,f: D CX — X, f, stetigin g € D, Vn € N, f,, = f gleichméfig
= f stetig in z¢

Folgerung 14.20
Falls alle f,, stetig auf M C D und f,, — f gleichmaf8ig auf M
= f stetig auf M.

Satz 14.21
Sei f(z) ==Y pe ar(z — 20)* Vz € B,.(20), R € (0, 00] Konvergrenzkreis, aj, € ZVk € N
= f: By(20) — C stetig auf Br(z0)
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Definition
Bijektive Abbildung f : D € X — R C Y, X,Y metrische Rdume, D = D(f), R = R(f) heifit
Homoomorphismus , falls f und f~! stetig.

Mengen D und R heiflen homéomorph zueinander, falls es einen Homéomorphismus f : D — R
mit D = D(f),R = R(f) gibt.

beachte: Homéomorphismus bildet offene (abgeschlossene) Mengen auf offene (abgeschlossene)

Mengen ab.
m Beispiel 14.25

stereographische Projektion

X =R"™ Xy := {(20,...,2pn+1) € R"" | 2,01 = 0}, N = (0,...,0,1) (Nordpol), S,, = {z €

R™*1||z| = 1} n-dimensionale Einheitsspére.

Betrachte o : R"™1\ {N} — R"! mit o(z) = N2 (z — N) stetig. o ist Homdomorphismus

(z—N)2
mit o~ (y) = N — ﬁ(Y — N)

Satz 14.26
Sei f: D C R — R streng monoton und stetig, D Intervall
= f~! existiert und ist stetig auf R(f).

Satz 14.28
Sei f : X = Y linear, X, Y normierte Rdume, X = D(f). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1) f stetig in xq
2) f ist stetig auf X

3) f ist beschrankt

Definition

Funktion f: D C X — Y, X, Y metrische Rdume, heifit gleichméBig stetig auf M C D, falls

Ve >030 >0:d(f(z), f(&) <e Vz,&e M mit d(z,z) <4,

d.h. f ist ed-stetig in jedem & € M und 6 > 0 kann unabhéngig von x € M gewé&hlt werden.

Satz 14.29
Sei f: D C X — Y, X,Y metrischer Raum, f stetig auf kompakten M C D
= [ gleichméaBig stetig auf M
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Definition
Funktion f : D € X — Y, XY metrischer Raum, heifit LipscHITZ-stetig auf M C D, falls
LipscHiTz-Konstante L > 0 existiert mit

d(f(x), f(7)) < Ld(z, ) (L)

Spezialfall: X,Y normierte Rdume, dann hat L die Form
1f(z) = f@) < Lllz —&| Vo,2eM (L)
Interpretation: fir X =Y = R fixiere &

e Graph von f liegt im schraffierten Kegel

e muss VZ € M gelten mit gleichem L

Satz 14.30
Sei f: D C X — Y LIPSCHITZ-stetig auf M, X, Y metrische Radume
= f gleichméaBig stetig auf M (und damit auch stetig)

Definition (Fortsetzung, Einschridnkung)

Funktion f : D(f) — Y heiBt Fortsetzung (bzw. Einschrinkung) von fD(f) — Y auf D(f) falls
D c D(f) (bzw. D(f) € D(f)) und f(x) = f(x)Va € D (bzw. Vo € D(f). Fiir eine eingeschréinkte
Funktion f auf D(f), schreibe f = fio):

Satz 14.33
Sei f: D C X — Y gleichméfig stetig auf D, wobei X, Y sind metrische Rdume , Y ist vollstindig

= es existiert eindeutige stetige Fortsetzung f von f auf D und f ist auf gleichméBige stetige auf
D.

» Bemerkung
Falls z¢ kein Haufungspukt von D ist, so kann man stets stetig auf DU {xg} fortsetzen (aber nicht

eindeutig).

Folgerung 14.40
Sei f: D C X — Y linear, stetig, Y vollstdndig = es existiert eindeutig stetige Fortsetzung von
f auf D.
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15. Anwendung

Sei stets f: D C X — Y, X,Y metrische Raume, D = D(f).

Satz 15.1
Sei f: D CY — Y stetig, M C D kompakt = f(M) ist kompakt.

Satz 15.2
Sei f; D C X — Y stetig, injektiv, D kompakt = f~!: f(D) — D ist stetig.

Theorem 15.3 (Weierstrafl)
Sei f: D C X — Y stetig, X metrischer Raum, M C D kompakt, M # ()

f(@min) =min {f(z) | x € M} = min f(z),
= 3-Tﬂ%inamﬂ%u,a: : e (1)
f(@mas) = max{f(z) |z € M} = max f(z)

» Bemerkung 15.4
Theorem 3.3 ist wichtiger Satz fiir Existenz von Optimallosungen (stetige Funktion beseitzt auf
kompakter Menge eine Minimum und Maximum). Folglich sind stetige Funktionen auf kompakten

Mengen.

Satz 15.5
Sei f: R™ — Y linear, Y normierter Raum = f ist stetig auf R™.
Hinweis: Etwas allgemeiner hat man sogar f : X — Y linear, X,Y normierte Rdume, dim X <

oo = f ist stetig. (Ist i.a nicht richtig fir dim X = co.)

Definition (Kurve)

Eine stetige Abbildung f : I C X — Y, wobei [ Intervall und Y metrischer Raum ist heif}t
Kurve in Y (gelegentlich wird auch Mange f(I) als Kurve und f also zugehorige Parametrisierung
bezeichnet).

Definition (bogenzusammenhingende Menge)

Menge M C X, wobei X ist metrische Raum, heifit bogenzusammenhéngend (bogenweise zusam-
menhéngend) falls Va,b € M 3 Kurve f : [a,b] = M mit f(a) =a, f(5) =b.

Bemerkung: Eigentlich ist das die Definition fiir Wegzusammenhéngend, leider ist das in der Lite-

ratur nicht eindeutig und manchmal wird zwischen Wegzusammenhéngend und zusammenhéngend
noch das ,echt bogenzusammenhédngend unterschieden.
Definition (zusammenhiingende Menge)

Menge M C X heifit zusammenhéngend, falls

A, B C M sind offen in M, disjunkt, ) = M # AU B. (2)
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m Beispiel 15.6
1) z €[0,27] — (z,sinx) € R? ist Kurve in R?

2) x €[0,1] — €™ € C oder z € [0,7] — €™ € C sind Kurven in C

3) Sei Y normierter Raum, a,b €Y, f:[0,1] - Y mit f(¢) = (1 —t)-a+t-bist Kurve (Strecke

von a nach b)

m Beispiel 15.7
Sei X = R?, M = {(x,sinz) | € (0,1]} U {(0,0)}. Dann ist M zusammenhéngend aber nicht

bogenzusammenhéngend.

Satz 15.9
Sei X metrischer Raum, M C X. Dann

1) X = R : M ist zusammenhéngend < M ist Intervall (offen, abgeschlossen, halboffen, be-

schrinkt, unbeschrénkt).
2) M ist bogenzusammenhingend = M ist zusammenhéngend.

3) Sei X normierter Raum, dann: M ist offen, zusammenhéngend = M ist bogenzusam-

menhéngend.

Definition (Gebiet)
Sei X metrischer Raum, M C X heifit Gebiet falls M offen und zusammenhingend ist.

Beachte: Gebiet in einem normiertem Raum ist sogar bogenzusammenhéngend.

Offenbar: M C X ist konvex = M ist bogenzusammenhédngend.

Satz 15.10
Sei f: D C X — Y stetig, wobei X,Y metrische Rdume sind, dann gilt: M C D ist zusam-

menhéngend = f(M) ist zusammenhéngend.

Theorem 15.11 (Zwischenwertproposition)
Sei f: DC X — R, M C D zusammenhéngend, a,b € M = f nimmt auf M jeden Wert zwischen

f(a) und f(b) an.

m Beispiel 15.13
f:[a,b] = R sei stetig mit f([a,b]) C [a,b] = besitzt Fixpunkt , d.h. 3z € [a,b]: f(x) = x.

Theorem 15.14 (Fundamentalproposition der Algebra)
Sei f: C — C Polynom vom Grad n > 1 (d.h f(2) = an2" +---+a1z2+ag,a; € C,a, #0,n > 1)
= f besitzt (mindestens eine) Nullstelle zgp € C (d.h. f(z0) = 0).

Folgerung 15.15
Jedes Polynom f : C — C von Grad n, f # 0 besitzt genau n Nullstellen in C gezdhlt mit
Vielfachen, d.h. 3z1,...,2 € C, paarweise verschieden (=verschieden) k1,...,k € Nxq, a, €
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C\ {0} mit ky + -+ k = nund f(2) = an - (2 —21)" -+ (2 — z)!Vz € C. Hier heifit k,
Vielfachheit der Nullstelle z;.

Hinweis: In dem Satz 1.5 wurde gezeigt, das f héchstens n Nullstellen besitzt.

Definition (analytische Funktion)

Abbildung f : C — C heifit analytisch auf Bgr(z9) C C falls f auf Br(zp) durch Potenzreihe in zg
darstellbar ist, d.h.

f(z) = Zak(z —z)F Vze Br(zp).
k=0

Satz 15.16
Sei f : C — C analytisch auf Br(z9) und sei B,(z1) C Br(z0) fir z1 € Br(z0),r > 0 = f ist
analytisch auf B,.(z1).

Satz 15.17 (Identitéitsproposition)
Seien f,g : C — C analytisch auf Br(2p), sei 2, — 2,2, € Br(z0) \ {2} und f(z,) = g(zn)Vn €
N = f(f) = g(2)Vz € Br(20)-

» Bemerkung 15.18
Analytische Funktionen sind durch Werte auf ,sehr kleinen“ Mengen bereits festgelegt (z.B exp,
sin, cos sind auf C eindeutig durch Werte auf R festgelegt).

Uberblick

Sei X metrischer Raum, Y normierter Raum.

e BIX)Y):={f:X =>Y | |flloo < oo} ist normierter Raum der beschrinkten Funktionen mit
[flloc = sup{[lflly [ = € X}.

o Co(X,Y):={f: X =Y ||flloo <00, f ist stetig} ist Menge der beschréankten stetigen Funktio-

nen und offenbar eine linearer Unterraum von B(X,Y) und damit auch Kern von R mit || - || -

o C(X,Y):={f:X =Y | [ ist steig}, Menge der stetigen Funktionen ist offenbar ein Vektorraum
(enthélt unbeschréinkte Funktionen, z.B. f(z) = 1 mit z € X = (0,1)).

» Bemerkung 15.20
Falls X kompakt ist, dann kann man den Ausdruck ||f|lcc < oo in der Definition von Cp(X,Y)
weglassen (vgl. Theorem 3.3), d.h. Cp(X,Y) = C(X,Y), f stetig = X — | f(x)| ist stetig
Theorepn 15.3 f ist beschriankt auf X. In diesem Fall ist auch C'(X,Y") mit | - ||cc normierter Raum

und || fllee = maxeens || f(@)]ly-

Satz 15.21
Sei X metrischer Raum, Y Banachraum = B(X,Y") und C(X,Y’) und Banachraume (mit || ||o0)-
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Definition (Kontraktion)
Funktion f : D C X — X, wobei X metrischer Raum ist, heifit Kontraktion (bzw. kontraktiv) auf

M C D falls
AL,0<L<1:d(f(x), f(y) <L-d(z,y) Vr,ye M.

D.h. f ist Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante L < 1, folglich ist f auch stetig.

Theorem 15.22 (Banacherscher Fixpunktproposition)
Sei f: D C X — Y Kontraktion auf M C D, X vollstindiger metrischer Raum (z.B. Banach-

raum), M abgeschlossen und f(M) C M. Dann
(1) f besitzt genau einen Fixpunkt & auf M (d.h. 3 genau ein & € M: f(Z) = ).

(2) Fir {z,,} in M mit z,11 = f(zy),z0 € M (beliebig) gilt:

n

Zp — x und d(x,, &) < T I ~d(zg,x1) Vn eN.

Hinweis: Theorem 3.22 ist eine wichtige Grundlage fiir Iterationsverfahren in der Numerik.

Partialbruchzerlegung

Definition (Pol der Ordnung k)

Sei R : C — C rationale Funktion, d.h. R(z) = % fiir Polynome f, g existieren mit
(=) ; .
R(z) = ————F—— d 0 0.
(Z) (Z — Zo)k K g un f(ZO) 7& ) g(Zo) 7é

Motivation: Gelgentlich ist gewisse additive Zerlegung von rationalen Funktionen wichtig (Integra-

tion) z.B.
2 _ 2w 1 1
2—1 (z—-D(x+1) z+1 z-1

Lemma 15.23
Sei R : C — C rationale Funktion, zg € C Pol der Ordnung k& > 1 = Jlay,...,a; € C,a; # 0 und

3! Polynom p mit

N COe o)
RO =2 Gy Yo ~ O i) @)

keine Pole in zg hat.

LSTES

H(z) heifit Hauptteil von R in zy. Beachte das
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Satz 15.24 (Partialbruchzerlegung)
Sei R : C — C rationale Funktion, R(z) = £2) fiir Polynome f, g. Sei g9(z) = Hi’:1(z —2;)k gemiB

9(2)
Fundamentalproposition der Algebra(Theorem 3.14). Seien z1, ..., z; keine Nullstellen von f und
seien Hi, ..., H; Hauptteile von R in 21,...,2; =

3 Polynom p : R(z) = Hi(2) +--- + Hi(2) +p(z) Vz#z;Vi=1,...,1

wobei f(z) = p(2) - g(z) + r(2) Vz fiir Polynom r. p = 0 falls grad(f) < grad(g) (vgl Satz 1.5

Polynomdivision)
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Teil B

2. Semester



Kapitel V

Differentiation

16. Wiederholung und Motivation

Sei K™ n-dim. Vektorraum (VR) tiber Kérper mit K’ = R oder K = C,n € Nx.
o Elemente sind alle z = (z1,...,z,) € K™ mit z1,...,2z, € K.

o Standardbasis ist {e1,...,e,} mit e; =(0,...,0, 1 ,0,...,0)
j-te Stelle

o alle Normen auf K™ sind dquivalent (Satz 5.5)

= Kovergenz unabhéngig von der Norm
Verwende in der Regel euklidische Norm ||z]|2 = |z] = [ |z;]?

e Skalarprodukt

- (z,y)= > zj-y; nR"
j=1
—(z,y)=> z-y;inC"

j=1

o CAucHY-SCHWARZ-Ungleichung (|(z,y)| < |z| - |y| Vz,y € K™)

16.1. Lineare Abbildungen

Eine lineare Abbildung ist homogen und additiv (siehe Abschnitt 1).

e Lineare Abbildung A : K™ — K™ ist darstellbar durch m xn-Matrizen beziiglich der Standardbasis
(beachte: A sowohl Abbildung als auch Matrix)

— lineare Abbildung ist stetig auf endlich-dimensionalen Rdumen (unabhéngig von der Norm,
siehe Satz 3.5)

— transponierte Matrix: AT € K»x™
Hinweis: © = (21,...,2,) € K™ idR platzsparender als Zeilenvektor geschrieben, aber bei
Matrix-Multiplikation 2 Spalten-Vektor, 27 Zeilenvektor, d.h.

oty = (x,y), falls m =n

-yl =z@ye K™X", sog. Tensorprodukt

o L(K"K™)={A:K"™— K™, Alinear} (Menge der linearen Abbildung, ist normierter Raum)

— ||4||= sup{|Az| | |z| <1} (Operatornorm ,

|A]| hdngt i.A. von Normen auf K™, K™ ab)
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— L(K™, K™) ist isomorph zu K™*™ als VR
= L(K™ K™) ist m - n-dim. VR (= alle Normen dquivalent, = Konvergenz von {A,} von
linearer Abbildungen in L(K™, K™) ist normunabhéngig)

Nehmen in der Regel statt ||A|| euklidische Norm |A| = \/m .
k.l

Es gilt:
[ Az| < [[A]| - |z| und [Az| < [A] - [x]

o Abbildung f : K™ — K™ heift affin linear, falls f(z) = Az + a fiir lineare Abbildung A : K™ —
K™ ae K™

16.2. Landau-Symbole

Anmerkung
Eine Approximation besitzt zwangsldufig immer einen Fehler. Eine gute Approximation zeichnet
sich dadurch aus, dass der Fehler bzw. Rest moglichst klein wird. Dieser Fehler wird mit LANDAU-

Symbolen beschrieben. Dabei bedeutet anschaulich:
e f=o0(g): f wichst langsamer als g

e f=0(g): f wichst nicht wesentlich schneller als g

Sei f:DC K" K™ g:DCK"— K, 29 € D. Dann:

_ " L @I _
o f(z) =o(g(x)) fir z — z, gdw. mhﬁlglo S =0

r#£xT)
o f@)=O0(g(w)) fiir & — @ gdw. 35 > 0,6 > 0: (L8 < e Va € (Bs(wo) \ {wo}) N D

wichtiger Spezialfall: g(z) = |z — zo|*, k € N

m Beispiel 16.1 (gute Approximation durch konstante Funktion nahe & = x¢)
Sei f: D C K" — K™, xg € D HP von D. Dann:

f stetig in zo < lim f(@) = f(wo)

r#xTo
< lim M =0

T—x0

TH#T0
@‘f(a:) :f(x0)+0(1)‘fiira:—>a:0 (1)
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’ — f
—— Apprx
44 -7
3 i
2 i
1| /
I /// I I I z 1
1 2 3 4 5

Interpretation von (1): Setze r(x) := f(z) — f(xo)
<, r(z) = o(1) fir z — xo
= r(x) i 0, (2)
d.h. o(1) ersetzt eine ,Rest-Funktion® r(x) mit Eigenschaft (2).

Anmerkung
Man kann als Approximation auch x = 3 wéhlen, allerdings stimmt dann die Aussage r — 0

fir £ — zo nicht mehr.

Wegen o(1) = o|z — 20|°) (d.h. k& = 0) sagt man auch, Gleichung (1) ist die Approximation 0.

Ordnung der Funktion f in der Néhe von xg.
m Beispiel 16.2 (gute Approximation durch (affin) lineare Funktion nahe x = )

Sei f: D CR™ =R, zg €D, D offen. Was bedeutet

f(x) = f(zo) + A(z — 20) +o(|lz — 0o]), © — x(? (3)

f affin lineare Funktion

Zentrale Frage: Wie sollte ein guter Rest sein?

graph f ist die n-dimensionale Ebene in K™t (affin-lin. UR)
graph f sollte sich an diese Ebene anschmiegen (graph f =Tangentialebene)

= Rest sollte sich an den Grafen der Nullfunktion anschmiegen

Sei

g(t) = sup [r(z)] = |r(z)] < g(lz — o) Va (4)

|z—z0|<t

anschmiegen: g(t) = o(1),t — 0 nicht ausreichend
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angenommen ¢(t) = o(t),t — 0: dann ist fiir ein festes v € K™ mit |v|| =1

|r(zo + tv) — r(x0)| < g(t) 0
t -t

= anschmiegen

Ir(zo + tv)] < g(t) =

Wegen Gleichung (4) folgt: ||;£z)0|‘ <4 ‘(Lm_;x:‘"‘) -0

= r(x) = o(|x — xo]) fiir x — o = o(1)|x — x|

= betrachte f als gute lineare Approximation von f nahe z = x falls Fehler = f(x) — (f(zq) —
Az — x0)) = o(|Jz — zo|) fiir  — x9

man sagt: Fehler wird schneller kleiner als |x — xg|! f heift Approximation 1. Ordnung von f in zg

Definition (Anschmiegen)
f(@) + f(zo) + Az — o) = o(fax — o),

A(x)
d.h. die Abweichung wird schneller klein als |z — zg|!

© Vielleicht hatten Sie eine andere Vorstellung von “anschmiegen®, aber wir machen hier Mathematik
®

Satz 16.3 (Rechenregeln fiir Landau-Symbole)
Fir rp, 7, Ry : D C K™ — K™, xg € D, k,l € N mit
re(z) = oz — zo[*), 71 = o(|z — wol"), Ri(z) = O(|z — zo|'), z — 20

1. ri(z) = o(jJz — 2o)?) = O(|Jz — x0)?) j <k
Ry(x) = o(|lz — zo’) = O(|lz — o)) j <!

9 () =o(|lx —xo|F9) j<k

I

Ri(z) _ O(|lz — x0|l—j) =o(|lz — zol I i<

|z—x0|I

3. rp(z) £7(z) = o]z — x0|F) k<1

4. rp(x) - 7i(x) = o(|lz — wo|"), ri(z) - Ri(x) = of|@ — xo|* 1)

Beweis. Sei L&l < ¢ nahe w0, d.h. auf (Bs(x0)\{zo}) N D fiir ein § > 0

|e—ao !
Coe) e o9 0, folgl. —2) auch beschréinkt nahe o
lz—zo|7 |z—=zo] lz—=zo]|
fule) . Bulw) ) 01'77 — 0, Rest wie oben
le—wzq|J |z—=z0]
r () _ _rk(x)
* Te=zollle—aolF7 — Ta—molF 0
R (x Ry(x )
@)  — Ri@) < pahe xo, Rest wie oben
lz—zq |7 |z—z0 | =7 |z—=o]

3. T (z) + Fz(ﬂi])lk @ 0(1) :|:0(|m 7x0|lfk) -0
—_———

|e—zo|* |lz—=
o(1)
4. rp(@)F(e) () | F(x) =0

lz—zg|F+tl T Jz—zo|F  Jz—mo|!
re@)-Ry(@)l _ Iri(@)| . |Ri()]
o—zol T = To—aol® " Ja—aoll 0 -

m Beispiel 16.4

o offenbar in K™: |z — x|* = O(|z — 20|*) = o]z — xo|*~1), 2 — z0

e sei f: DC K™ — K™ stetig in zg € D, dann gilt fir + — g
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= f(@) - o(lz — @ol*) = (f(z0) +0(1)) - 0|z — wo|*) = o(|2 — wo|*)

- m = ﬁ +o(1) = % + 0(1), da alle Terme gegen % konvergieren.

beachte: o(1) steht jeweils fiir verschiedene Funktionen mit dieser Eigenschaft
e in R gilt fiir x — O:
— 2 = o([z|!), 2° = o(|z]), 2* = O(|z*), 2° = O(|«*)
—e"=0(1)=34+0(1),e* =1+0(1) #2+0(1)
— sin(x) = O(|z|), sin(z) = o(1), 22 - sin(x) = o(|z|?), € - sin(z) = o(1)
— (1= cos(a))a® = O(faP)a? = o)

- o(l)+1cos(ac) =e”+o(l)=1+0(1)
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17. Ableitung

Definition (differenzierbar, Ableitung)
Sei f: D C R* — K™, D offen, heifit differenzierbar in x € D, falls es lineare Abbildung
A e L(K™ K™) gibt mit

/(@) = f(@o) + Alx — w0) + ol|a — o). x > a0 (1)

Abbildung A heift dann Ableitung von f in xy und wird mit f’'(z¢) bzw. Df(z) bezeichnet
(statt dem Terminus Ableitung auch (totales) Differential, FRECHET-Abbildung, JACOBI-Matrix,

Funktionalmatrix).

Andere Schreibweisen: %(mo), agj) ,df(zo), ...

T=Tq

Somit ist Gleichung (1) gleichwertig mit

| £(2) = f(w0) + f'(wo) - (& — w0) + ol — mo), fiir = — xg 2)

Anmerkung

Eine andere Erkldrung der oben stehenden Definition wére folgende:

Eine Funktion f ist genau dann differenzierbar an der Stelle z(, wenn eine reelle Zahl m (die von
xo abhingen darf) und eine (ebenfalls von xg abhéngige) Funktion r (Fehler der Approximation)

mit folgenden Eigenschaften existieren:

e flzo+h)= f(zo) +m-h+r(h)

o Fiir h — 0 geht r(h) schneller als linear gegen 0, d.h. % —0firh—0

Die Funktion f lasst sich also in der Néhe von zy durch eine lineare Funktion g mit g(xg + h) =
f(zo) +m - h bis auf den Fehler r(h) approximieren. Den Wert m bezeichnet man als Ableitung

von f an der Stelle xg.

¥
T f{x.*+h) = f{x,) + m* h + r(h)
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Anmerkung
Neben der oben genannten Definition gibt es noch eine weitere Definition, die sich des Differential-

quotienten bedient:

exisitiiert

_ h) —
f differentierbar in zy <= lim M = lim F@o+h) = flao)
z—zo X — X h—0 h
Diese Definition ldsst sich im Kontext komplexer oder mehrdimensionaler Funktionen nicht anwen-

den, zudem sind Beweise wegen des Quotienten leichter zu fiihren.

» Bemerkung
Affin lineare Abbildung fl(m) := f(xo) + f'(x0) - (x — z¢) approximiert die Funktion f in der N&he
von zo und heifit Linearisierung von f in xg (man nennt Gleichung (1) auch Approximation 1.

Ordnung von f in der Néhe von zp).

Satz 17.1
Sei f: D C K™ — K™, D offen. Dann:
f ist differenzierbar in oy € D mit Ableitung f'(z) € L(K™, K™) gdw. eine der folgenden Bedin-

gungen erfullt ist:

a) f(x) = f(zo) + f'(x0) - (x — xo) +7(z) Vz €D 3)

fir ein 7 : D — K™ mit 113’2 |;£a;)0| =0
x;é:v(?

b) f(z) = f(zo) + f'(z0) - (x — x0) + R(z)(z — 9) Vx € D (4)
fir ein R : D — L(K", K™) (& K™*") mit ILm R(z) = 0 (d.h. Matrizen R(z) ——=2
Nullmatrix in K™*")

) f(z) = f(zo) + Q(z)(x —x0) Ve eD (5)

T—>To

fir ein Q : D — L(K™, K™) (&2 K™ ™) mit lim Q(z) = f'(zo) (d.h. Matrizen Q(z) —
T—>To
Matrix f'(zg) in K™*™)

» Bemerkung
Es gilt:

Gleichung (3) & lim f(x) = f(xo) — f'(w0)(x — x0)

2% |z — 20

=0

Beweis. Aussage a) ist leicht zu zeigen, anschlieflend erfolgt per Ringschluss die Aquivalenz der anderen Defi-

nitionen.

zu a) Offensichtlich ist r(z) = o(Jz — zo|), x = 0

= a) & f ist differenzierbar in zo mit Ableitung f'(zo)

Ringschluss:
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17. Ableitung Kapitel V: Differentiation

a) = b): Sei R: D — K™*" gegeben durch

0, T = xo
R(z) =
‘;E?M ® (x - ﬂC(J)Tv T # xo
= R(z)(z —x0) = (m“?o'z ® (z — a;o)T> (z — z0)
r(z)
= m-(w—z@,x—m) =r(z) Vz #xo
Wegen 0 = r(xo) = R(xo) - (x — xo) folgt
lim |R(z)| = lim Ire) ® (@ — o) = lim Ir()] =0
o— w0 =g |z — 202 €20 |1 — T

AT

b) = c): Setzte Q(x) := f'(x0) + R(z) Vz € D = Gleichung (5). Wegen lim Q(z) = f'(z0) folgt c).

c) = a): Setzte r(z) := (Q(z)— f'(z))-(x—z0) Vo € D = Gleichung (3). Wegen |r(z)| < |Q(z)— f'(z0)] | — o]
folgt
r@ i , B
—x = |Q($) - f (-TO)| =0
:-I;?fmc? |l’ B 1‘0| .'z;:émg
(]
Satz 17.2

Sei f: D C K™ — K™, D offen, differenzierbar in zy € D. Dann:
1) f ist stetig in xq

2) Die Ableitung f’(z¢) ist eindeutig bestimmt.

Bewets. 1. Sei A, A e L(K"™,K™) Ableitungen von f in xo, betrachte z = zo +ty, wobei y € K™ mit |y| =1
feSta te R>O (Offenba.r ‘[E — J’,’ol = t)
= (A= A)(ty) = o(|ty]) = (A= A)(y) = 22 50
= (A-A)(y) =0=>A—-A=0= A= A= Behauptung

2. lim f(z) =1 =lim (f(aco) + f'(zo)(x — w0) + o(|x — :z:o|)) = f(z0) = Behauptung O
17.1. Spezialfille fiir K =R

)m=1 ffR" >R
f'(z0) € RYX™ ist Zeilenvektor, f'(zo) betrachtet als Vektor im R™ auch Gradient genannt.

Offenbar gilt f'(x0) -y = (f'(z0),y) Yy € R™ (Matrizenmultiplikation = Skalarprodukt)
= Gleichung (4) hat die Form

f(x) = fzo) + (f'(x0), 2 — z0) +0(|z — z0l) (6)

affin lineare Funktion: A:R—R (in z)

Graph von f ist Fliche im R™*!, genannt Tangentialebene vom Graphen von f in (xo, f (xo)).

2)n=1fDCR—>R"
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17. Ableitung Kapitel V: Differentiation

f (bzw. Bild f[D]) ist Kurve im R” (=2 R™*!). Gleichung (4) kann man schreiben als

fxo+1t) = fzo) +t- f'(x0) +o(t),t = 0,t €R
N——

Affin lineare Abb. A:R—R™ (in t)

fwo +1) = f(o)
t

Differenzenquotient von f in zg

f(xO + ti — f(IO) _ f(l'o) (7)

Differentialquotient

= f'(xg) + 0o(1),t - 0

< lim
t—0

beachte:

o f differenzierbar (diffbar) in z¢ < Differentialquotient existiert in zg

o Gleichung (7) nicht erkldrt im Fall von n > 1
Interpretation fiir m > 1:
f/(x0) heiit Tangentenvektor an die Kurve in f(xg). Falls f nicht diffbar in z¢ bzw. zo Randpunkt

in D und ist f(xo) definiert, so betrachtet man in Gleichung (7) auch einseitige Grenzwerte (vgl.
Definition 78).

ltlfgl w = f/(zo) heifit rechtsseitige Ableitung von f in z( (falls existent), analog ist ltlTrg
die linksseitige Ableitung f/(xo).
3) n=m=1: f: DCR — R (vgl. Schule)
f'(zo) € R ist Zahl und Gleichung (7) gilt (da Spezialfall von Punkt 2)).
Beobachtung: Punkt 2) gilt allgemein fiir n = 1, nicht fir n > 1!
Folgerung 17.3
Sei f: D C K — K", D offen. Dann:
[ ist differenzierbar in 2o € D mit Ableitung f’(z¢) € L(K, K™)
& 3f'(ro) € LK, K™) : lig LTV ZIE0) _ pri ®)
y—0 Yy
alternativ: lim @) = flao) = f'(xg)
T—To T — X

17.2. Einfache Beispiele fiir Ableitungen

m Beispiel 17.4 (affin lineare Funktionen)
Sei f: K™ — K™ affin linear, d.h.

flz)=A-x24+a Vre K" mit Aec L(K",K™), a € K™ fest
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17. Ableitung Kapitel V: Differentiation

Dann gilt fiir beliebiges x¢g € K™:

fl)=A -x0+a+ Alx — x9)
= f(xo) + Az — z0)
4 f ist diffbar in 2o mit f'(z¢) = A
Insbesondere gilt fiir konstante Funktionen f'(xg) =0

Yy
4l — 2z
---2
,,,,,,,,,,,,,,, 20,, e
‘ T
—4 -2 2 4
L9 |
41

m Beispiel 17.5 (quadratische Funktion)
Sei f:R"™ — R mit f(z) = |z|?
fiir beliebiges x¢ gilt:

= f(x) = f(zo) +2( 2m9 ,x— o) + |& — xo|?
Ableitung o(|z—x0])
= f ist differenzierbar in zg mit f’(x¢) = 20, offenbar ist f’ stetig, also f € C1(R™)

2
[/

4| |z

Jo|--- 2z
/
7/
/
24 /7
/7
/
/
/| x
—4 -2 )/ 2 4
/
/
Lol
/
/
7/
/
/
’ 74 1

m Beispiel 17.6 (Funktionen mit htherem Exponent)
Sei f: K — K, f(x) =2 keN.

E=0: f(x) =1Vx = f'(x9) =0 Vo € C (vgl. Beispiel 2.4)
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17. Ableitung Kapitel V: Differentiation

k> 1: Es gilt
k
K\ ki _
(I0+y)k§:< oy =al kel g+ o), y = 0

beachte: gilt in C und R.

! Yy I .
\ 3
o4t / £
\
\ ! - 322
! I
! I
\
\ 24 /’
! /
' /
\ /
‘ N X
—4 -2 2 4
—2 4
4

m Beispiel 17.7 (Exponentialfunktion)

f:K— K mit f(z) =¢€"
mit Differentialquotient = f ist differenzierbar mit f'(x¢) = e® = f € C1(K)

i ¢
2 £
/,// z
4 -2 2 4
—2 4
—4 +

m Beispiel 17.8 (Betragsfunktion)
f:R™ > R mit f(z) = |z]
f ist nicht differenzierbar in xg = 0, denn angenommen, f’(zy) € R™ existiert und fixiere y € R,

lyl =1

= [tyl = 0+ (f'(0),ty) + o(|t]), t = O

=t#£0= % = (f'(0),y) + @ = +1 = feste Zahl in R, — 0 = * = Behauptung

Folglich: f stetig in zy % f differenzierbar in xg, das heifit Umkehrung von Satz 2.2 gilt nicht!
Hinweis: Es gibt stetige Funktion f: R — R, die in keinem Punkt z diffbar ist (siehe Hildebrand,

Analysis 1 S. 192 oder Konigsberger Analysis 1, Kap. 9.11)
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17. Ableitung Kapitel V: Differentiation

Yy
4
2 4
‘ x
—4 —2 2 4
72 1
—4 1

Satz 17.9 (Rechenregeln)

Sei D € K" offen, f,g: D — K™, A\: D — K diffbar in g € D

= (f£9):D— K™ (XA f):D— K™ (f g):D— K sind diffbar in o € D und § : D — K
ist diffbar in xg, falls A(xg) # 0 mit

a) (f=£9g)(x0) = f'(x0) £ ¢'(x0) € K™

b) (A ) (zo) = M=o) - f'(z0) + f(20) - N (x0) € K™
¢) (f-9)(z0) = f(z0)" - ¢'(20) + g(z0)" - f'(20) € K™*™
d) (%) u'(wo)-/\(Zf;gﬂigo))\’(xo)

Beweis.  + f(z0) + g(xo) + (' (20)) (= — 20) £ (¢'(w0))(z — w0) + (| — o) = £(z0) + glao) + (f'(0) +
g'(a:o)) (z — o) + o(]x — x0|) = Behauptung

o A@)f(x) = (Mzo) + X (z0)(z — o) + 0|z = zo])) - (f (o) + ' (x0) (& — w0) + (| — 2—])) = A(wo) f(x0) —
(X(:Bo)f(mo) + )x(xo)f'(aro))(m — x0) + o(Jx — zo|) = Behauptung
e analog

o zeige (%)/ (z0) = — i‘;g‘)}%, Rest folgt mit f = p

1 1 _ Aezo)=M=) . _  =A(z0)
o)~ Ny = % =..= (Wf)of) (z — x0) + o(|]x — zo|) = Behauptung O

m Beispiel 17.10
Sei f:De K" — K™ ce K, f diffbar in zg € D

200 (c- f)=c- f'(x0) (da ¢ konst. Funktion D — K)
m Beispiel 17.11 (Polynom) .
Sei f: K — K, Polynom f(z) = _ a;z!
1=0
k
= f diffbar Vog € K mit f'(zo) = 3. lajzh
I=1

m Beispiel 17.12
Sei f = % rationale Funktion auf R (d.h. f1, fo : K — K Polynom)
= f ist diffbar auf K \ {Nullstellen von fs}
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m Beispiel 17.13 (Sinus und Cosinus)
sin,cos : K — K (R bzw. C) Vzo € K.

Denn: ) ) _ )
siny e%¥W—e % 1 e —1 e W—-1 y—0
= - =;- - + -
Y 24y 2 1y -y vgl. (77)
folglich
o o 2
lim sin(zo +y) — sin(o) = lim = cos (on + y) - sin (E)
y—0 Y y—0y 2 2

2
-ty o (2) e+ )

=cosxyg Vrg€e K

Analog fiir den Kosinus.

4 sin(xz) 41 — cos(z)
- - - cos(z) --- —sin(x)
2 2
. 7 . ‘ x 7 L ///x
4 N2 E N N
-2 —2
—4 —4

17.3. Rechenregeln

Definition

Sei f: D C K™ — K™, D offen.

Falls f diffbar in allen zy € D, dann heifit f differenzierbar auf D und Funktion f’ : D —
L(K™, K™) heiit Ableitung von f.

Ist zusétzlich Funktion f': D — L(K™, K™) stetig, dann heifit Funktion f stetig differenzierbar
(auf D) bzw. C'-Funktion (auf D).

CYD,K™):={f: D — K™| f stetig diffbar auf D}
m Beispiel 17.14
a) f(z)=a2"Vx € R, k € Nxg

= fl(x) =k -2*"1Vz eR

= offenbar stetige Funktion

= f e CHR,R)

b) f(z)=e"VxeC
= f/(x) = e® Va € C stetig
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= feCYC,C)

c) f(z)=|z|* Vz € R"
= f(z) = 2z Vz € R™, offenbar stetig
= f e CYR",R)

m Beispiel 17.15
Sei f:R — R mit f(0) =0, f(z) =x? - sin (1) Vz #£ 0.

4 ”y — a2 -sin(2)
2 £
‘ z
—4 -2 2 4
—9 1
4
Wegen
x? . sin L ]
| q;l S |1,| z#0 0
||
folgt

f(@) =o(|z]),z =0
= f(z)=f0)+0-(x—0)+o(z—0|),z =0
= f diffbar in = 0 mit f/(0) =0

Rechenregeln liefern x # 0:

1 1
f/(x):onSin;fcos; Vo #0

Fir xy := ﬁ gilt:

1 1
lim 2z -sin— =0, lim cos — = +1
k— o0 Tk k—o0 Tk
= lim f/(x) existiert nicht
z—0

= f ¢ C'(R,R),

d.h. Ableitung einer stetigen Funktion muss nicht stetig sein.

Man beobachtet:
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o Gleichung (1) bzw. 7?7 sind hiufig ungeeignet zum Bestimmen von f’(x¢)
o Gleichung (8) ist durchaus niitzlich fir konkrete Fille im Fall n = 1
— Strategie: Zuriickfithrung auf einfachere Félle durch Rechenregeln und Reduktion

Folgerung 17.16
Seien A, p: D — K diffbar in 29, D offen und A(zg) # 0
= (%) : D — K diffbar in xg mit

(5 -

Beweis (Folgerung 2.16). Setzte in Satz 2.9 f = p (d.h. m = 1) und betr. Produkt % - p.

A(zo) - 1 (z0) — p(o) - N (w0)

1
)\(xo)2 c K Xn

Satz 17.17 (Kettenregel)

Sei f:DC K" - K™, g:Dc K™ — K', D,D offen, f diffbar in zy € D, g diffbar in f(z) € D

= go f: D — K diffbar in 2o mit (go f)' = ¢'(f(x)) - f'(x) (€ K*™)

Bewets.

(g0 (@) =g(f(2)) = g(F(w0)) +g'(F (0))(f () — f(w0)) + o(|f () — F (o))
= (g0 f)(x0) +g'(f(x0)) - f(wo)(x — w0) + o]z — xo])
= Behauptung

m Beispiel 17.18 (z im Exponenten)
R =R, f(z) =da" (a € R>g, a # 1). Offenbar a® = (eln“)gc = e¥lna

= f(z) = g(h(x)) mit g(y) = €Y, h(z) =2 -Ina = ¢'(y) = e¥, V' (z) =lna = f'(z) =e*M%.Ina =

a®-Ina
Yy ;
o |7
---2%.1n(2)
2t /7
”#,,/’/ T
—4 -2 2 4
_9
4

m Beispiel 17.19 (Logarithmus)
f:Rso— R mit f(z) =log, x, a € Rygund a # 1, g € Ryg
mit y = log, x, yo = log, xo ist x — x¢p = a¥ — a¥°
Differentialquotient = f'(z) = ——, also f € C'(Rx)

z-lna’

Spezialfall: (In(z)) = 1 vz >0
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4 4LZ{\ 710g21($)
‘\ ) z-In(2)
2{
‘ -z
g2 2 1
\\7\2 i
4]

m Beispiel 17.20
Sei f:Rso = R, f(zx)=2" (r eR)

Wegen 2" = e"1"% liefert Kettenregeln (analog zu Beispiel 2.18)

[Inx T
R A L R
f(@o) = o s =TTy
Spezialfall: f(z) = L = f'(z) = — &~

Zu Beispiel 2.15:

2

1 1 1
f/(z) =2z -sin — + z? - cos — - (—)
T x

m Beispiel 17.21 (Tangens und Cotangens)

o1
= 2x -sin — — cos —
T

Vag >0

1

T

tan: K\{§ +k-m|keZ} - K,cot: K\{k-m|keZ} =+ K

Quotientenregel

_sin’(x0) cos(zq) — cos(xp) - sin(xo)

tan’(zg) =
(cos(x0))”
2 22 1
0 (o) + sin”(zo) = Vg € Definitionsbereich
cos? () cos?(zo)
1
cot’(zg) = -5 Vzy € Definitionsbereich
sin®(zg)
11 \ 4 Wy | — tan(x) 4| — cot(x)
' \ ! _ 1 o 1
.\ \ | cos?(z) " sin? (x)
\\\ \\\ 2 1 /I/ \\
‘ \Z
_ 2 4
—2 4 //
4 | ’v
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Satz 17.22 (Reduktion auf skalare Funktionen)
Sei f=(f1,.--sfm): D C K™ — K™, D offen, zy € D. Dann gilt:

f diffbar in gy & alle f; diffbar in 2o Vj =1,...,m
Im Fall der Differenzierbarkeit hat man:
fi(zo)
f(zo) = : € Kmxn (10)

fin (o)

® Wenn Sie das néchste mal aus der Disko kommen, zuviel getrunken haben und den Namen ihrer

Freundin nicht mehr kennen, sollten sie sich daran aber noch erinnern: ©®

» Bemerkung 17.23
Mit Satz 2.22 kann man die Berechnungen der Ableitungen stets auf skalare Funktionen f : D C

K™ — K zuriickfithren. Die Matrix in Gleichung (10) besteht aus m Zeilen f}(x) € K™,
m Beispiel 17.24
Sei f: R — R? mit

t - cos(2mt cos(2mt) — t - sin(2xt) - 27
i) = (2mt) | () = (2mt) (2mt) € R,
t - sin(2mt) sin(27t) + ¢ - cos(2nt) - 27

und f'(0) = (o), f'(1) = (30)-
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Lemma 17.25
Sei f = (f1,f2): D C K" = K¥ x K!, D offen, zo € D.

Funktion f ist diffbar in ¢ genau dann, wenn f; : D — K* und f, : D — K! diffbar in xg.

Im Falle der Differenzierbarkeit gilt

fiao) = [ A0 & gtk (1)

f3(x0)

Hinweis: Da K* x K! mit K**! identifiziert werden kann, kann man f auch als Abbildung von D

nach K*+! ansehen. Dementsprechend kann die Matrix in Gleichung (11) der Form

(k x n) Matrix

(I x n) Matrix

auch als ((k + 1) x n)-Matrix aufgefasst werden.

Beweis.
»2= Man hat
f(@) = f(wo) + ['(x0) - (& — o) + R(x) - (z — m0), R(x) =0 (12)
da f'(z0), R(z) € L(K™, K* x K*)
= f'(z0) = (A1, A2), R(z) = (Ra1(z), Ra()))
mit Ay, Ri(x) € L(K™, K*), A2, R(z) € L(K™, K")
L fi(@) = fi(wo) + Ay - (¢ — w0) + By (@) — o), Rj(w) 20 (13)
= f; ist diffbar in zo mit f;(zo) = A;, j = 1,2
= Behauptung
= (es gilt auch (13) mit A; = f(z0))
Setzte
A fi(z) R() = R (x)
f5(x) Ra()
LA, R(x) € LK™, K* x K')
MEHTRE ) = Flao) + Al — 30) + R(@)(@ — 30), R(z) 220 0
= f diffbar in zo und (11) gilt. m

Beweis (Satz 2.22). Mehrfache Anwendung von Lemma 2.25 (z.B. mit k =1,l=m —jfirj=1,...,m—1)0
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18. Richtungsableitung und partielle Ableitung

Sei f:DC K" — K™, D offen, x € D.
Ziel: Zuriickfithrung der Berechnung der Ableitung f(z) auf die Berechnung der Ableitung fiir Funk-
tionenf:DCK—>K

¢ Reduktionssatz = man kann sich bereits auf m = 1 einschranken

o fiir Berechnung der Ableitung von f ist neben den Rechen- und Kettenregeln auch der Diffe-

rentialquotient verfiighar
Idee: Betrachte f auf Geraden t — x+t-z durch z = skalares Argument ¢, ¢t € K = Differentialquotient.
Spezialfall: z = e; = Partielle Ableitung

Definition (Richtungsableitung)
Sei f:DC K™ — K™, Doffen, x € D, z € K™.

Falls a € L(K, K™) (2 K™) existiert mit
fla+t-z)=f(x)+t-a+o(t), t >0, t €K, (1)

dann heifit f diffbar in « in Richtung z und D, f(x) := a heifit Richtungsableitung von f in z in
Richtung z (andere Bezeichnungen: f(x;z), 0, f(x), %(m), of(x,2), ...)

» Bemerkung
o Wegen B.(z) C D fiir ein € > 0 existiert £ mit x +t-2z € D Vt € B:(0) C K

o f'(x;0) existiert offenbar stehts fiir z = 0 mit f/(z;0) =0

Satz 18.1
Sei f:DC K™ — K™, D offen, x € D, z € K". Dann:

f diffbar in z in Richtung z mit D, f(z) € L(K, K™)

& fiir (t) = f(x +t - 2) existiert ¢'(0) und D, f(z) = ¢'(0) (2)
& %g% fla+t :) — =) =a (€ L(K,K™)) existiert und D, f(z) = a (3)

m Beispiel 18.2
Sei f:R? — R mit f(z) = 2% + |xa|. Existiert eine Richtungsableitung in z = (z1,0) in Richtung
z=(21,22)7
Sei p(t) = flz +1t-2) = (w1 +t-21)° + [t 22| = 27 + 2t w121 + 2] + [t] - |22
——

=p1(t) =p2(t)

= ©](0) = 2- 212 existiert Vo, 2z € R
©5(0) = 0 existiert nur fiir zo = 0 (vgl. Beispiel 2.8)
= ¢1(0) = 2z 27 existiert nur fir x1, 21 € R, 20 =0

&l Richtungsableitung von f existiert fiir alle = (21,0) nur in Richtung z = (z1,0) mit D, f(z) =
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21’121

Frage: Existiert D, f(z) Vz, falls f diffbar in z?

Satz 18.3
Sei f: D C K" — K™, D offen, f diffbar in z € D.
= Richtungsableitung D, f(z) existiert Vz € K™ und

D.f(z) = f'(z) -z (€ K™ (4)

Hinweis: Richtungsableitung ist linear in z!

Beweis. f diffbar in z
= fly)=f@) + (@) y—2)+olly—=z|),y—>a

L fattz) = fla) 4t f/(x) -2+ o(t), t — 0
<:1>> Behauptung O
m Beispiel 18.4
Betrachte f : R® — R mit f(z) = |z|? V&
a) Es gilt

n

n
o(t) = |z + t2* = Z(Cm +t2)? = Zx? + 2ta;z; + 227
i=1 i=1

n
= ¢'(t) = Z 2wz + 227
i=1

n
& ©'(0) = Zinzi =2(x,z) =D, f(x) Vz,zeR"
i=1
b) Beispiel 2.5 liefert f/'(z) = 2z Vz € R™
& D.f(z) =2z -2=2x,z2) Ve,z € R"
folglich gilt: |z| = 1 und x € R™ fest
e D.f(z) =02 lz

e D, f(z) =maximal (x fest) & z = ﬁ

T

18.1. Anwendung: Eigenschaften des Gradienten

Definition (Niveaumenge)
Sei f: D CR™—= R, D offen, f diffbar in x € D.

Ne:={y e D| f(z) = f(y)} heiBt Niveaumenge von f firr z € R.
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18. Richtungsableitung und partielle Ableitung Kapitel V: Differentiation

Definition (Tangentialvektor)
Sei v : (—=6,0) = N (6 > 0) Kurve mit (0) = 0, ~y diffbar in 0.

Ein z € R\ {0} mit z = ~4/(0) fiir eine derartige Kurve 7 heifit Tangentialvektor an N¢ in .

Offenbar gilt
p(t) = f(r(t) = ¢
= ¢'(0) = f'((0)) -v'(0) =0
= Do) f(x) = (f'(x),7(0)) =0 5)

Satz 18.5 (Eigenschaften des Gradienten)
Sei f: D CR™— R, D offen, f diffbar in x € D. Dann:

1) Gradient f’(z) steht senkrecht auf der Niveaumenge Ny(,), d.h. (f'(z), z) = 0 V Tangential-

vektoren z an Ny(;) in @
2) Richtungsableitung D, f(x) = 0 V Tangentialvektoren z an Ny, in =
3) Gradient f(x) zeigt in Richtung des steilsten Anstieges von f in x und |f’(z)| ist der steilste

Anstieg, d.h. falls f/(z) # 0 gilt fiir Richtung 2 := &:Ei;‘

D;:f(x) =max{D,f(z) €R | z € R" mit |z| =1} = |f(z)|
(beachte: EUKLIDische Norm wichtig!)

Beweis.
1) folgt direkt aus (5),(4)

2) analog oben
3) fiir |z| =1 gilt
D.f(z) = (f'(2),2) = | (@)|(%, 2)
GO

<1f @Il = If (@) = 20D (@), 2) @ D2 f(a)
= Behauptung |

Feststellung: fiir f: D C K™ — K™: die lineare Abbildung f/(z) : K™ — K™ ist durch Kenntnis fiir
n linear unabhéngige Vektoren bestimmt

4
108 f'(z) eindeutig bestimmt durch Kenntnis von

D, f(z) = f'(z)-ej (€ K™ ") fiir j=1,...,n

Definition (partielle Ableitung)
Sei f: D C K™ — K™, D offen, x € D (nicht notwendigerweise diffbar in z).

Falls Richtungsableitung D, f(z) existiert, heiBit f partiell diffbar beziiglich x; im Punkt x und
D., f(x) heiit partielle Ableitung von f beziiglich x; in x.

Schreibweisen: 2 f(x), 2L (z),D; f(2), fu, (2), ...

’ 8$j

Wegen f(x +te;) = f(z1,...,2j-1,2; +¢,Tj41,...,2,) liefert Satz 3.1:
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Folgerung 18.6
Sei f: D CR™— K™, D offen. Dann:

13}
f ist partiell diffbar beztiglich z; in = mit Ableitung Bre f(x)
Ty

o lim flei, 21,25, 41, - Tn) — @1, .0, 25,00 2p) _ 4 existiert (©)
t—0 t
0
d — —
un oz, fl@)=a
» Bemerkung 18.7
Zur Berechnung von 6%7» f(z) differenziert man skalare Funktionen
z; = f(x1,...,25,...,2p) (dh. alle 2, mit k # j werden als Parameter angesehen).
m Beispiel 18.8
Sei f:R3 — R mit f(x1, 72, 23) = 23 sinwy + €371, damit
aimlf(x) = 2x;sinxg — e aixg = f(z) = 22 cosxo aing(m) =¥
Folgerung 18.9
Sei f:DC K*™ — K™, D offen, f diffbar in x € D
" 0
= sz(x):szan(sc) Vz=(z1,...,2n) €R (7
j=1 J
Beweis. (4) liefert
, , n n , n a
Dof(@)= @) 2=F(@)) zes =)z (['@)e) =) zg-@) O
j=1 j=1 j=1
m Beispiel 18.10
Sei f:R"™ — R mit f(x) = |z]? = Z;-lzl xf f ist diffbar nach Beispiel 3.4
— a%jf(glc) =2z;und j=1,...,n
O D.f(x) =37, 225 - zj = 2(z, 2) (vgl. Beispiel 3.4)
Theorem 18.11 (Vollstindige Reduktion)
Sei f=(f1,.-.sfm): D C K™ — K™, D offen, f diffbar in z € D. Dann:
1(z) o fil@) ... = fi(@)
0 (a) . (b) 0 0 (c) . . mxn
= . = _— e, —m = ° . K 8
r@@| i | 2(t@ e o ta) . e )
m () oo fm(@) ... 5o fm(2)

JACOBI-Matrix

» Bemerkung 18.12
Falls f diffbar in z, dann reduziert Theorem 3.11 die Berechnung von f’(x) auf Ableitung skalarer
Funktionen f: D Cc K — K.

Beweis (Theorem 3.11).
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zu a) Satz 2.22
zu b) Benutze f'(z) -z = D, f(x) und Folgerung 3.9

.
zu c¢) Entweder %f(x) = (%fl(x), ey %fn(x)) oder fj(z) = (a%lf]-(x), ey %fj(m)), sonst analog zu
b) O
|[Frage] Gilt die Umkehrung von Theorem 3.11 (Satz 3.3), d.h. falls alle partiellen Ableitungen a%j f(z)

bzw. alle Richtungsableitungen D, f(x) existieren, ist dann f diffbar in 7 Nein!

m Beispiel 18.13
Betrachte f : R? — R mit

2
%7 Z1 #O
flxr,22) =™
07 T =

Berechne Richtungsableitungen in z = 0 mittels (3).

D-£(0) = Hm =
= D.f(0)=1 Pz _ % Vz = ( YER? 2=0
SOy T T e el e s

Betrachte moglicherweise problematische Richtung z = (0, z2)

.0
D(O,Zg)f(o) = 111’I1 -=0

t—0 t

= D, f(0) existiert Vz € R?

N‘H

aber ist f uberhaupt diffbar? lirr%)f (57 ) = lim =1 # 0= f(0)
- n—

1
n n—0

3
3
N“

= f nicht stetigin z =0 Satn 23 f nicht diffbar.

Ausblick: Sind alle partiellen Ableitungen % fj(z) stetige Funktionen in x € D
= f diffbar in z und Gleichung (8) gilt.

18.2. R-differenzierbar und C-differenzierbar

Sei f: D C K™ — K™ ist diffbar in 2y € D, D offen
& eine k-lineare Abbildung A : K™ — K™ existiert, die die Funktion f in zg ,lokal approximiert®.

— man miisste eigentlich genauer sagen: f ist k-diffbar in 2y wegen R C C. Jeder VR iiber C kann
auch als VR iiber R betrachtet werden (nicht umgekehrt!) und jede C-lineare Abbildung zwischen C-VR

kann auch als R-linear betrachtet werden
= jede C-diffbare Funktion f: D C C™ — C™ ist auch R-diffbar.

Die Umkehrung gilt i.A. nicht!
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m Beispiel 18.14
Sei f:C— Cmit f(z) ==z

a) f ist additiv und f(tz) =t f(z) ¥Vt € R.
= f ist R-linear.
Wegen f(z) =2z =29+ 2z — 20 = f(20) + f(2 — 2z0) + 0 folgt: R-diffbar in 2y VZ — 0 € C mit
R-Ableitung f'(z9) =1

b) Angenommen, f ist C-diffbar in zg € C.
20+ 2-2 z

= f'(20) = lir%
z—
= f nicht C-diffbar

= lim £ = +1 = # (Grenzwert existiert nicht)
2—0 #

Definition (R-differenzierbar)
f:DC X =Y, D offen, (X,Y) = (R",C™) bzw. (C*,R™) oder (C",C™) heift R-diffbar in
2o € D, falls (1) im Abschnitt 2 gilt mit entsprechender R-linearer Abbildung A : X — Y gibt.

beachte: falls X oder Y nur VR iiber R, dann C-diffbar nicht erklart.

Spezialfall: Sei f: D C C — C, D offen, zy € D. Vergleiche R-diffbar und C-diffbar:

Sei f R-diffbar in 2y, d.h. es existiert eine R-lineare Abbildung A : C — C mit

P04+ 2) = f(0) + A 5+ o212, = — 2 9)
fir z=x, z€eR: A1) = hi% Fzo+ m; — /(o) =: fu(20)
Tz€R
fir z =iy, y e R: A(i) = 513% flzo + Z?;) — /(z) =: fy(20) (10)
yER

Nenne f;(20), fy(20) partielle Ableitung von f in zp. Sei f C-diftbar in z, d.h.

f(z0 +2) = f(20) + f'(20) -z + o(|z])
NI

eC

B 1(20) = fulz0) = —ify (x0) (11)

Satz 18.15
Sei f: D CC — C, D offen, 2y € D. Dann:

f C-diffbar in z9 < f R-diffbar in zp mit f;(2) = —ify,(20) (12)

Bewets.

.= vgl. oben (11)
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»<=“ mit z = x + sy liefert (9)

(20 + 2) = £(20) + Az + i) + of|2]) = f(z0) + z - A1) + yA() + o(|2])
— f(20) = folz0)z + fy(20)y + 0(12) 2 f(20) + fu(20) (@ + i) + o(|2])
= F(20) + fa(20) -2+ o(|2])

N——~

::f/(zo)EC als C-Ableitung

18.3. Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen

Identifiziere f : D € C — C mit f: D € R? — R? gemi z = 2 4+ iy = (Z), f(z) = u(z,y) + iv(z,y) =
(uz) = f(z,y)
Lineare Algebra: A:C — C linear & Jw € C: Az =wz Vz € C

- - a b
A:R? - R? R-linear & A = € R2*2 beziiglich Standardbasis.

c d

Lemma 18.16
Sei A : C — C R-linear. Dann:

A ist auch C-linear, d.h. Jw = a +if: Az =wz Vz € C

a —f T
< Ja,ER: Az +iy) = Vz,y € R

B« y

Beweis. Selbststudium O

Somit: C-lineare Abbildung A : C — C entspricht spezieller R-linearen Abbildung R? — R?2

Definition (Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen)
Falls R-diffbar in zq liefert (11)

Jz(20) = uz (20, y0) + vz (20, Y0), Jy(20) = uy(wo,y0) + ivy (0, yo)
folglich

uz (2o, Y0) = vy (20,
Gleichung (12) < (70,90) = vy(0, %0) (13)

uy (2o, Yo) =—vz(Z0, Yo)

CaucHy-RIEMANN-Differentialgleichungen

Somit: C-lineare Abbilung z — f/(zo) entspricht R-linearer Abbildung
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Hinweis: C-diffbare Funktionen f: D C C — C werden in der Funktionentheorie untersucht.

Es gilt z.B. f C-diffbar auf D = Ableitung f’ : D — C auch C-diffbar auf D = f beliebig oft diffbar
auf D!
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19. Mittelwertsatz und Anwendung

Definition (Maximum, Minimum)
Wir sagen, f: D C R™ — R besitzt Minimum bzw. Maximum auf D, falls eine Minimalstelle bzw.

Maximalstelle ¢y € D existiert mit
f(xo) < f(x) f(@) = f(z) Ve D (1)
f hat ein lokales Minimum bzw. lokales Maximum in z¢ € D falls
Je > 0: f(zo) < f(x) flxo) > f(x) Va € Be(zo N D) (2)

Hat man in (1) bzw. (2) fiir z und z ,,<“ bzw. ,>“, so sagt man strenges (lokales) Minimum bzw.

Maximum.
Hinweis: Es gilt:
f hat Minimum auf D ek Abschnitt 3 min{f(z) | x € D} existiert (das heifit,

inf{...} wird angenommen)

Analog fiir Maximum.

Theorem 19.1 (notwendige Optimalitdtsbedingung)
Sei f: D CR”™ — R, D offen, f sei diffbar in x € D und habe lokales Minimum bzw. Maximum

in zg. Dann:

f'(wo) =0 (€ R™™) 3)

» Bemerkung 19.2
e Theorem 4.1 ist neben dem Satz von Weierstrall (Theorem 3.3) der wichtigste Satz fiir Op-

timierungsprobleme, denn (3) dient der Bestimmung von ,Kandidaten® fiir Minimal- und

Maximalstellen.

¢ (3) besagt, dass die Tangentialebene an den Graphen von f in (zg, f(z¢)) horizontal ist.

Beweis. Fiir Minimum (Maximum analog) fixiere beliebiges z € R"™.

D offen
= 36>0:z0+t-z€ DVte (-6,0)
f diffbar in ¢, Minimum in zg

0< flzo+t-2)— f(wo) =t f'(20)-2+o0(t),t =0

=
= 0< f(a0) -2 +o(1)
22 0< f(z0) 2 Vz ER™
£ f'(z0) 2 =0VYz€eR"
= f'(x0)=0 O

Einfache, aber wichtige Anwendung;:
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Satz 19.3 (Satz von Rolle)
Sei f : [a,b] € R — R stetig, —0o < a < b < o0, f diftbar auf (a,b) und f(a) = f(b).
= 3 € (a,b): f(§) =0

Beweis. f stetig, [a,b] kompakt
Theorem 3.3 dz1, 22 € [a,b] : f(z1) < f(z) < f(z2) Vo
o Angenommen, f(z1) = f(z2) = f(a) = f konstante Funktion = f'(£) =0 V€ € (a,b)
o Andernfalls sei f(z1) < f(a) = € :=xz1 € (a,b) (&) =0
o analog f(z2) > f(a) 0

Theorem 4.1
e

Definition (abgeschlossenes, offenes Segment)

Setze fur z,y € K™

o [z,y] ={x+tly—x) € R" |t € [0,1]} abgeschlossenes Segment (abgeschlossene Verbin-

dungsstrecke)

o (z,y):={x+tly—z)€eR™|t e (0,1)} offenes Segment (offene Verbindungsstrecke)

Theorem 19.4 (Mittelwertsatz)
Sei f: D CR"™— R, D offen, f diffbar auf D und seien z,y € D mit [z,y] C D. Dann

*

I € (z,y): fly) — fl@)=f(©)" (y—2) (4)

» Bemerkung 19.5
o Fiir n =1 schreibt man (4) auch als

y—x
o Der Mittelwertsatz (MWS) gilt nicht fiir C oder m # 1.
o Theorem 4.4 gilt bereits fiir D C R™ beliebig, f stetig auf [z,y] C D, f diffbar auf (z,y) C
int D.
Beweis. Setzte o(t) = f(z +t(y — x)) — (f(y) - f(a:))t vt € [0, 1]
Ldifibay 2 [0, 1] — R stetig, p(0) = ¢(1) = f(x)

o diffbar auf (0,1) (verwende Kettenregel) mit
)= fz+tly—=) - (y—=) - (fly) - f(=)) (5)

Lty - f@) = Fla+rly—2) - (y—a)
~————

=:¢€(z,y)

= Behauptung O
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Satz 19.6 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz in R)
Seien f,g: [z,y] C R — R stetig und diffbar auf (z,y) (z,y € R, z < y). Dann

e (z,y): (fly)— f(@) g€ = (9(y) — g(x)) f'(€)

= Behauptung O

Frage: Der MWS gilt fiir m = 1. Was ist bei m > 17

Folgerung 19.7
Sei f=(f1,...,fm): D CR™ = R™, D offen, diffbar auf D, [z,y] C D. Dann

fi(&)

Hglaagme(way)f(y)_f(x): . (y—fl?) (6)
Fn(&m)

Beweis. Gleichung (6) ist dquivlanet zu m skalaren Gleichungen

Fiy) = fi(@) = fi(&) - (y—2), j=1,...,m
und diese Folgen direkt aus Theorem 4.4 fir f; : D — R. d
Frage: Ist in (6) auch & = ... =&, moglich? Im Allgemeinen nein.

m Beispiel 19.8
Sei f:R — R? mit f(z) = ($7) vz € R.

Angenommen, 3¢ € (0,27) : f(27) — f(0) = f'(§)-(2r —0) =0
= 0=f'(§= (_Sing), d.h.sin =cosé =0

cos&

= /

= & =& in (6) ist nicht moglich.

Ausweg: Fiir m > 1 gilt statt (4) Abschitzung (7), die meist ausreicht und ebenso richtig ist wie der
MWS.

Theorem 19.9 (Schrankensatz)
Sei f: D Cc K™ — K™, D offen, f diffbar auf D. Seien z,y € D, [z,y] C D. Dann

3 € (z,9) : [f (W) = F@ < 1O =) < IOl - |y — =] (7)

beachte: Theorem 4.9 gilt auch fiir K = C.
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Beweis. Sei f(z) # f(y) (sonst klar). Setzte v := % € K™, offenbar |v| = 1.

Betrachte ¢ : [0,1] — R mit ¢(¢) := Re(f(z + t(y — x)),v) Da f diffbar, gilt

(flz+sy—2)),v) = (flz+tly—2),v) + (F@+tly—2) (s =)y —=),v)+olls —t| - [y —xl), s > ¢

=o(|s—t|)
und damit ist auch ¢ diffbar auf (0,1) mit
¢'(t) = Re(f'(x +t(y — @) - (y —x),v) VEeE(0,1)
Theorem 4.4 liefert: 37 € (0,1) : (1) — p(0) = (1) (1 =0)
=NRe(f(y)—f(2),v)
S () - £(@)] = Relf(y) — F@),v) = (1) — ¢(0) =Re(£/() - (y = ),v)

<FE) - (=)o) <IFE) - (y—2)] - |o]

=1

<IF @Iy — |

Wiederholung: M C K™ heifit konvex, falls [z,y] C M Va,y € M

Satz 19.10 (Lipschitz-Stetigkeit)
Sei f: D C K™ — K™, D offen, f stetig diffbar auf D. Sei M C D kompakt und konvex. Dann

f) —f@)| <L-ly—z| Ve,yeM (8)

mit L = rgna],\); I/ (&) < 400, d.h. f ist LIPSCHITZ-stetig auf M mit LipscHITZ-Konstante L.
€

» Bemerkung 19.11
Wegen || f/(&)]| < |f(€)] (vgl. 7?7) kann man in (7) und (8) auch |f’(y)| benutzen.

M konvex

Beweis. Seien z,y € M —— [z,y]| C M

f'+M — L(K"™, K™) stetig, M kompakt
Lo b I/ (€)] besitzt Maxium auf M und die Behauptung folgt aus Theorem 4.9. O

bekanntlich: f(z) = const Vo = f'(x) =0

Satz 19.12
Sei f: D C K" — K™, D offen, und zusammenhéngend.

f diffbar auf D mit f'(z) =0Vex € D = f(z) = const Vo € D.

Beweis.

. . Theorem 3.11 .
1. e D offen, zusammenhédngend, K™ normierter Raum =———= D bogenzusammenhangend

o Wiéhle nun z,y € D = 3¢ : [0,1] — D stetig, ¢(0) =z, ¢(1) =y
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o D offen = V¢ € [0, 1] existiert r(t) > 0: By (¢(t)) C D
« Nach Satz 3.1 ist ([0, 1]) kompakt und {B, (¢(t)) | t € [0,1]} ist offene Uberdeckung von ([0, 1])
= existiert endliche Uberdeckung, d.h. 3t1,...,t, € [0,1] mit ([0,1])) € |  Bue (0(ts)).
_

i=1,...,n

2. Falls wir noch zeigen, dass f konstant ist auf jeder Kugel B,(z) C D ist, dann wére f(x) = f(y)

Ly bel Behauptung.

3. Sei By(z) C D, z,y € Br(2)

=R S ) = F@)] <Oy — 2l =0
=0

= f@)=[{)
Zabey f konst. auf B,(z) O

m Beispiel 19.13
Sei f: D =1(0,1)U(2,3) — R diffbar, sei f'(z) =0 auf D

Sats 412 f(z) = const auf (0,1) und (2, 3), aber auf jedem Intervall kann die Konstante anders

sein.

Zuriick zur Frage nach 18.11:

partielle Ableitung existiert =  Ableitung existiert?
Nein! Aber:

Theorem 19.14
Sei f: DC K™ — K™, D offen, x € D.

Falls partielle Ableitung f.,(y), j = 1,...,n fiir alle y € B,.(z) C D fiir ein r > 0 existierten und
falls y — fz,(y) stetig in = fir j =1,...,n
= f ist differentierbar in & mit f'(z) = (fs, (@), ..., fz,()) € K™*"

Beweis. Fixiere y = (y1,...,yn) € Br(0).

Betrachte die Eckpunkt eines Quaders in D: ap = x,ax := ax—1 +yrex fir k=1,...,n

= anp =T+ Y.

Offenbar ¢ (t) = f(ar—1 + texyr) — f(ar—1) — tfz, (an—1)yr stetig auf [0, 1], diffbar auf (0,1) mit

0r(t) = for (ak—1 + teryr)yn — fo, (Qr—1)Yx

Theorem 4.9
= ler(1) —r(0)] = [f(ar) — flar—1) = fay, (ars1)yx| < sup L@ k=1,....,n
te(0,

Es gilt mit A := (fl(:t:)7 e T, (x))
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f@ty) —f@) - Ayl = > flar) = flan-1) = fo, (@)px

k=1

TS ) = ) = o @]

A-Ungl =

oS, 210D = O] o (a)p — for @]

< |y|z sup |f$k (akfl +i- ekyk) - fIk (akfl)‘ + |fIk (akfl) - fzxc ('T)|
te(0,1)

Agngl Iylz Sup | foy (ak—1 + tewyr) — fo, (@) + 2| fay, (ar-1) = fa, (7)]

k=1

y—0
=:p(y)—>0, da part. Ableitung fay, stetig in @

y—0

0 (d-h. R(y) = o(ly))

2% fist diffbar in 2 mit f'(z) = A O

= fle+y) = f(y) + Ay + R(y) mit L < p(y)

19.1. Anwendung des Mittelwertsatzes in R
Satz 19.15 (Monotonie)
Sei f: (a,b) C R — R diffbar, dann gilt:
i) f'(z) >0 (L0) Vz € (a,b) & f monoton wachsend (monoton fallend)
ii) f(z) >0 (<0) Vz € (a,b) = f streng monoton wachsend (fallend)
iii) f'(z) =0 Vzx € (a,b) & f konst.

» Bemerkung 19.16
In ii) gilt die Riickrichtung nicht! (Betr. f(z) = 2® und f/(0) = 0)

Beweis (jeweils fiir wachsend, fallend analog). Sei z,y € (a,b) mit z < y.

L= in i), i), iii)

Nach Theorem 4.4 3¢ € (a,b) : f(y) — (z) = f'(€)(y — =) Z g Lyl Behauptung
L= in 1), iii)
0= f(yy)—:'i(*x) Y%, f'(x) = Behauptung O

Satz 19.17 (Zwischenwertsatz fiir Ableitungen)
Sei f: (a,b) C R — R diffbar, a < 21 < 2 < b. Dann

fl(@) <y < fl@2) = 3% € (21,22) : f1(T) =~

(analog f(z2) < v < f(z1))

Beweis. Sei g : (a,b) - R mit g(x) = f(z) — vz ist diffbar auf (a, b)
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19. Mittelwertsatz und Anwendung Kapitel V: Differentiation

Weierstraf}
B

3% € [z1,z2] mit g(F) < g(z) Yz € [z1, 2]
Angenommen, & = x1

= 0 < 2 225 gl = f (1) =y <0

= #(fiir Minimum: f’(z) > 0)
= x1 < T, analog T < 2

Theorem 4.1 0= g/(i‘) — f’(j) -y = Behauptung (]

Betrachte nun ,unbestimme Grenzwerte* lim % der Form %, 2 wie z.B. lim £ = lim «, lim 32
y—x 9% o0 z—0 T x—0 z—0

Satz 19.18 (Regeln von de I’Hospital)
Seien f, g : (a,b) C R — R diffbar, ¢’(x) # 0 Vz € (a,b) und entwender

i) 1 =0, li =0, od
i} lim f(=) i () = 0; odler

ii) liin f(z) = o0, liin g(z) = 00

Dann gilt:
f'(y) '

im X imM x. und lim 1) = lim ')
Falls 1yla () ERU{xoo} ex. = lyia o) € R U {%o0} ex. und 1yJ,a o) ;_m 70 (9)

(Analoge Aussagen fiir « 1b, x — 400, x — —00)
» Bemerkung 19.19

1) Vgl. Analgie zum Satz von Stolz und Folgen (9.34)

2) Satz kann auch auf Grenzwerte der Form 0- o0, 1°°, 0°, 0o®, 0o — co angewendet werden, falls
man folgende Identitdten verwendet:

e
a-B=+ af =efne a—ﬁza(l—ﬁ)
3 @
Beweis.
zu i) Mit f(a) := 0, g(a) := 0 sind f, g stetig auf [a,b)]
2248 vy e (a,b) I =£&(2) € (a,x) : gég = £:§§; Wegen £(x) — a fir x — a folgt die Behauptung

zu ii) Sei lifn % =:7v € R (v = £oo dhnlich)

Sei o0BdA f(z) # 0, g(z) # 0 auf (a,b). Sei € > 0 fest

= 36>0: i:gg —'y’ <eV¢e€ (a,a+ ) und
[ = i@ | s i@ FO] L re e i
00) —9@) | scears) |90) — 9@ g ‘ T | ¢ Yy l@atd) gl@) #gl)

=0
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19. Mittelwertsatz und Anwendung Kapitel V: Differentiation

Fixiere y € (a,a + ¢), dann f(x) # f(y), g(z) # g(y) Vz € (a,a + 1) fiir ein 0 < §; < § und

f@) _ [ i@ 1= 58
9(z)  9(y) —g(@) 1- LY
ey,

flx) _ f)—f(=)
g(x) 9(y)—g(x)

1) _ tw=t@) | | fw=t)
@ " sw—a@ | T | s 7‘ <2 Vr€(aatd)

= dd2 > 0: 2 < 61 und

<e Vz€(a,a+d2)

@) _
= @ 7‘3

e >0 beliebi% Behauptung

andere Fille:

e x 1 b analog

e x — +o0o mittels Transformation x = % auf y | 0 zuriickfithren

e T — —o0 analog

O
m Beispiel 19.20
lim #22 — 1, denn lim S22 — Jiy 52 —
z—0 z—0 r z—0
4 ”y sin(x)
2 s
‘ Y
—4 -2 2 4
_9 1
41
m Beispiel 19.21 | | . )
limx~ln;v:lim¥:0, denn lim nz) =1 =0
x—0 x—0 = z—0 E) z—0 —2z
4 ,,y — =z - In(z)
2 s
—4 -2 2 4
_9 1
41
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19. Mittelwertsatz und Anwendung Kapitel V: Differentiation

m Beispiel 19.22

. _ . . 2—2coszx) . " 4.20
lim 222622 — 1 denn es ist lim Z=2580) — Jjy Zsinz %20 q
z z—0 (@?) z—0 2%

z—0
beachte: Satz 4.18 wird in Wahrheit zweimal angewendet.

y —4 COS(T
4 e %2()
2 s
/J\
—4 -2 2 4
_9 1
—4 1
m Beispiel 19.23
lim (1+ %)m =e¥ Yy € R mit
Tr—r 00
T y In(14v/=) In + g ! 2
(1+ﬂ) = mn(1+E) = T , lim 7,‘)) = lim —2% __ — lim 7=

(vgl. Satz 13.9)
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20. Stammfunktionen Kapitel V: Differentiation

20. Stammfunktionen

Sei f: DC K™ — K™"™ (2 L(K™,K™))
Frage: Existiert eine Funktion F' mit F’' = f auf D?
Definition (Stammfunktion, unbestimmtes Integral)

F:D C K" — K™ heifit Stammfunktion oder unbestimmtes Integral von f auf D, falls F' diffbar
und F'(z) = f(z) Ve € D

Satz 20.1
Sei F': D C K™ — K™ Stammfunktion von f: D — K™*"™ und sei D C K" Gebiet. Dann:

F ist Stammfunktion von f auf D < F = F +¢ fiir c € K™

Falls f eine Stammfunktion besitzt, dann gibt es eine Menge von Stammfunktionen, die auf einem

Gebiet bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt sind. Fiir eine Stammfunktion schreibt

/fdm bzw. /f(x)dac

Das Symbol steht fiir die Menge aller Stammfunktionen. Man schreibt aber auch

F:/fdx,

falls es eine Stammfuznktion gleich F' gibt.

man auch

Weiterhin verwendet man [ f dz auch als Bezeichnung fiir den Funktionswert F(z) einer Stamm-

funktion F von f. Somit Vorsicht bei der Bezeichnung (vgl. Kontext).

Beweis.
<= Offenbar F diffbar mit F' = F' = f

Satz 4.12
_—5

,= Offenbar F'(z) — F'(z) =0 Vz € D F(z) — F(z) = c fir ein c € K™ O

Sei f,g: D C K™ — K™ ™ D Gebiet, ¢ € K. Dann liefert Satz 5.1 und Differentiationsregeln

/(f:tg)dx:/fdx:t/gdx
/cfdx:c/fd:(:

Falls jeweils die rechte Seite existiert, d.h. f — [ fdz ist in gewisser Weise linear.

Aussage bleibt richtig, wenn D nur offen, wir beschrédnken uns meist aber auf Gebiete.

Betrachte zunéchst den Spezialfall n = m = 1. Sei f : D C K — K, D offen. Die Beispiele zur

Differentiation liefern folgende Stammfunktionen
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20. Stammfunktionen Kapitel V: Differentiation

fir K =R und K =C: fir K =R:
f(z) Stammfunktion F'(x) f(z)  Stammfunktion F'(x)
sinz —cosz a”® ﬁiz
cosx sinx z® 520t (x>0, a e R\ {-1})
er e® 1 In |z| (x e R\ {0})
zk ettt (ke z\{-1}) = arctanz

Strategie: Rechenregeln fiir weitere Stammfunktionen

Satz 20.2 (partielle Integration)
Seien f,g: D C K — K, D Gebiet mit zugehorigen Stammfunktion F,G : D — K.

Falls f - G : D — K Stammfunktion, dann auch (F - g) : D — K mit
/F-gdx:F(x)G(x) —/f-de @)

Interpretation von (2): Es gibt eine Stammfunktion F/’\g von F' - g und eine Stammfunktion f/b
von f -G mit

F-g(z) = F(2)G(x) = - G(2) (2))

» Bemerkung 20.3
(2) kann als Umkehrung der Produktregel betrachtet werden.

Beweis. Sei H: D — K Stammfunktion von f -G
= 45 (F(2)G(z) — H(z)) = F'(2)-G(2)+F(2)-G'(x)—H'(z) = f(z)-G(a)+F(x)-g(z)~ f(X)-G(z) = F(z)-g(z)
= Behauptung g

m Beispiel 20.4

Zeige flnxda: =zxlnx — x auf Ry, denn
(2) 1
Inzde= [l -lnz=z-Inz— [z-—dr=z-lnz—=x
\ﬁ/—’F x
g

m Beispiel 20.5

Bestimme [ z%e”dz.

Es ist

/IQGIdm@:)xzemf/Qxfx
~— —_—

F.g f-G
2
/2$-6$d$(=)2$-6x—/26x dz = 2ze® — 2e*
F.g F.G f-G

= [2%e®dx = 2% — 2xe” + 2e” = e%(2? — 22 + 2)
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20. Stammfunktionen Kapitel V: Differentiation

Satz 20.6 (Integration durch Substitution)
Sei f: D C K — K, D Gebiet, mit Stammfunktion F': D — K und sei ¢ : D — D diftbar. Dann
hat f(¢(.)) - ¢'(.) : D — K eine Stammfunktion mit

/ F(o(@)) - (@) dz = Flp()) 3)

Interpretation: analog zu (2)

» Bemerkung 20.7

(3) kann als Umkehrung der Kettenregel angesehen werden.

Beweis. F(p(.)) ist nach der Kettenregel auf D diffbar mit

m Beispiel 20.8

Bestimme [ 2£ dz auf R

o Offenbar ist 12—21 =L -ln%.

111 141 1
S ) = 5 omy -1 =R [BE g,
X x X X X

Weitere Regeln priift man leicht durch Differentiation:

Satz 20.9
Sei f: I CR — R, I offenes Intervall, f(x) # 0 auf I, dann gilt
f'(z)
de=In|f(z 4
Je= 7@l (@)

m Beispiel 20.10
Betrachte f(x) = tana Vz € I, := (fg +k-m5+k- 7r)7 k € Z. Dann

. !
/tmdz:/w:,/w}mmm
COS T COS T

Wieder der allgemeine Fall: mit f: D C K" — K™*"
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20. Stammfunktionen Kapitel V: Differentiation

Reduktion: Nach Theorem 3.11 kann man sich auf m = 1 beschrianken, d.h. falls

fll flk

fml fmn

reicht eine Untersuchung der Zeilen.
Ziel: Reduktion auf n = 1. Betrachte somit f: D C K™ — K", D Gebiet (m = 1, n beliebig).

Sei F: D C K™ — K Stammfunktion von f = (f1,..., fn)

2L B (2) = fi(z)VeeD, j=1,....n

= z; —» F(z1,...,2j,...,2,) ist Stammfunktion von z; — f;(z1,...,2j,...,z,). Hierbei sind

x; mit ¢ # j als Parameter anzusehen.

= Ist ; = Fj(z1,...,25,...,2,) eine Stammfunktion von z; — f;(x1,...,2;,...,2,), dann
erhdlt man alle Stammfunktionen durch Addition einer Konstanten, die jedoch von den Pa-

rametern abhéngen kann, d.h. durch

zj = Fij(xy,...,x5,...,2n) + 9 (@1, .., Tjo1,Tjq1, ..., Tn) (6)

mit beliebiger Funktion ;. Schliefilich muss gelten

0 o,
D, (Fj(@1, @1, T, - an)) = file) Vigjj=1....n (7)
J
m Beispiel 20.11
azy
Betrachte f : R? — R? mit f(x,y) = (v ist Parameter)
a8 + 12

1) Suche eine Stammfunktion von x — f1(z,y):

F(z,y) = %ny +¢1(y) 1 unbekannte Funktion
—

=Fi(z,y)
2) Suche eine Stammfunktion von y — fo(x,y):

1
F(z,y) = 2%y + gy?’ +@2(x) (p2 unbekannte Funktion)
—_———

Fa(z,y)
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20. Stammfunktionen Kapitel V: Differentiation

3) L F,(ey) = 2 (Aley) +o1(y) 2 falz,y), d.

«
5932 +oi(y) =" +y°
(8)

’ (1%, 2 2
«pl(y)—(l 2)% +y° Vo
Offenbar kann (8) nur gelten, falls rechte Seite unabhingig von z, d.h. fiir « = 2 (fiir a # 2

existiert keine Stammfunktion von f).

g e1(y) = %y?’ + ¢1 (c1 Konstante)

4) analog: F,(x,y) = %(Iig(x,y) + @h(2)) = fi(z,y)

= @) = (e~ 2)ay =70
= pa2(x) = 2 (c2 Konstante)
= F(z,y) = Fi(z,y) + o1(y) = Faz,y) + p2(z,y) = 2y + 35° + ¢, ¢ € R beliebig, sind alle

Stammfunktionen von f (Probe!).

» Bemerkung 20.12

o Mit obiger Strategie wird die Bestimmung einer Stammfunktion auf n = 1 zuriickgefiihrt.
o Nicht alle Funktionen besitzen eine Stammfunktion

Ausblick: In Abschnitt 1 formulieren wir eine notwendige Bedingung in Satz 1.19 (,Integrabilitdtsbedingung®)
fiir die Existenz einer Stammfunktion (die in gewissen Mengen D auch hinreichend ist):
0 0 .
gfz(ff) = %fj(ff) Vi, j,x € D

7 %
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Kapitel VI

Integration

Integration kann betrachtet werden als

o verallgemeinerte Summation, d.h. fﬂ fdx ist Grenzwert von Summen

« lineare Abbildung [ : F — R iiber [*(af + Sg)dz = a [* fdz + 8 [ gda Funktionen, d.h. als
Grundlage benétigt man ein ,Volumen® (Maf)) fiir allgemeine Mengen M C R.

Wir betrachten Funktionen f : D C R™ — RU{+o0}, welche komponentenweise auf f : D C R —

K* erweitert werden kann. Benutze C™ = R2™ fiir K = C.

Vgl. Buch: Evans, Lawrence C.; Gariepy, Ronald F.: Measure theory and fine properties of functions
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21. Messbarkeit Kapitel VI: Integration

21. Messbarkeit

Wir fiihren zunédchst das LEBESGUE-Mafl ein und behandeln dann messbare Mengen und messbare

Funktionen.

21.1. Lebesgue-Maf}

Definition (Quader, Volumen)

Wir definieren die Menge
Q:={I x...x I, CR"|I; C R beschranktes Intervall}

() ist auch als beschrinktes Intervall zugelassen. Q € Q heifit Quader .

Sei |I;] := Lénge des Intervalls I; C R (wobei || = 0), dann heifit
(@)= L] || firQ=T x...xI,€Q (1)

Volumen von @

beachte: v(q) = 0 fiir ,,diinne* Quader (d.h. falls ein |I;| = 0). Insbesondere v(0) = 0.

Wir méchten fiir beliebige Mengen M C R™ ein ,Volumenmaf}* definieren, das mit dem Volumen fiir
Quader kompatibel ist.

Definition (Lebesgue-Maf3)

Dafiir betrachte eine (Mengen-) Funktion |.| : P(R™) — [0, oo] mit

ul =inf Y "0(Q;) | M | Q) Qj € QQuader p VM C R", (2)
j=1

Jj=1

die man LEBEGUE-Maf3 auf R™ nennt.

|pe] heift (LEBESGUE-Maf) von M, oft schreibt man auch £#(M).

Anmerkung

Man versucht das zu untersuchende Intervall mit Quadern zu iiberdecken und sucht dabei die
Uberdeckung, bei der die Summe der Volumen am kleinsten wird. Also z.B. |[2,3]] € N = |{2,3}| =
0, da man fiir jede der beiden Zahlen genau einen Punkt als Quader braucht. Der Punkt hat per
Definition keine Dimension, also auch ein Volumen von 0. Damit gilt: |[2,3]| = 0+ 0 = 0. Mit der

gleichen Begriindung gilt auch |N| = 0.

Hinweis: Das LEBESGUE-Maf} wird in der Literatur vielfach nur fiir messbare Mengen definiert (M C
R™) und die Erweiterung auf alle M C R™ wie in (2) wird dann als &ufleres LEBESGUE-Maf} bezeichnet.

Lemma 21.1

Mann kann sich in (2) auf offene Mengen beschrénken.

Beweis. Fixiere € > 0. Sei M C |2, Q;, Q; € Qund a:= 7 0(Q;) < [M] +e.
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21. Messbarkeit

Kapitel VI: Integration

Wiihle offene Quader @Q; € Q mit Q; C Qj, v(Q;) < v(Q;) + £
= MCU;”;IQJ' und |M| Sz;ilv(@j) <oa+e<|M|+ 2.

Wegen ¢ > 0 beliebig folgt die Behauptung. O
Satz 21.2
Es gilt:
M1CM2:>|M1|§|M2| (3)
und die Abbildung p — |u| ist o-subadditiv , d.h.
U Mi| <D 1My, fiir M; CR™, j € Ny, (4)
j=1 k=1
Beweis. (3) folgt direkt aus (2) (Definition, das Infimum {iber eine gréfiere Menge ist groer).
Fiir (4) fixiere € > 0. Dann
Qi € Q: My | JQu,, > (@) < M| + o
j=1 j=1
Wegen | J,~, My C U;Ok:l 0(Qr,) < Y pe | |My| + ¢ folgt
UMe| <> 0(@e) <D 1Ml +¢
k=1 j k=1 k=1
Da € > 0 beliebig, folgt die Behauptung. O
Definition (Nullmenge)
N C R” heiit Nullmenge , falls |[N| = 0. Offenbar gilt:
NCN,|N|=0= |N|=0 (5)
INe| =0VkeN= || Ne| =0 (6)
k=1
Nach (3) und (4) gilt:
M CR" [N|=0 = |[M]=|M\N]| (7)
) G @
Beweis. Dann [M \ N| < |[M| < [IM NN|+|M \ N| = |M \ N| = Behauptung. O
——

=0

m Beispiel 21.3

Es sind Nullmengen
(a) [0 =0
(b) {x}| =0Ve e R
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21. Messbarkeit Kapitel VI: Integration

abzahlbar viele Punkte| = 0, folglic = 0, = .h. wir betrachten Q,N als
bzéhlb iele Punk 0, folglich £'(Q 0, L1(N 0 (d.h. wir b h Q,N al

Teilmengen von R, d.h. n =1)
(c) [M| =0 falls M G R™ (echter affiner Unterraum)
(d) 10Q] =0 fir Q € Q
(e) ,schéne* Kurven im R?

,schone* Kurven und Flidchen im R3

Folgerung 21.4
Es ist v(q) = |Q| VQ € Q

Damit im folgenden Stets |Q| statt v(Q)
Beweis. Sei Q € Q. Da offenbar v(Q) = v(clQ) und |Q| = | cl Q| kénnen wir @ als abgeschlossen annehmen.
Fiir ein fixiertes € > 0 existieren nach Lemma 1.1 offene Q; € Q mit
QclJo, wmd > w(@)<IQl+¢
i=1 =1

Da @ kompakt ist, wird es durch endlich viele @; tiberdeckt d.h. o0BdA @ C U;il Q;. Mittels einer geeigneten
Zerlegung der Q; folgt aus (1), dass v(Q) < Z]Oil v(Q;). Somit gilt:

®)
QI < v(Q) < Q[ +¢

Da ¢ > 0 beliebig, folgt die Behauptung. O

Definition
Eine Eigenschaft gilt fast tberall (f.ii.) auf M C R", falls eine Nullmenge existiert, sodass die
Eigenschaft Vx € M \ N gilt. Man sagt auch, dass die Eigenschaft fiir fa. z € M gilt.

m Beispiel 21.5
Fir die DIRICHLET-Funktion

1, z€Q
0, zeR\Q

ist f =0 f.i. auf R.

21.2. Messbare Mengen

Frage: gilt fiir paarweise disjunkte Mengen My, in (4) Gleichheit?

Obwohl es wiinschenswert wére, gibt es ,sehr exotische® Mengen, fiir die dies nicht gilt (vgl. Bemer-

kung zum Auswahlaxiom in Kap. 2).

Deshalb betrachten wir ,gutartige“ Mengen.
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Definition (messbar)
Eine Menge M C R™ heifit messbar , falls

M| =|MAM|+|M\M| VM cR (8)

Man beachte, dass nach (4) stets

M| <|MAM|+|M\M| YM,M CR" (9)

Beim Nachweis der Messbarkeit muss man nur ,>“ priifen.

Satz 21.6

(a) 0, R™ sind messbar
(b) M C R™ messbar = M® = R™\ M messbar

(c) My, My,... C R™ messbar = (J;2, Mj, (72, M; messbar

Definition (o-algebra)
Eine Menge von Teilmengen p C X (hier X = R™) mit den Eigenschaften Punkte (a) bis (c) heifit

o-algebra
Beweis.
(a) wegen |@| = 0 und (7): |M| < |M \ 0| = | M|
(b) wegen MO M = M\ M®, M\ M = Mn M = Behauptung
(c) (4) liefert

M| < |MNM|+|M\M| VM, M CR",

sodass man nur noch ,>“ zeigen muss.
— Seien M, M, messbar, dann gilt fiir beliebige M C R™:
(My U M) = (M 0 M) U ((M\ My) N Ma),

Mn
M\ (M1 U M) = (M\ M)\ M

folglich

|M|=|M N M/|+|M\M/|=|Mn0M/|+|(M\M)nNM/|+|(M\ M)\ M|
M

> [N A (M U My)| + N1\ (My U My)),

daher My U Ms messbar.
— Da (M1 N MQ)C = Mlc U M2C ist auch M7 N My messbar.
= Mi,..., M} messbar
= My U...U M sowie M1 N...N Mz messbar (Induktion).

— Seien jetzt Mi,... C R™ messbar und paarweise disjunkt

112



21. Messbarkeit Kapitel VI: Integration

= alle 4;, := UI;:1 M messbar. Fiir beliebige M C R™ folgt schrittweise

k k
M0 Akl + >[N0 M| = [V 0 M|
Jj=2 j=1
Mit A = U;il M; folgt
k
|MI| = |NI O Ax| + NI\ Ag| > > " [NE QM|+ [N\ A] Yk €N, (10)
j=1

k—>oo

. - @ . -
\M|>Z LM AM;| + M\ Al > [MNA|+|M\ A
= A messbar
— Folglich sind die M; nicht paarweise disjunkt, ersetze M; durch A; \ A;_1 und argumentiere wie

=M
J

oben (da U:’:l M, = U;o:l ME = Uzil M), messbar, [ analog). O
Satz 21.7
Seien My, M>, ... C R™ messbar. Dann
(a) M; paarweise disjunkt = |Jp—; Mk| = Y re |Mi| (0-additiv)
(b) MyCM;yC... = klim | M| = Uy My
—>0
(C) My D Ms D ... und |M1| < o0 = klim |Mk| = |n]?;1 Mk|
—00
Beweis.
a) Aus (10) mit M = R™ erhélt man
Z = |l < 3
k=1 k=1 k=1
Der Grenziibergang m — oo liefert die Behauptung.
b) Nach (a) gilt: |M| = |M1| + 22:1 |M; \ M;_1, und folglich
M| = |M1|+Z|Mk\Mk 12 M
k=1 k=1
) A=, Mx. Wegen |My \ M| = |M:| — |Mg| nach (4) hat man
) =
M| < A+ M\ A =[A]+ || M1\ My
k=1
b
C A+ Jim M\ My = ] + [Ma] = Jim | M|

< lim [Mg|+ [Mi] — lim M| = |M;]
k— o0 k—o0

Subtraktion von |M;| liefert die Behauptung.
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Satz 21.8
Es gilt:

a) alle Quader sind Messbar (Q € Q)

(

(b) Offene und abgeschlossene M C R™ sind messbar
¢) alle Nullmengen sind messbar

(d)

d) Sei M C R™ messbar, My C R™, beide Mengen unterscheiden sich voneinander nur um eine

Nullmenge, d.h. [(M \ My) U (Mo \ M)| =0
= M, messbar.

Beweis.
a) Sei Q € Q Quader. Fiir M C R", € > 0 wihle Q; mit

mclJas, D 1Qi < M| +e

Jj=1 Jj=1

Aus (1) folgert man |Q;]| = |Q; N Q| +|Q; \ @], da man Q; \ Q in endlich viele disjunkte Quader zerlegen

kann.

5 B (4) oo oo oo 5
= IMNQI+[M\QI <) 1Q;NQI+Y 1@\ Q= |Q;] < M|+

j=1 j=1 j=1

Da ¢ beliebig, |[M| > |[M N Q|+ |M \ Q| und (9), ergibt sich die Behauptung.

b) Sei M C R™ offen. Betrachte die Folge {z,}z=; aller rationale Punkte in M und wy C M sei jeweils der
grofite offene Wiirfel mit dem Mittelpunkt z, und Kantenldnge < 1.

Dann M = U;c’:l wy, denn fiir jedes z € M ist B:(z) C M fiir ein € > 0 und somit ist © € wy, fiir ein
nahe genug bei x. Folglich ist M messbar nach Satz 1.6.

Fir M C R™ abgeschlossen ist das Komplement R™ \ M offen und somit messbar. Damit ist M =
R™\ (R™\ M) messbar.

- N CO . - (3) - -
¢) Fiir eine Nullmenge N, M C R" ist |M| < |M N N| + M\ N| < [N|+ 3\ N| 2 |51

d) Mit den Nullmengen N1 := M \ My, N2 = Mo \ M gilt My = (M \ N1) U No. Da M \ Ni messbar ist,
erhilt man fiir beliebiges M C R™

|M N Mo|+|M\ Mo| = |MN((M\N1)UN2)|+|M\ ((M\ N1)UNz)|
UL MO (M N+ 1B AN 4 (BT (M V)|
= |M]|

Mit (9) folgt dann, dass My messbar ist. O

21.3. Messbare Funktionen

Wir fithren nun eine fiir die Integrationstheorie grundlegende Klasse von Funktionen ein. Dabei erlauben

wir +oo als Funktionswerte und benutzen die Bezeichnung

R =R U {+o0} = [~00, 0]
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sowie fur a € R
(aa OO] = (07 OO) U {OO},

und analog [a, 0], (—00,a), [—00, a].

Fiir € > 0 definieren wir offene e-Kugeln um £oo durch

Bu(o0)i= () b, )

U C R offen, falls fiir jedes x € U ein € > 0 existiert, sodass B C U. Damit sind inbsesondere die

offenen Mengen aus R auch offen in R und die offenen Mengen in R bilden eine Topologie.

Definition (messbar)

Eine Funktion f : D € R — R heifit messbar , falls D messbar ist und f~1(U) fiir jede offene
Menge U C R messbar ist.

Folgerung 21.9

Sei f: D C R — R mit D messbar. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) f ist messbar

(b) f~1([~o0,a)) messbar Ya € Q

(¢) f~1(]—00,a]) ist messbar Va € Q

Beweis. Aus den Eigenschaften messbarer Mengen folgt mit

die Aquivalenz von (b) und (c).
Offenbar ist (a) = (b) < (c).

Fiir a,b € Q ist dann

£ (b)) = £ (=00, b)) 0 ! (g, 00]) = £ ([=o00,@)) 1 (£ ([=00,a]))

messbar und offensichtlich f~* ((a, oo]) ebenfalls.

Da jede offene Menge U C R die abzéhlbare Vereinigung von Mengen der Form (a, b), [0, a), (a,] mit a,b € Q
ist, folgt die Messbarkeit von f~*(U) und somit (a). O

Hinweis: Wir werden sehen, dass die Menge aller messbaren Funktionen die Menge der stetigen Funk-

tionen enthélt, aber auch noch viele Weitere.
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Definition (charakteristische Funktion)
Fiir M C R™ heiit x, : R" — R mit

—_

, xeM

Xp =
, r€R"\ M

=

charakteristische Funktion von M.

Offenbar gilt
Folgerung 21.10
| Xu ¢ R® — R ist messbar gdw. M C R™ messbar ist.
Definition (Treppenfunktion)
Eine Funktion h : R™ — R heifit Treppenfunktion , falls es My,..., My C R™ und ¢1,...,cx € R
gibt mit

k
hz) = 3" a4, (@) (1)

Die Menge der Treppenfunktionen 7'(R)ist mit der tiblichen Addition und skalarer Multiplikation

fiir Funktionen ein Vektorraum.

Man beachte, dass die Darstellung in (11), d.h. die Wahl der p; und ¢; = a; nicht eindeutig ist.

Insbesondere kann man p; stets paarweise disjunkt wéhlen.

Man sieht leicht
Folgerung 21.11

Die Treppenfunktion h € T(R™) ist messbar < es gibt mindestens eine Darstellung (11), bei

der alle y1; messbar sind.

Definition (Nullfortsetzung)
Fiir f: D C R” — R definieren wir die Nullfortsetzung ? :R™ = R durch

Flay = T wEP 12)
0, zeR"\D

Satz 21.12
Es gilt:

a) Sei f: D C R™ — R messbar. Dann ist auch die Nullfortsetzung ? : R™ — R messbar

b) Sei f : D € R® — R messbar und D’ C D messbar. Dann ist f auf D’ messbar, d.h.

insbesondere f|,, ist messbar.

¢) Seien f,g: D C R™ — R. Sei f messbar und f = ¢ f.ii. auf D. Dann ist ¢ messbar.
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m Beispiel 21.13
Die DIRICHLET-Funktion ist auf R messbar.

h = 0 ist messbare Treppenfunktion auf R und stimmt mit der DIRICHLET-Funktion f.{i. iiberein.

Beweis.
(a) Fiir ein offenes U C R ist }71(U) = f~Y(U) falls 0 ¢ U und andernfalls }71(U) = fHU)U(R™\ D).
(b) Fiir offenes U C R ist (f|D,)_1 (U)=fY(U)ND.

(¢) Fiir U C R offen: f~'(U) ist messbar und ¢! (U) unterscheidet sich von f~'(U) nur um eine Nullmenge.
Somit ist g7*(U) nach Satz 1.8 messbar. O

Definition (positiver, negativer Teil)
Fir f: D CR" — R und a € R schreibt man verkiirzt

{f>a}i={weD| f(x)>a)
Man definiert mit
fHe= 1 xgsops I~ ==fxy<o

den positive Teil bzw. negative Teil von f, und man hat f = f+ — f—.

Weiterhin ist
fi=max(fi, f2)  R” 5 R, f(x) = max{fi(2), fo(2)} Vo€ R"

und analog: min(f1, f2), sup fx, inf fx, limsup fx, liminf f
keN keN k—oo keN

Bei punktweiser Konvergenz fi(x) — f(z) fir fa. x € D schreibt man auch fi — f f.i. auf D.

Satz 21.14 (zusammengesetzte messbare Funktionen)
Fir D C R™ messbar gilt

a) f,g: D CR™ — R messbar = f + g, f-g messbar,
falls g # 0 auf D = 5 messbar
b) f,g: D C R™ = R messhar, c € R = f*, |f|, max(f,g), min(f, g) messbar

¢) fr:DCR™— R messbar Vk € N = sup f, ir];f frs limkinf fx, limsup fr messbar
k k

Hinweis: In a) nur Funktionen mit Wertein in R, nicht @, sonst ist die zusammengesetzte Funktion

eventuell nicht erklart.

Bewets.
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e Ya € Q gilt:

(F+9) ' (- = U £ =ooial)ng i (=00, 8)

a,BEQ
a+B<a

ist messbar, folglich f 4 g messbar

e Fiir ¢ > 0ist

(ef) ! ([~o0,a)) =
(=ef) ([~o0,a) =

-t ({—oo7 %)) messbar als Menge,

-1 ((—%,—&—oo}) messbar

= c¢f messbar (¢ = 0 trivial)
= —f, f 4+ (—g) messbar

o Wegen

(F) " (1=o0,@)) = £ ([=00, V) \ S 7 ({00, —Va]) ¥a >0
ist f2 messbar
=f-g=1 ((f+g)2—f2—g2) messbar
e Falls g # 0 auf D ist fir a > 0

(2) o= ((20)  (3) = ((02))

und mit (5)71 ([~00,0)) = g~ ([~ 00, 0)) folgt % messbar
= Produkt f - % = 5 messbar

« Aus der Messbarkeit der Niveaumengen {f > 0}, {f < 0} folgt die Messbarkeit von f* = fX{f>o}v
<

Ifl=f"+f", max(f,g) = (f—9)* +g, min(f,9) =—(f—9)" +yg
= a), b)

e Zu c): Verwende

. -1 = —1
(i) (=00 = |J £ (=o0.a)
k=1
-1 oo
<sup fk) ([—o0,a]) = () £ (=00, )
keN o1
= inf fi, sup fr messbar.
¢ Folglich
liminf f, = sup inf fx
a—00 j>1 k27
=g; messbar

lim sup fr = inf sup fx
k—o0 J>1k>j

118



21. Messbarkeit Kapitel VI: Integration

Satz 21.15 (Approximation messbarer Funktionen)
Sei f: D C R"” — R, D messbar. Dann

f messbar < 3 Folge {ht} von Treppenfunktionen mit hy — f f.ii. auf D

Beweis.

= f messbar, somit auch f*. Setzte mit h(jf := 0 schrittweise

k fir k> 1

da hif | messbar ist, ist M = (fi -5 - hki_l) ([0, 00]) messbar und hi ist Treppenfunktion; f* > hif
auf D.
— Falls f%(z) = oo, dann = € M;F Vk € N und hf (z) — f*(x)
— Falls 0 < f*(x) < oo, dann gilt fiir unendlich viele k € N: = ¢ M,::, somit 0 < f*(x) — h,il <
= hi (x) = f*(x)
= Wi (x) =y () = [T (@) = [~ (2) = f(2)
S Sei f(z) = lilin sup hy,(z) Vo € D = f(x) = f(z) f.i. auf D
—o0

Nach Satz 1.14: hy messbar = f messbar
Da f = f f.ii. folgt f messbar. |

Folgerung 21.16
Sei f: D C R" — R messbar mit f >0

= 3 Folge {h} von Treppenfunktionen mit 0 < hy < hy < ... < f auf D und hy — f f.i. auf D.

Satz 21.17
Sei f: D CR"™ — R und D messbar, N C R™ mit |[N| =0 und f stetig auf D C N

= f messbar auf D

Beweis. Offenbar D = D\ N messbar. Da f stetig auf D ist, ist f~*(U) \ N offen in D fiir U C R offen, d.h.
Y U)\ N = M N D fiir ein M C R"™ offen.

= f~}(U) \ N messbar
Satz 1.8
>

F7HU) messbar

= f messbar. O

m Beispiel 21.18

Folgende Funktionen sind messbar

o Stetige Funktionen auf offenen und abgeschlossenen Mengen (wéhle N = ) im obigen Satz),

insbesondere konstante Funktionen sind messbar

e Funktionen auf offenen und abgeschlossenen Mengen, die f.ii. mit einer stetigen Funktion

iibereinstimmen
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o tan, cot auf R (setzte z.b. tan (5 + km) = cot(km) = 0 Vk)
o x —sinl auf [-1,1] (setzte beliebigen Wert in z = 0)
e xR — Rist fiir |0M| = 0 messbar auf R (dann ist x auf int M, ext M stetig)

Hinweis: Die DIRICHLET-Funktion ist stetig auf R \ Q und somit nach Satz 1.17 messbar. Man beachte
aber, das dies nicht bedeutet, dass die DIRICHLET-Funktion auf R f.i. stetig ist! (sie ist nirgends
stetig auf R)

Lemma 21.19 (Egorov)

Seien fi : D C R™ — R messbar Vk € N. Sei A C D messbar mit |A| < oo und gelte fi(z) — f(z)
firfa.z € A

= Ve > 0 existieren messbare Menge B C A mit |[A\ B| < € und f; — f gleichméafBig auf B.

Beweis.

e Offenbar f messbar auf A und Mengen

[e')

Musi=J{wea [ 1@ - f@) > 5=}, mien
j=t

sind messbar mit M1 D Mm2 D ... Vm € N.

Wegen fi(z) — f(x) Vx € A\ N fiir eine Nullmenge N folgt ﬂleN My, C N und |ﬂzeN My | =0VYm €N

= Vm €N I, € Nmit [Mp,,,| < 5% (vel. Satz 1.7 (c))

Mit M = UmeN My, und B := A\ M folgt

2'm
——

2% ist geometrische Reihe

[eS] [eS]
3
|[A\ B = [M] < E | Mo, | < g - =c
m=1 m=1

¢ Weiterhin hat man Vm € N

o)~ @) < 5 Vo€ B, B>

= gleichmifige Konvergenz auf B O

m Beispiel 21.20
Betrachte fi,(z) = z* auf [0, 1].

Man hat fi(z) — 0 f.i. auf [0, 1] und gleichméBige Konvergenz auf [0, ] Vo € (0, 1).
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Kapitel VI: Integration

22. Integral

22.1. Integral fiir Treppenfunktionen

Sei h : R — R messbare Treppenfunktion mit

k
h = chXMj,d.h. ¢j € R, M; C R messbar
j=1

Definition (integrierbar, Integral, Integralabbildung)
Sei M C R messbar.
h heifit integrierbar auf M, falls |M; N M| < oo Vj : ¢; # 0 und

k
hdz = h(x)dx::Zcm\MjﬂM|

M M =

heifit (elementares) Integral von h auf M.

ist die Integral-Abbildung .

Man verifiziert leicht
Folgerung 22.1

Sei M C R™ messbar. Dann gilt:
a) (Linearitét) Integralabbildung [,, : T'(M) — R ist linear

b) (Monotonie) Integral-Abbildung ist monoton auf T*(M) ,.d.h

hlghgaufM:/hlde/ hodx
M M

¢) (Beschréinktheit) Es ist | [,, hdxz| < [, |h|dx Yh € T*(M)
d) Fiir h € TH(M) gilt:
/ |h|de =0 < h=0{fu auf M
M

Hinweis: [,, |h|d« ist Halbnorm auf dem Vektorraum 7 (M).
22.2. Erweiterung auf messbare Funktionen

sinnvoll:

e Linearitdt und Monotonie erhalten

« cine gewisse Stetigkeit der Integral-Abbildung
hr — f in geeigneter Weise = / hydz — / fdzx
M m

Menge der auf M integrierbaren Treppenfunktionen ist 7' (M). [,, : T"(M) - Rmit h — [, hdx

(2)

nach Satz 1.15 sollte man in (2) eine Folge von Treppenfunktionen {hs} mit hy(z) — f(z) f.4. auf M
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betrachten, aber es gibt zu viele konvergente Folgen fiir einen konsistenten Integralbegriff.
m Beispiel 22.2
Betrachte f = 0 auf R, wihle beliebige Folge {ay} C R, dazu eine Treppenfunktion

k-ap auf (0,1)
hy(x) = i
0 sonst

Offenbar konvergiert hy gegen 0 f.ii. auf R und man hat hy — 0 f.i. auf R und fR hpdzr = ap

= je nach Wahl der Folge a,, liegt ganz unterschiedliches Konvergenzverhalten der Folge
fR hy dx vor

= kein eindeutiger Grenzwert in (2) moglich

= starkerer Konvergenzbegriff in (2) notig

Motivation:
e Nur monotone Folgen von Treppenfunktionen, oder

e Beschrianktheit aus Folgerung 2.1 erhalten
= jeweils gleiches Ergebnis, jedoch ist die 1. Variante technisch etwas aufwendiger

Beschranktheit aus Folgerung 2.1 ¢) bedeutet insbesondere

/thd:r—/Mfdw :‘/th—fdx

man definiert: hy — f gdw. [, |hx — fl|dz — 0

S/ |hi — fldx Vk
M

= Integralabbildung stetig beziiglich dieser Konvergenz.

Wegen [y, |hx —ly|dz < [ |hp — fldz+ [,, | — f|d2 miisste [, |hx — hy|d 2 Klein sein VA, 1 groB.

22.3. Lebesgue-Integral
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Definition (L!-Chauchy-Folge, Lebesgue-Integral)
Sei M C R™ messbar, Folge {hy} in T*(M) heiBt L!-Cauchy-Folge (kurz L1-CF), falls

V5>OﬂkoeN:/|hk—hl|dx<5 Vh, 1> ko
M

Messbare Funktion f : D C R” — R heiBt integrierbar auf M C D, falls Folge von Treppenfunk-
tionen {hy} in TH(M) existiert mit {hy} ist L1-CF auf M und Hy — f f.ii. auf M.

Fiir integrierbare Funktion f heifit eine solche Folge {hy} zugehérige L!-CF auf M.

Wegen
2.1
M M M M
ist {[,,; hiw dz} CavcHy-Folge in R und somit konvergent.
Der Grenzwert
/ fdz ::/ f(z)dz:= lim hipdx (6)
m M k—oo Jar

heifit (LEBESGUE)-Integral von f auf M.

Hinweis: Integrale unter dem Grenzwert in (6) sind elementare Integrale gemaf (1).

Sprechweise: f integrierbar auf M bedeutet stets f: D C R™ — R messbar und M C D messbar

Definition (Menge der integrierbaren Funktionen)

Menge der auf M integrierbaren Funktionen ist

LY(M) = {f : M CR"™ = R | f integierbar auf M}

» Bemerkung 22.3
a) Integral in (6) kann als vorzeichenbehaftetes Volumen des Zylinders im R™*! unter (iiber)

dem Graphen von f interpretiert werden.

b) Sei 0 < hy < hy < ... monotone Folge von integrierbaren Treppenfunktionen mit hy — f f.i.
auf M und sei Folge { [, hx dx} in R beschrankt
= (6) gilt und monotone Folge { [ hjda} konvergiert in R (d.h. {h;} ist L'-CF zu f)

¢) {hy} aus Beispiel 2.2 ist nur dann L!-CF, falls o, — 0.

Frage: Ist die Definition des Integrals in (6) unabhingig von der Wahl einer konkreten L!-CF {hy} zu
i

Satz 22.4
Definition des Integrals in (6) ist unabhéngig von der speziellen Wahl einer L'-CF {hy} zu f.

Vgl. Integral [, hdx einer Treppenfunktion geméaf (1) mit dem in (6):
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Offenbar ist konstante Folge {hx} mit hy = h Vk L*-CF zu h

%} Integral | yr hdx in (6) stimmt mit elementarem Integral in (1) iiberein.
6

Folgerung 22.5

Fiir eine Treppenfunktion stimmt das in (1) definierte elementare Integral mit dem in (6) definier-
te Integral iberein. Insbesondere ist der vor (1) eingefiihrte Begriff integrierbar mit dem in (4)
identisch

= wichtige Identitat (1) mit Treppenfunktion x s fur | M| < oc:

| M| :/ ldx = dz VM € R, M messbar,
M M

d.h. das Integral liefert Maf} fiir messbare Mengen.

Beweis (Satz 2.4). beachte: alle Integrale im Beweis sind elementare Integrale gemaf (1).

e Sei f: M C R — R integrierbar und seien {h4}, {hx} zugehérigen L*-CF in T*(M).

= Ve > 0 Jko mit

/|(hk+ﬁk)—(hl+ﬁl)\dx§/ | — hy| + bk — | dx < e VE, 1> ko
M M

=4 {hk — iLk} ist Ll-CF mit (hk — ilk) — 0 f.i. auf M.
Da {fM hpdz}, {fM hidz} in R konvergieren, bleibt zu zeigen: {hy} ist L'-CF in T*(M) mit hj — 0

fi. auf M
;s/ hedz 220 (7)
M

Da Konvergenz von {fM hi dz} bereits bekannt ist, reicht es, den Grenzwert fiir eine TF zu zeigen.
o Wihle TF derart, dass fM |he — hi|dz < 2% vk > 1

Fixiere [ € N und definiere M; := {& € M | hi(z) # 0}, offenbar ist M messbar mit |M;| < co.

Sei nun g; := m falls |M;| > 0 und ¢; = 1 falls |M;| = 0.

Weiterhin sei M, := {z € M; | |hx(x)| > &}, und fir k& > [ folgt

M M M, M\ M,

/ |hk|dx—|—/ |hk\dx+/ |hk—hl|d1’+/ |hi|d
M\M, My, M\M, M\M,
R —

=0

IN

1
SEZ‘MZ"F/ |hk—hz|d$+/ |hl‘dm+§
My, My
1 1 1
< §+§+Cl"Ml,k|+§
mit ¢; := sup |hi(z)|, Ik, > | mit Lemma 1.19 folgt |{z € M; | |hr(z)| > &1} < 7%(3#1) Yk > ki
reM
4
= / hedz| < o Ve >k
M 2
= hida =0
beliebig M
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O

Satz 22.6 (Rechenregeln)
Seien f, g integrierbar auf M C R™, ¢ € R. Dann

a) (Linearitdt) f & g, ¢f sind integrierbar auf M mit

/ij:gdx:/Mfdz+/Mgd:c
/Mcfdx:c/Mfdz

b) Sei M C M messbar

= fxyy ist integrierbar auf M und f ist integrierbar auf M mit
/ f-Xdez/ fdzx
M M

c) Sei M = M; U M, fiir My, My disjunkt und messbar

= [ ist integrierbar auf M; und Ms mit

/ fdz = fdxz+ fdzx
M M,

Mo

d) Sei f = f f.ii. auf M

= [ ist integrierbar auf M mit

/Mfda:: /Mfdx

e) Die Nullfortsetung f:R™ > Rvon f (vgl. Satz 1.12) ist auf jeder messbaren Menge M CR"

/Mandx - /M?dx

Aussage d) bedeutet, dass eine Anderung der Funktionswerte von f auf einer Nullmenge das Integral

integrierbar mit

nicht verdndert.
Beweis. Seien {hx} und {hs} aus T*(R)" L'-CF zu f und g.
zu a) Es ist hg + hp — f+ g fi. auf M.

Wegen

/|(hk—|—ﬁk)—(hl—|—}~ll)|dfg/ |hk—hl|d1}+ |}~lk—}~ll|dl’
M M M

=L'-CF, < ¢ =L'-CF, < ¢
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ist {hi + Bk} L'-CF zu f +g.
= f + g ist integrierbar auf M und Grenziibergang in

/hk—i—ﬁkdx:/ hkdm—f—/ hrdz
M M M

liefert die Behauptung fir f + g.
Analog zu cf. Wegen f — g = f + (—g) folgt die letzte Behauptung.

zu b) Offenbar ist {x.mn, } L'-CF zu x f und {hy} L'-CF zu f auf M.
Mit

/thdeI/hkdx Vk e N
M M

folgt die Behauptung durch Grenziibergang.

zu ¢) Nach b) ist f auf M; und M- integrierbar. Wegen f = xar, f + X, f folgt die Behauptung aus a) und
b).

zu d) Da {hx} auch L'-CF zu f ist, folgt die Integrierbarkeit mit dem gleichen Integral.
zu e) Esist {xynihr} L'-CF zu f auf M N M und auch zu f auf M. Damit folgt die Behauptung. O

Satz 22.7 (Eigenschaften)
Es gilt
a) (Integierbarkeit) Fiir f: M C R™ — R messbar gilt:
f integrierbar auf M < |f| integrierbar auf M

b) (Beschrinktheit) Sei f integrierbar auf M, dann

oo

¢) (Monotonie) Seien f, g integrierbar auf M. Dann

f<gti auf M = /fdxg/gdx
M M

d) Sei f integrierbar auf M, dann

/ fldz=0 & f=0Ffi
M

In Analogie zur Treppenfunktion ist || f||1 := [,, |f| d auf L'(M) eine Halbnorm, aber keine Norm
(Ifll =0 f =0). ||f]lx heiBt L!-Halbnorm von f.

Hinweis: Eine lineare Abbildung A : X — Y ist beschrankt, wenn ||Az|ly < c||z|x
= Begriff der Beschrénktheit in b).

Bewets.

zu a) Sei f integrierbar auf M und sei {hy} L'-CF zu f
= |hi| — |f] f.4. auf M.

olgerung 2.

F 1
Wegen [ ||h| — ||| dz Joy [P — bl A ist {|hx|} L'-CF zu [f]

= |f]| ist integrierbar.
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zu b)

zu ¢)

zu a)

zu d)

beachte: andere Richtung spéter

Fiir eine L'-CF {hy} zu f gilt nach Folgerung 2.1 c):

/ hirdzx
M

Da {|hx|} L'-CF zu |f] ist, folgt die Behauptung durch Grenziibergang.

M

Nach den Rechenregeln ist g — f integrierbar, wegen |g — f| = g — f f.i. auf M folgt
b) Satz 2.6 a)
g—fdz|< [ |g—fldz = gdz— [ fdx
M M M M

fir ,<* wihle f* (f = f* — f7) jeweils eine monotone Folge von TF {hki} geméafl Folgerung 1.16.
Folglich liefert Hy = h;’ — h,; eine Folge von TF mit hy — f f.i. auf M.

Wegen |hi| < |f] f.i. auf M ist fM |he|da < fM |flda.
Folglich ist die monotone Folge |’ 1Pkl d @ in R beschréinkt

0<

= Behauptung

= konvergent.

Da h,f jeweils das Vorzeichen wie f* haben und die Folge monoton ist, gilt
[hal = [hel| = [Pa] = |hi| = [he = hie|  VI> K

und somit auch

|hlfhk|d$:\/ |hl|hkd$=‘/ |hl|dl’7/ |hk\dx
M M M M

Als konvergente Folge ist {fM |hx|d 2} Cavchy-Folge in R und folglich ist {hy} L'-CF und sogar L'-CF
zu f

= f integrierbar
Fir f =0 f.. auf M ist offenbar fM |fldz = 0.
SeinunfM|f|dx:0,mith ={zeM]||f| >} Vk € Nist

1 1
0:/ Ifldw+/ Ifld:r2/ de+/ —dx> =My >0
M\ My, M, M\ My, M, k k

= | M| =0 Vk, wegen {f # 0} = [,y Mi

= [{f#0} <> M| =0
k=1

vi>k

= Behauptung O

Folgerung 22.8
Sei f auf M integrierbar

a) Fir oy, ap € R gilt:
o< f<agfiauf M = al\M|§/ fdz < as]M|
M

b) Esgilt f>0fi.auf M = [, fda>0

¢) Es gilt: M C M messbar, f > 0 f.ii. auf M
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= /Mfde/Mfd:E

(linkes Integral nach Satz 2.6 b))

Beweis.
zu a) Wegen fM ajdz = a;|M]| fir | M| endlich folgt a) direkt aus der Monotonie des Integrals.

zu b) folgt mit @1 =0 aus a)

zu ¢) folgt, da x 7 - f < f f.i. auf M und aus der Monotonie O

In der Voriiberlegung zum Integral wurde eine gewisse Stetigkeit der Integralabbildung angestrebt. Das
Integral ist beziiglich der L'-Halbnorm stetig.

Satz 22.9
Seien f, fr : D C R™ — R integrierbar auf M C R” und sei

li /M o= fldz=0 (lfc — £ = 0)

= lim/fkdx:/fdx
k—oo Jr M

Weiterhin gibt es eine Teilfolge {fx/} mit fir — f f.i. auf M.

Beweis. Aus der Beschrianktheit nach Satz 2.7 folgt
‘ / fredx — / fdzx
M M

Wiéhle nun eine TF {fr, }; mit fM |fry — flda < 54+ VI €N,

k—0

< [ 1= rlaa =00
M

= 1. Konvergenzaussage

Fir e > 0 sei M. :={z € M | limsup |fx, — f| > €}
l—o0

= M. | J{fs —fl>e}VieN

I=j
- 1w Iy 1 1

= MESZ‘{ﬁ”_f|>€}|SEZ/M|fkl_f|dm§gZF:% VjieN
1=j I=j l=j

= M.=0Ve>0

= fr, 2 f Lt auf M O

Satz 22.10 (Majorantenkriterium)

Seien f, g : D C R™ — R messhar, M messbar, |f| < g f.ii. auf M, g integrierbar auf M
= f integrierbar auf M

Man nennt g auch integrierbare Majorante von f.
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Lemma 22.11
Sei f: D C R™ — R messbar auf M, sei f > 0 auf M und sei {h;,} Folge von Treppenfunktionen

mit

0<h  <hy<...<f und / hy, d z beschrankt (8)
M
= {hy} ist L'-CF zu f und falls {hy} — f f.ii. auf M ist f integrierbar (vgl Folgerung 1.16)

Beweis. Offenbar sind alle hy integrierbar und wegen der Monotonie gilt

‘/ hkd$—/hld$
M M

Da {fM hr dz} konvergent ist in R als monoton beschrénkte Folge ist diese CF in R
= {hy} ist L'-CF

:/ lhi — hy|dz Yk > 1
M

Falls noch hy — f f.ii. = {hg} ist L'-CF zu f = f ist integrierbar d
Beweis (Satz 2.10). (mit f auch |f| mesbbar nach Folgerung 1.16)

Es existiert eine Folge {hx} von Treppenfunktionen mit

0<hi<hy <...<|f|<yg

auf M und {hy} — |f| £.ii. auf M.

Da {fM hi dx} beschrankt ist in R da g integrierbar ist
Lomma 200 (hy} st L'-Cf zu |f]
= |f| integrierbar

Sate 2.1 f integrierbar auf M O

Folgerung 22.12
Seien f, g : M C R™ — R messbar, | M| endlich. Dann

a) Falls f beschrinkt ist auf M, dann ist f integrierbar auf M

b) Sei f beschrinkt und g integrierbar auf M

= f - g ist integrierbar auf M
Hinweis: Folglich sind stetige Funktionen auf kompaktem M integrierbar (vgl. Theorem von Weierstraf)

Beweis. Sei |f| < a auf M fir a € Q
zu a) = konstante Funktion f1 = « ist integrierbare Majorante von |f|

Majoranten-

zu b) Mit fo = «-|g| ist f2 integrierbare Majorante zu |f - g| Behauptung O

kriterium

22.4. Grenzwertsitze

J v fedx AN / o J dz Vertauschbarkeit von Integration und Grenziibergang ist zentrale Frage — grund-

legende Grenzwertsitze [, |[fx — f|dz — 0
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Theorem 22.13 (Lemma von Fatou)

Seien f : D C R™ — [0, c0] integrierbar auf M C D Vk € N

= f(z):= likm inf f(z) Vo € M ist integrierbar auf M und
—00

(/ fdx:)/ liminffkdxgliminf/ frdz,
M M k—oo k—oo  Jas

falls der Grenzwert rechts existiert.

Keine Gleichheit hat man z.B. fiir {h;} aus Beispiel 2.2 mit oy, = 1 Vk

h-ap x€ [0,%]

hy
0 sonst

Dann

/ liminfhkdx:/ de:O<liminf/hkdx=1
M k—oo M k—=oo JR

Beweis. Aut Mist 0 < gg:=inf i < f; Vj >k, keN, g1 <go<... und lim gx =liminf fx = f
1>k k— o0 k— o0
Alle gj, sind messbar nach Satz 1.14, Satz 2.10

Fiir jedes k € N wéhlen wir geméf Folgerung 1.16 eine Folge {hy, }; von Treppenfunktionen mit 0 < hy, < hg, <
l—o0 ..
.. < gk, hgyy — g L0 auf M.

Nach Lemma 2.11 ist {hx, }; L'-CF zu gi.

Anwendung von Lemma 1.19 auf gi — f auf Bx(0) N M
= JAj, C R"™ messbar mit [A}| < 5 und (ggf. TF) |gr — f| < 4 auf (Bx(0) N M)\ Af.

Analog fiir Folge hx, niN gr : A% C R* mit |AY] < st und (evtl. TF) |y, — gi| < £ auf (Bx(0) N M)\ A},
Setzte Ay = Aj, U A, offenbar |Ay| < 3¢, by := hi,

Definiere rekursiv hy := h, hy = max(izk_l, hi)

= he < hi < gk < fr und hie—1 < hi Vk €N
. A-Ungl _
= = fI < lhe =gl + lgr — fI < |he — gl + g — f| < F auf (Bx(0) N M) \ Ay.

Mit A, == (J;7, Ak folgt |A)| < 52 und |he — f| < 2 auf (Bx(0) N M)\ A, Vk > L.
Folglich h; — f f.ii. auf M und wegen der Monotonie ist {h;} L'-CF zu f
Def .. ~ Monotonie . i
#fodx = klin;Othkdx < hknig.}ffokdx
= Behauptung O

130



22. Integral Kapitel VI: Integration

Theorem 22.14 (Monotone Konvergenz)
Seien fi : D C R™ — R integrierbar auf M C D Vk € Nmit f; < fo < ... fi. auf M
= f ist integrierbar auf M und

(/Mfd:v=> /Mkli)rgofk(x)dmzklggo Mfkd;v

falls der rechte Grenzwert existiert.

» Bemerkung 22.15
Theorem 2.14 bleibt richtig, falls man f; > fo > ... f.i. auf M hat.

Ferner ist wegen der Monotonie die Beschrinktheit der Folge {[ o Jeda} fiir die Existenz des

Grenzwertes ausreichend.

Beweis (Theorem 2.14). Nach Theorem 2.13 ist f — fi = klim fr — f1 integrierbar auf M und damit auch
—00
f=U-+h

= /f—fld:rg lim/ fr— fidzx
M k—o0 M

Monotonie
:lim/fkdm—/fldm < /fdx—/fldx
k—oo [ M M M

/f—ﬁdw O
M

Theorem 22.16 (Majorisierte Konvergenz)
Seien fr, g: D C R™" — R messbar fiir k € N und sei g integrierbar auf M C D mit |fx| < g f.i.
auf M Vk € Nund fr —: f fi. auf M

- klgn;o/lek—f|dx:o ()

und

</ fdxz)/ lim frdx = lim/ frdz,

wobei alle Integrale existieren.

Beweis. Nach dem Majorantenkriterium sind alle fx f.ii. integrierbar auf M.

Nach Theorem 2.13 gilt:

/ 2gdac:/ liminf|29—|fk—f|\dac§liminf/ 29— |fe — fldx
M M k—oo k—oo M

:O:Iiminf—fM|fk—f|dx:>(9)Sa—t—Z2;9>Behauptung O
k—co
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Folgerung 22.17

Seien f, : D C R™ — R integrierbar auf M Vk € N. Sei |M| < oo und konvergieren die fi —: f
gleichméaBig auf M

= [ ist integrierbar auf M und [,, fdz = klgrolo Sy frdz

Beweis. ko € N mit | fi(x)] < |fro(z) + 1| Vz € M, k > ko.

Da fi, + 1 integrierbar auf M folgt die Behauptung aus Theorem 2.16. O

Theorem 22.18 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Sei M C R™ kompaket und zusammenhéngend, und sei f : M — R stetig

= E|§€M:/Mfdx:f(§)~|M|

Beweis. Aussage klar fiir |[M| = 0, deshalb wéhle |M| > 0.

Da f stetig auf M kompakt

Weierstrass
3.3

3 Minimalstelle 1 € M, Maximalstelle x2 € M und ~ := / fdzx
M

Folgerung 2.8
m e

f(1) < 7 < fla2)
i

3ee M 1) =

Zwischenwertsatz

= Behauptung

22.5. Parameterabhingige Integrale

Sei M C R™ messbar, P C R" eine Menge von Parametern und sei f : M x P — R.

Betrachte parameterabhéngige Funktion

F(p) == /M flz,p)dw (10)

Satz 22.19 (Stetigkeit)
Seien M C R™ messbar, P C R™ und f : M x P — R eine Funktion mit

e f(-,p) messbar Vp € P
o f(z, -) stetig fir fa. x € M

Weiterhin gebe es integrierbare Funktion g : M — R mit
o |f(z,p)| < g(x) fir fa. x € M

= Integrale in (10) existieren Vp € P und F ist stetig auf P.

Beweis. f(-,p) ist integrierbar auf M Vp € P nach Satz 2.10.

Fixiere p und {px} in P mit pr — p.
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Setzte fi(z) := f(x,pr)
Theorem 2.16
xr—r o0
Stetigkeit von f(z, - ) liefert fi(z) = f(z,pr) —— f(z,p) fir fa. z € M. ep
beliebig

Behauptung

Satz 22.20 (Differenzierbarkeit)
Seien M C R™ messbar, P C R™ offen und f : M x P — R mit f(-,p) integrierbar auf M Vp € P.

und
o f(x, -) stetig diffbar auf P fir fa. z € M

Weiterhin gebe es eine integrierbare Funktion g : M — R mit
o |fp(z,p)| < g(z) fir fa. z € M und Vp € P

= F aus (10) ist diffbar auf P mit
F®) = [ fepda (1)
M
Hinweis: Das Integral in (11) ist komponentenweise zu verstehen und liefert fiir jedes p € P einen Wert
im R™.
Betrachtet man fiir p = (p1,...,pm) € R™ nur p; als Parameter und fixiert andere p;, dann liefert
(11) die partielle ABleitung F), (p) = [ fp,(z,p)dx fir j =1,...,m.

Beweis. Konigsberger: Analysis 2 (Abschnitt 8.4) |

22.6. Riemann-Integral

Der klassische Integralbegriff hat konzeptionelle Bedeutung (Einfithrung etwas einfacher, keine messba-
ren Mengen und Funktionen)
= weniger Leistungsfahig (Anwendung nur in speziellen Situationen)

ebenfalls: Approximation von der zu integrierenden Funktion f durch geeignete Treppenfunktionen

Sei f:Q CR"™ — R mit Q € Q eine beschriankte Funktion. Betrachte die Menge der Treppenfunk-
tionen To(Q), der Form

l l
h=>Y cixg, mit |JQ;=0a,
j=1 j=1

Q; € Q paarweise disjunkt, ¢; € R.

Quader {Q,};=1,...; werden als Zerlegung zugehorig zu h bezeichnet.
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Definition (Feinheit, Riemann-Summe, Riemann-Folge)
Fiir Quader Q' = F{ x ... x F) € Q mit Intervallen F; C R heifit o¢/ := max |I}| (|I}] - Inter-
J

valllinge) Feinheit von @' (setzte oy = 0).

Fir h = 23:1 ¢jXqQ, heiit o := max o, Feinheit zur Treppenfunktion h.

Treppenfunktion h = 22:1 cixqQ; € To(Q) heiBt zulissig (RIEMANN-zuldsssig) fiir f falls Vj
Jz; € Q; : ¢;j = f(z;), d.h. auf jedem Quader @; stimmt h mit f in (mindestens) einem Punkt z;

uberein.

Zu zuléssigen h nennen wir S(h) := Z;Zl ¢lQ;| = 22:1 f(z;) - |Q;] RIEMANN-Summe zu h.

Folge {hy} zuléssiger Treppenfunktionen zu f, deren Feinheit gegen Null geht (d.h. o, — 0) heifit
RIEMANN-Folge zu f.

f heifit RIEMANN-integrierbar (kurz R-integrierbar) auf @, falls S € R existiert mit
S = lim S(hg) (12)
k—o0

fir alle RIEMANN-Folgen {h} zu f.

Grenzwert fQ f(z)da := S heift RIEMANN-Integral (kurz R-Integral) von f auf Q.

Satz 22.21
Sei f: @Q C R™ — R stetig und @ € Q abgeschlossen
= f ist (LEBESGUE) integrierbar und RIEMANN-Integrierbar auf @ mit R- fQ fdz= | o fd=

» Bemerkung 22.22
Sei f: Q C R™ — R beschriankt und es sei N := {z € Q | f nicht stetig in z}.

Dann kann man zeigen: f ist RIEMANN-Integrierbar, wenn n Nullmenge ist.

f ist R-integrierbar < N ist Nullmenge.

Man sieht leicht: die DIRICHLET-Funktion (Beispiel 1.5) ist auf [0, 1] nicht R-integrierbar, da die
Treppenfunktionen hg = 0 und hy = 1 auf [0,1] mit belieb feiner Zerlegung {Q;} jeweils stets
zuléssig sind, sich jedoch in der RIEMANN-Summe 0 bzw. 1 unterscheiden. (Die DIRICHLET-Funktion
ist jedoch L-integrierbar)

Beweis (Satz 2.21). Als stetige Funktion ist f auf @) messbar und beschrinkt und somit L-integrierbar.
Fixiere € > 0 und sei h = Zé’;l J(zr;)xq@; RIEMANN-Folge von Treppenfunktionen zu f.

Fir |Q| = 0 folgt die Behauptung leicht, da S(hx) =0 Vk € N

Sei nun |Q| > 0. Da f auf kompakter Menge Q gleichmifig stetig ist, existiert § > 0 mit |f(z) — f(Z)| < el
falls | — Z| < 0.

Da on, — 0 3ko €N op, < 2= Vhk > ko
= |z — [ <0V, & € Qx,; falls k > ko und [ f(2) — f(2;)] < 15 V& € Qk; mit k > ko

= ‘fodx—thkdx’ng|f—hk|dx§|5—‘~|Q|=aVk2ko
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Da S(hy) = fQ hi dz und e > 0 beliebig folgt S(hy) — fQ fdz.

Fir jede RIEMANN-Folge {hi} zu f ist f R-integrierbar und Behauptung folgt. O
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23. Integration auf R

23.1. Integrale konkret ausrechnen

J; [ da auf Intervalle I = (o, 8) C R (mit a < ) (da Randpunkte eines Intervalls I C R nur Nullmenge
sind, konnte man statt offenem Intervall auch abgeschlossene bzw. halboffene Intervalle verwenden, ohne

den Integralwert zu &dndern)

/jfd:v::‘/lfdx und /:fdx::—/jfdx

(@ = —00 bzw. § = 400 zugelassen)

Schreibweise:

beachte: alle Intervalle sind messbare Mengen nach Satz 1.6, Satz 1.8.

ff f dx heiit auch bestimmtes Integral von f auf I.

Nach Satz 1.6 (b):

Satz 23.1
Sei f : I — R integrierbar auf I. Dann ist I auch auf allen Teilintervallen I C I integrierbar.

Theorem 23.2 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Sei f: I — R stetig und integrierbar auf Intervall I C R und sei 2y € I. Dann

a) F:I— R mit F(z) := f;o f(y)dy YV € I ist Stammfunktion von f auf I.

b) Fiir jede Stammfunktion F' : [ — R auf F' gilt:

b
F(b)—F(a):/ f(z)dx Va,bel (1)

» Bemerkung 23.3

e damit besitzt jede stetige Funktion auf I eine Stammfunktion
e (1) ist zentrale Formel zur Berechnung von Integralen auf f der reelen Achse; die linke Seite

in (1) schreibt man auch kurz

F(b) - F(a) = F(a)|, = F|, = [F(2)]; = [F];

a

Beweis.

zu a Fixiere x € I. Dann gilt fir ¢ # 0

R = o4t z -+t
w{(/ fdy_/fdy)—i/ Fay=: ().

wobei nach Satz 3.1 alle Integrale existieren.
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23. Integration auf R

S 2R £ 0 36 € [, @ + 1] (baw. [z -+t 1] fiir £ < 0): () = L O] = f(€)

L2 (@) = lim p(t) = f(a)
t—
= Behauptung
zu b Fiir eine beliebige Stammfunktion F von f gilt: F(z) = F(z) + C fiir ein ¢ € R (vgl Satz 5.1)

= F(b)—F(a)=F() - F(a)= [} fdz— [* fdo= [’ fdz

= Behauptung O
m Beispiel 23.4
b b
/a yrdo = %x2 = %(b2 —a?)
fiir a = 0: Integral = @ (Fléchenformel fiir’s Dreieck)
a=—b<0: Integral =0  (d.h. vorzeichenbehaftete Fliche)
m Beispiel 23.5
/ sinzder =—cosz|f =1—(-1) =2
0
Satz 23.6 (Substitution fiir bestimmte Integrale)
Sei f: I — R stetig, ¢ : I — R stetig diffbar und streng monoton, a,b € I. Dann:
#(b)
(2)

/ f(w)dch/() fle)¢' (y)dy

formal: ersetzte & = p(y) und dz = %Z dy = ¢'(y)dy.

Ersetzung des Arguments von f durch x = ¢(y) bezeichnet man als Substitution bzw. Varia-

blentransformation

Beweis. Sei F: I — R Stammfunktion von f auf I (existiert nach Theorem 3.2)

Sete 5y F(p(+)) ist Stammfunktion zu f(p(-))¢’(+)

o 40 o~ (b) -1 ’
Theorem 3.3 / Few)é (v) dy = Fe@)IZ_.(2) = F(b) = F(a) = / f(a)da

~1(a)

m Beispiel 23.7

/2 -
-cosydyz/ 1dy=§
0

1 X ¥ /2
/ 1 dx w:ga(w:):smy / 1
o V1—a? 0 /1—sin’y
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—0.5 0.5

Satz 23.8 (partielle Integration fiir bestimmte Integrale)
Seien f, g : I — R stetig und F' bzw. G die zugehorigen Stammfunktionen, a,b € I. Dann

b b
/dex:FGV;—/ Fgdzx

Beweis. Es gilt nach Satz 5.2

/dex:F(m)G(x)—/ngx

und somit folgt aus (1)

b b b b
/de:c—[/dex} —[F-G]Z{/ngx} :F-G\Zf/ng:c

m Beispiel 23.9
Flache des Einheitskreises: betrachte y = v/1 — 22 und

—2x

1 1 1 1
1 — 2 _ 12 N ST ) Ao
/0 1—=x d:z:f/o 1 1—22dx {x 1 9:}0 /0 T 2mdx

1 2 1

1 1—=z Beispiel 3.7 T /

= - dae ™ = - — V1—2z2dx
/o V1— 22 V1—2x2 2 0

2 und folglich die Kreisfliche von 7.

T4

ICHINTES

= Der Viertelkreis hat die Fliche fol V1-—22dx =
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1.5

0.5 ¢

02 04 06 08 1 12 14

m Beispiel 23.10
Berechne die Fliche zwischen den Graphen von f(z) = 2?2, g(x) = x + 2.

Schnittpunkte: x1 = —1, x5 = 2

2 2 1 1,17 9
/ g—fdx:/ x+2—m2dx:[x2+2x—x3} = -
-1 -1 2 314

Y

m Beispiel 23.11
Berechne die Fliche zwischen den Graphen von f(z) = z(z — 1)(z + 1) = 2® —  und g(x) = zo.

Schnittpunkte: z; 3 = :I:\/i, To =0

Betrachte g — f auf [0, v/2]

analog ffﬂf —gdz=1
= Gesamtfliche = 2
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Satz 23.12 (Differenz von Funktionswerten)
Sei f: D CR"™— R™, D offen, f stetig diffbar, [z,y] C D. Dann

ﬂw—f@ﬂ=1;f@+¢@—xﬂ4y—mdt=[;ﬂx+dy—@ﬁﬂw—w)

Hinweis: die linke Seite ist Element in R™ und die Integrale sind jeweils komponentenweise zu
verstehen (Mitte = R™, rechts R"*"). Man vergleiche den Mittelwertsatz (Theorem 4.4) und
Schrankensatz (Theorem 4.9).

Beweis. Sei f = (fi,...,fn), ¢k : [0,1] = R mit vi(t) := fx(z + t(y — x))
= ist diffbar auf [0, 1] mit @) (t) = f(z+t(y —x)) - (y — x)

IR fuy) — Sulw) = or(D) = 9r(0) = [ ph(t)dt

= Behauptung O

23.2. Uneigentliche Integrale

Frage: | ; fdux fiir I unbeschrinkt bzw. f unbeschrénkt?

Strategie: Verwende den Hauptsatz mittels Grenzprozess.

Satz 23.13
Sei f : [a,b] — R stetig fiir a, b € R. Dann

b
f integrierbar auf (a,b] < liin / |f]dz existiert
xrya a
r#a

b a
= / fda = klim f da fir eine Folge ay, | a (3)
a — 00

ag
» Bemerkung 23.14
a) Eine analoge Aussage gilt fir f : [a,0) = R
b) Falls f beschrankt auf (a,b], dann stets integrierbar (vgl. Folgerung 2.17)
¢) Nutzen: Integrale konnen mittels Hauptsatz berechnet werden
)

d) Fiir uneigentliche Integrale f; fdz im Sinne von RIEMANN-Integralen muss nur liin f(s fdzx
ala

existieren (vgl. Beispiel 3.19 unten)

Beweis. Sei ay | a, a < ar Vk und

Ju(x) =

0 auf (a, ax)

{f(:c) auf (au, b
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Offenbar ist |fs] < |f], fi = £, |fil = |f] £ii. auf (a,b).

,2=“ [ integrierbar auf (a,b). Mit Theorem 2.16 (Majorisierte Konvergenz) folgt

b b b
lim/ If|de = lim/ |fk|d33:/ |fldz
k— o0 ar k— o0 a a

= Behauptung % (3)
etrage

<= Folge {| fr|} monoton wachsend,

b b
lim |fx|dx = lim |fldx existiert
k—o0 a k—o0 an

majorisierte . .
f integrierbar |
Konvergenz

m Beispiel 23.15
fol w% d z existiert fiir 0 < v < 1 und nicht fiir v > 1

1

. 1 1 1 e anto 1
Far v # 1. —dez=—2a"7" =—A—-q) " — ——
ap L7 I—vy P L—v

(keine Konvergenz fiir 1 — v < 0, v = 1: analog mit Stammfunktion In x)

Satz 23.16
sei f : [a,+00] — R stetig, dann

B
f integrierbar auf [a,+oc0] < lim / |f|dx existiert
B—oo Ja

0o Bk
:>/ fdx = lim f dx fiir eine Folge B — oo
0

k—oo Jq

» Bemerkung 23.17

Analoge Bemerkungen wie in Bemerkung 3.14
Beweis. Analog zu Satz 3.13

m Beispiel 23.18

<1
/ - d zexistiert fiir v > 1 und nicht fir 0 <y <1
1 X

Fir v # 1:

Br 1 1 P 1 1
/ —dr= -2 =——(1- ;_“’) LN ;
1 v 1 v—1 v—1

falls 1 — v < 0 (keine Konvergenz fiir 1 — v > 0, v = 1 analog mit Stammfunktion In x)
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m Beispiel 23.19

Csinx
/ dx
0 :I/.
Offenbar ist f(]zﬂ_l)ﬂ =

T
kT
:>/
0

sin x
= po

k
|da > ﬁf(7r
sinx

2

1
dzz—zfmoo
T

xT

nicht integrierbar auf (0, co)

aber:

T

f1 cosl cosp B cosx
—sinzdx = — — dx
1 T 1 B 1 2

Wegen |C‘;¥| < g:% VY #£ 0, m% ist integrierbar nach Beispiel 3.18

Ccos T
= lim 3 d x existiert nach Satz 2.10
B—oo Jq x
sin x .
= lim dz existiert = fooo sinx (: s
B—o0 Jq x x

k1) | sinz|dz = & Vk > 1 (vgl. Beispiel 3.5)
k

2) existiert als uneigentliches Integral im Sinne

des RIEMANN-Integral (vgl Bemerkung 3.14), aber nicht als LEBESGUE-Integral.
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24. Satz von FUBINI und Mehrfachintegrale Kapitel VI: Integration

24. Satz von Fubini und Mehrfachintegrale

Ziel: Reduktion der Berechnung von Integralen auf R™ f[R" f dx auf Integrale iiber R.

Betrachte Integrale auf X x Y mit X =RP| Y =RY, (z,y) € X x Y. |M|x Ma8 auf X, Qx Quader
in X usw.

Theorem 24.1 (Fubini)
Sei f: X xY — R integrierbar auf X x Y. Dann

a) Fir Nullmenge N C Y ist x — f(z,y) integrierbar auf X Vy € Y \ N

b) Jedes F': Y — R mit F(y) := [y f(z,y)dz Vy € Y \ N ist integrierbar auf ¥ und

[ s@naen= [ Foav= [ ([ seoaa)ay "

Definition (iteriertes Integral, Mehrfachintegral)
Rechte Seite in (1) heifit iteriertes Integral bzw. Mehrfachintegral .

» Bemerkung 24.2
Analoge Aussage gilt bei Vertauschungen von X und Y mit

[z, y)d(z,y) = f(z,y)dydx (2)
Lo LA

Theorem 4.1 mit f = x fiir Nullmenge N C X xY liefert Beschreibung von Nullmengen in X xY.

Folgerung 24.3

Sei N C X xY Nullmenge und Ny :={z € X | (z,y) € N}

= 3 Nullmenge N C Y mit [Ny|x =0Vy € Y\ N

Hinweis: N # 0 tritt z.B. auch auf fir N=R xQ CR xR (N = Q)
Beweis (Theorem 4.1, Folgerung 4.3).

a) Zeige: Theorem 4.1 gilt fiir f = xa mit M C X x Y messbar, |M|xxy < oo
. Eij € Oxxy, paarweise disjunkt fiir festes & mit M C UJ.EN ij =: Ry

= 1
|M| < Zl |Qu, | < IM| + 1, Ris1 C Ry (3)
o

» Wihle Q}; € Qx, Qf, € Qv mit Qx; = Q) x Q) Vk,j €N
o Mit My :={z € X | (z,y) € M} gilt:

My |x <) 1Q Ix - Xay (W) = vu(y) €[0,00] VyeY (4)

j=1

o Fir festes k ist y — ¢y, (y) == le:l |Q;€J |x - XQx, (y) monoton wachense Folge und Treppenfuntion
in T"(Y) mit ¢x(y) = lm ¢, (y)
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24. Satz von FUBINI und Mehrfachintegrale Kapitel VI: Integration

(3)
2 1

! !
= / Ui () dy =D 1@k |x - QU 1y = D 1@k, by < M|+ ¢
Y =1 j=1

o Nach Lemma 2.11 ist {4, }i L'-CF zu 1, und 1)y ist integrierbar auf Y mit

(3) - (3) 1
M < [ dedy = 1@k, by < M|+ ¢ (5)
Y -
j=1
e Da {¢} monoton fallend (wegen Ri+1 C Ri), existiert ¥(y) = klim Y(y) >0Vy €Y.
— 00
o Grenzwert (5) mittels majorisierter Konvergenz liefert
= [ way ©)
Y

o Falls |[M| =0, folgt ¥(y) =0 f.ii. auf Y

= Folgerung 4.3 bewiesen.

e {xr, } monoton fallend mit ¢r, — xa f.i. auf X X Y und xgr, integrierbar auf X x Y

= {xr,} ist L'-CF zu x und

/ bryd(ey) = [ xard(e,y).
X XY XXY

o Nach Folgerung 4.3 existiert Nullmenge N C Y mit xr, (-,y) = xnm(-,y) f.ii. auf X Vy € Y\ N

LA Xr, (-, y) integrierbar auf X Vk €N, y € Y \ N

majorisierte xm(-,y) integrierbar auf X Vy € Y\ N mit

Konvergenz
d)(y)I/ xak(:v,y)dw%/ xu(z,y)dy
X X

firfa.yeY

& /Xxyxzw(%y)d(%y):MZL(/)(Xm(x7y)dx)dy

e D.h. Behauptung fiir f = xum
Linearitéat

Behauptung richtig fir alle Treppenfunktionen

des Integrals

b) Sei f > 0 integrierbar auf X x Y
Wihle zu f monotone Folge von Treppenfunktionen {h;} geméaf Folgerung 1.16

= XXth($7y)d(f7y)a_>/Y(/thdx>dy

Analog zu a) folgt: hi(-,y) — f(-,y) f.i. auf X fir fa. y €Y
Mojorisierte Behauptung fir f.

Konvergenz

Allgemein: Zerlege f = —f~ + fT und argumentiere fiir f* separat. O
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Satz 24.4 (Satz von Tonelli)
Sei f: X XY — R messbar. Dann

f integrierbar < /Y</X|f(9c,y)|dx>dy oder /X(/Y|f(:v,y)dy>dx (7)

existiert.

» Bemerkung 24.5

a) Falls eines der iterierten Integrale (7) mit |f| existieren, dann gelte (1), (2)

b) Existiert z.B. [, ([ |f|dz)dy heiBt dies: 3 Nullmenge N C Y mit

Fy) = [ |felde Ve v\ N
b's
und mit F(y) := 0 Vy € N ist F integrierbar auf Y’

Bewets.

»,2=“ Mit f auch |f| integrierbar und die Behauptung folgt aus Theorem 4.1
S Sei Wy, = (=k, k)PT? C X x Y Wiirfel, fi :=€ {|f], k- xw,}
= f ist integrierbar auf X x Y
Offenbar sind die {fx} wachsend, fr — |f| f.ii. auf X x Y. Falls oberes Integral in (7) existiert, gilt

/Xxyf(x,y)d(:c,y)F“ﬁi“i/Y(/kadx>dy§/y(/x|f|dx)dy<oo

= {fXXY fr d(z,y)} beschriankte Folge

Majorisierte . . Satz 2.7 . .
————— |f| integrierbar =——= f integrierbar = Behauptung O
Konvergenz

Folgerung 24.6

Sei f: R™ — R integrierbar auf R", z = (z1,...,2,) € R"
= f(x)da::/...</f(x17...,xn)dx1>...dxn (8)
R R R
Beweis. Mehrfachanwendung von Theorem 4.1 O

» Bemerkung 24.7
1) Die Reihenfolge der Integration in (8) ist beliebig

2) Integrale reduzieren die Integration auf reelle Integrale iiber R

3) Fir [, fdaist (xarf) geméB (8) zu integrieren, wo ggf. [, ... durch f; ... mit geeigneten
Grenzen ersetzt wird.

m Beispiel 24.8
Sei f: M C R? — R stetig, M = [a,b] X [c,d]
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24. Satz von FUBINI und Mehrfachintegrale Kapitel VI: Integration

= f messbar, beschrinkt auf M
= [ integrierbar auf M

= xuf ist integrierbar auf R?

= / fdx:/ XMfdJ;://XM(xl,xg)f(xl,x2)dx1dxg
M R2 R JR
b d b
:// X[c,d](IQ)f(xl7x2)dZ1dI2:/ / flxy,29)day dasg
R Ja c a
Z.B. f(z1,22) = z1 -sinze, M = [0,1] x [0, 7]
s 1 T 1 1
= /fdxz/ / zlsinxgdxldxgz/ [2x%sinx2] dxs
M o Jo 0 0

1 1 T
:/ —sinxodxeg = |—=cosza| =1
0 2 2 0

m Beispiel 24.9
Sei f: M C R? — R stetig, M = {(z,y) | 22 +y* =1}

= xuf integrierbar auf R?

Vi—z?
:/fdxy //XMfdydx—// f(z,y)dydax
Vi—z?

ZB. f(z,y) =yl
Vi—z? 1 1 1—x2
= /|y|dxy—2/ / ydydx—?/ [2 2} dz

1
1 4
—2/_12(1—916 )dz = [x—gxg}lzg
m Beispiel 24.10

Sei f: M C R® — R stetig, M Tetraeder mit Ecken 0, e, es, €3

/Mfd(x,y,z) = /01 /01_3c /01—30—21 fz,y,z)dzdyda

7Z.B: f(z,y,2) = 1:

0
0 Jo
1 pl—z 1 2 1 2
Y i1-—=2 1 T
= 1—z—ydydz= - dz x4+ —d
e A N SR

=2

das Volumen eines Tetraeders.

24.1. Integration durch Koordinatentransformation
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Definition (Diffeomorphismus, diffeomorph)
Sei f:U C K™ — V C K™ bijektiv, wobei U, V offen.

f heilt Diffeomorphismus , falls f und f~! stetig diffbar auf U bzw. V sind.

U und V heiflen dann diffeomorph .

Theorem 24.11 (Transformationssatz)
Seien U, V C R™ offen, ¢ : U — V Diffeomorphismus. Dann

f:V — R integrierbar < f(¢(-))|det¢'(y)|: U — R integrierbar
und es gilt

/ Fe@) - 16 @) dy = / f(z)da
U Vv

Beweis. Vgl. Literatur (z.B. Konigsberger Analysis 2, Kapitel 9)

Sei U =Q € Q Wiirfel, V := ¢(Q), § € Q, x := ¢(7)

klein

108 V= [, ldy = [,|det¢'(y)|dy ?x |det ¢’ (9)] - |Q], d.h. | det ¢’ (y)| beschreibt (infinitesimale)

relative Veranderung des Mafles unter Transformation .
m Beispiel 24.12
Sei V = Bg(0) C R? Kugel mit Radius R > 0.

Zeige: |Br(0) :/ 1d(z,y,2) = %lﬂ'R?’
v

Benutze Kugelkoordinaten (Polarkoordinaten in R?) mit

T 7 cos o cos 3
y | =¢(ra,B) = | rsinacos
z 7sin 8

Fir (r,o, 8) €U : (0,R) x (—m,7m) x (—%,%).
Mit H := {(2,0,z) e R |2 <0} und V := V \ H gilt: |H|gs =0

¢ : U — V diffbar, injektiv, und

cosacosfS —rsinacosfS —rcosasin
¢ (r,a, B) = sinacosS rcosacosf —rsinasinf

sin 8 0 rcos 3

= Definiere ¢'(r,a, 8) = r?cos B # 0 auf U
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Satz27.§ ¢ : U — V ist Diffeomorphismus

$|&mni/mm%>i/mu%>t/mmw>
/|det<p (rya, B)|drdad B+ |H| F“'”““/ / / r?cosfdBdadr

:/ / r smﬂ%ldadr:/ / 2r2dadr:/ drr?dr
-7 2 0 - 0

*7'('7'3

3

w\a

f7rR3

0

m Beispiel 24.13 (Rotationskérper im R3)
Sei g : [a,b] — [0, 00| stetiger, rotierender Graphen von g um die z-Achse.
— Bestimme das Volumen des (offenen) Rotationskérpers V' C R3.

Benutze Zylinderkoordinaten:

T T COS (v
y| = o(r,a,z) == | rsina
z z

auf
U={(ra,z) eR*|r€(0,9(2)),a € (—7,7),z € (a,b)},

mit H := {(2,0,2) € R® |2 <0}, V:=V \ H gilt |[H| =0 und ¢ : U — V diffbar, injektiv, sowie

cosae —rsina 0
/ . .
o' (r,a,2) = | sina rcosa 0| =r>0auflU

0 0 1

Sate 208 @ : U — V ist Diffeomorphismus

V messbar (da offen) = V messbar, und offenbar f = 1 integrierbar auf V

:Wbm::/mmw> @/MMMWMW%@
Vv U

F“bml/ [ﬂ/ rdrdadz —/ /J r(Z)dadz
/ /_Tr dadz = 7r/abg(z)2dz

Z.B. g(z) = R auf [a,b]: |V] = Wf; R?dz = 7R%(b— a) (Volumen des Kreiszylinders)
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Kapitel VII
Differentiation II

25. Hohere Ableitungen und Taylor-scher Satz

Vorbetrachtung: Sei X endlich dimensionaler, normierter Raum iiber K (d.. Vektorraum iiber K mit
Norm || - ||, dim X =1 € N).

Offebar sind X und K' isomorph als Vektorraum, schreibe X = K!, z.B. X = L(K", K™) = K™™",

Firg: D C K™ — X, D offen, kann man die bisherigen Resultate beziiglich der Ableitung tibertragen.
¢'(z) € L(K™, X) heiBit Ableitung von ¢ im Punkt z € D, falls

gz +y) =g(x)+ g =0y +o(lyl), y =0

Definition (zweite Ableitung)
Betrachte nun f : D C K™ — K™, D offen, f diffbar auf D. Falls g:= f': D — L(K", K™) =: i,
diffbar in x € D ist, heifit

f"(z) =g (x) € L(K", Y1) = L(K", L(K",K™) ) (1)
———

> mXn

zweite Ableitung von f in X.
Offenbar gilt dann:

flle+y) = f(z)+ @)y +oyl), y =0
bzw.

fllaty)z=f(2) 2+ (f(x) y)z+o(lyl) - = Vze K" (2)

GK’VYLX"’L
—_————
eK™

Interpretation: Betrachte f”(z) als kubische bzw. 3-dimensionale ,Matrix“ (heift auch Tensor 3.

Ordnung).

beachte: Ausdruck fiir f”(x + y) - z ist jeweils linear in y und z.
Frage: hohere Ableitungen, d.h. von f”: D — L(K™, Y1) usw.

Offenbar:

9> = L(K™,Yy) = L(K", L(K"K™)) = L(K", K™*") = [(K", K™*") = k™"
g3 = (Kn,YQ) o~ L(Kn?Kmvﬁ) o~ Kk~n3
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25. Hohere Ableitungen und TAYLOR-scher Satz Kapitel VII: Differentiation II

Endlich dimenionale, normierte Rdume, man kann rekursiv Vk € N definieren:
(i) (Raume)
Yo = K" mit | .|
Yit1 := L(K™,Y},) mit Standardnormen ||A|g+1 = |st|1<p1 |Az|ly, (vgl. Satz 13.8),

: ~J . k .
analog zu oben ist Y, = K™"™ | Y; normierter Raum

(ii) (Ableitungen)

fO .= f:Dc K" — K™, D offen.
Falls f*) : D — Y}, diffbar in 2 € D heifit

FED@) = (1) (@) € LK™, V)

(k + 1)-te Ableitung von f in z. (beachte: fV)(z) = f(x))

Somit gilt:

FP (@ +y) = P (2) + F8H (@) -y +ollyl) (€ Vi), y =0 3)

Definition (k-fach differenzierbar)
f heiBt k-fach differenzierbar (auf D), falls f(*)(x) existiert Va € D.

f heilt k-fach stetig diffbar (auf D) oder C*-Funktion, falls f k-fach diffbar und f ®) . D =Y,
stetig.

C*(D,K™) :={f: D — K™ |f k-fach stetig diffbar auf D}
Hinweis: Falls f(k)(x) existiert = f*~1 stetig in X (vgl. Satz 2.2)
Speziafalln =1: f:DC K — K™

flx)eYh =L(K,K")= K™

f'(x) €Yy = L(K,Y;) 2L(K,K™) = K™
Allgemein: f*)(z) € Yy = L(K,Y,_1) = L(K,K™) =2 K™, d.h. fiir n = 1 kann f*)(z) stets als
m-Vektor in K™ betrachtet werden.

m Beispiel 25.1
Fir f: R — R mit f(z) =z -sinz

= f(z) =sinx+z-cosz
= f"(z) =cosx +cosz —xsinz = 2cosz — xsinx

= f"(x) = —3sinz — xcosx usw.
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25. Hohere Ableitungen und TAYLOR-scher Satz

Kapitel VII: Differentiation II

A

x - sin(x)
sin(z) + « - cos(x)

7 2cos(z) — x - sin(x)

// \\ 2
-2 /,’
—9 1
4
m Beispiel 25.2
sei f:Rso— R? mit f(z) = (1?2)
32 6x 6
= f/(I) = = f”(:E) = = f///(x) _
: = -
m Beispiel 25.3
Sei f: R — R mit
3 x>0
f(z) =
-3 <0
Folglich
, 312 " 6z
= f(z) = = [(x) =
—31‘2 —6x
= f""(0) existiert nicht, d.h. f € C?(K,R) aber f ¢ C*(R,R)
m Beispiel 25.4
Sei f:R — R mit
e~ r x >0
f(z) =
0 z<0

= fF)(x) existiert Vo € R, k € N mit f*)(0) = 0 Vk, d.h. f € C*(R,R) Vk € N.

Man schreibt auch f € C*°(R,R)

Riume Yj: = L(K", Y1) = Km™xn",

Fir AeY, =L(K",Y,_1) und y1,...,yx € K™ gilt:
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Ay €Yi1=L(K", Y 2),

(Ay1) - y2 €Yio=L(K", Ys_3)

Ausdriicke links sind offebar linear in jedem y; € K™ separat, j =1...,k

Definition (k-lineare Abbildung)
Betrachte

X, = LF(K™ K™)

={B:K"x...x K" — K™ |y; = B(y1,...,ys) linear fiir jedes j =1,...,k }
—_———
k-fach

B € X}, heifit k-lineare Abbildung . X}, ist Vektorraum.

m Beispiel 25.5
Fiir 3-lineare Abbildung B € L3(R,R?) mit

Tyz
B(z,y,2) =
(z+y)z
ist z.B. nicht linear als Abbildung auf R3.
Satz 25.6
Fur k£ € Nist I : Y, — X mit
(I A) (Y1, .-, Yyk) == ( .. ((Ayl)yg) yk) VAeY,, y;€e K", j=1,...,k (4)

ein Isomorphismus beziiglich der Vektorraum-Struktur (also Xy = Yy).

Hinweis: Somit kann f*)(z) auch als Element von X} betrachtet werden, d.h. f*)(z) € X} =
LE(K™, K™)

Damit wird z.B. (2) zu
flle+y) 2= f(z) 24 () (y,2) +o(ly) -z Vz€ K" (5)

und fiir n =1 gilt

f(k)(m)(yl, ceYR) = f(k)(m) Y1y Vy; € K
——
eK™ Produkt von Zahlen

Beweis. Iy offenbar linear auf Yy, i injektiv, denn I(A) =0 gdw. A =0

Zeige mittels Vollstdndiger Induktion: I, surjektiv.
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TA:  Offenbar ist X1 =Y; und [1A = A = I surjektiv

IS:  Sei Ij surjektiv und wéhle beliebiges B € Xy41.
Setze By, :== B(y1, *,..., ) € X Vy1 € K", B € L(K™, X&)
= A:=I'"BeL(K"Y}) =Y

= ([k+1A)(y1,. . .,yk+1) (é) ( .. ((Ayl)yg) .. .yk+1) IK(Ay1))(y2, .. ~,yk+1)

6)  ~
= (By1) (Y2, Yk+1) =B, Yrt1)

= B =1Iy41 A = Iy surjektiv
= [;; Isomorphismus

Norm: in Xg, Y;: fir A € Y}, folgt durch rekursive Definition
( ((Ay) y) y’f) <lAlly, Vs € K", i £0
ly1l ) y2l Y|
= (- ((Ay)ye) o) < Al lwallyel - vkl Yy - ue € K
Norm fiir A € X, = LF(K"™, K™):
Al x, = sup{|A(y1,....un)| [ y; € K", |y;] <1}
Analog zu (7) folgt fiir A € Xj:

A(y1, - )l < Allx, vl - lyel Vy; € K7

Satz 25.7
Mit Isomorphismus Iy, : Y, — X aus Satz 1.6 gilt:

IIA)x, = Ally, VA€EY;

Beweis. Selbststudium / UA

» Bemerkung 25.8
| f*) (x)|| unabhéingig davon, ob man f*)(x) als Element von X}, oder Y} betrachtet.

25.1. Partielle Ableitungen

Sei X = (x1,...,2) € K™ d.h. z; € K, ey, ..., e, die Standard-Einheitsvektoren

Wiederholung: Partielle Ableitung f, (z) = %f(x) = D,, f(x) ist Richtungsableitung f'(x,e;) =

D., f(z) € L(K,K™).
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Definition (partielle Ableitung)
Nenne f,, (z),..., fz, () partielle Ableitung 1. Ordnung von f in X

Fir g : D — X definieren wir die partielle Ableitung a%jg(x) = ge;(r) € L(K,X) analog zu
Abschnitt 3:

glx+t-e;) =g(x)+go ()t +o(t), t =0, t € K (9)

Fir g = f, : D — L(K,K™) ist dann g,, € L(K,L(K,K™)). Fiir g = f,, : D — L(K,K™) ist
dann g, € L(K,L(K,K™)) = L*(K,K™) = K™ die partielle Ableitung f,,,,(x) von f in 2 nach

x; und x;.

. 2
Andere Notation: ﬁf(x), Doz, f(7),. ..

Die fy,2, () heiBen partielle Ableitung 2. Ordnung von f in .

Mittels Rekursion
0
fajjl"'mjk (‘T) = aixr,fl,q(li]k (10)

erhélt man schrittweise die partielle Ableitung der Ordnung & € N von f in x:

ak
o =Dy a = e LF(K,K™
Fopn ) = Dy H0) = o ) € TS )
Berechnung durch schrittweises Ableiten von xj, — f(z1,...,2n), j, = fo; (T1,...,7,) usw.
m Beispiel 25.9
Sei f:R? — R mit f(x,y) =ysinz Va,y € R und
fo(z,y) =ycosx fy(z,y) =sinz
foa(z,y) = —ysinz fyy(@,y) =
fxy(xay)zcosx fyw(x,y):cosx
Beobachtung: f,,(z,y) = fyz(z,y)
Abkiirzende Schreibweise:
o? o?
foja;2;(%) = Wf(m) = 8735,,70(@
0
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Definition (Hesse-Matrix)
Firm=1 (dh. f: D CR" = K) ist

foiao () oo faya, (T)
: : =: Hess(f)

feoa (@) o fapa, (T)

die HESsE-Matrix , die alle partiellen Ableitungen 2. Ordnung enthélt.

m Beispiel 25.10
Sei f = (f1, f2) : R? — R? mit

f1(3317932) _ 93%@

fa(z1,22) T1T9 + T3
Folglich

2T1T2 1’%
Jar (21, 22) = Joo (21, 22) =
T2 1 + 229
und
20129 1:%

T2 1 + 229
ist die JACcOBI-Matrix sowie

2x9 211 0 1
Hess(f;) = Hess(f2) =
2z; O 1 2

Anschaulich: alle partiellen Ableitungen 2. Ordnung bilden eine 3D Matrix.

Frage: Zusammenhang von f*)(z) mit partiellen Ableitungen?
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Theorem 25.11
Sei f: D C K" — K™, D offen, x € D. Dann

(a) Falls f*)(z) existiert, dann existieren alle partiellen Ableitungen der Ordnung & in 2 und
fajymy (®) = FE (@) (€40 - -+ €51) (11)

(b) Falls alle partiellen Ableitungen fej,
und falls diese stetig sind
= f ist k-fach diffbar, d.h. f*)(z) existiert.

. der Ordnung k fiir alle y € B, () C D existieren

J

» Bemerkung 25.12
Theorem 1.11 (b) ist ein wichtiges Kriterium zur Priifung der diffbarkeit, k-te Ableitung kann dann

mittels (11) bestimmt werden.

Beweis. Jeweils mittels vollstindiger Induktion nach K ausgefiihrt:

a) basiert auf Theorem 3.11
b) basiert auf Theorem 4.14 O
m Beispiel 25.13 (nochmal Beispiel 1.10)

f@(x) = f"(z) € L*(R?,R?) existiert Va = (1, 23) € R? nach Theorem 1.11 und kann als Vektor
von der HESSE-Matrix dargestellt werden:

2x2 2371
Hess f1 221 0
Hess fo 0 1
1 2

Was ist nun f”(x)(y1,ye) fiir (Vektoren) v, yo € R%?

f' @)y y2) = [ (x) ((y“), (921)) = @ (@) (yr1e1 + yr2ea, Y€1 + yazes)

Y12 Y22
=y f"(x)(er, y2) + yiaf" () (€2, y2)

= yoryn " (@) (e1, e1) + yrayor [ (x) (e2, e1) + y11y2a f () (e1, €2) + yr2y2a f” () (€2, €2)

(11)
= y11y21f;/p,1m1(x) + Y12Y21 Frr2s (T) + Y21Y22 Froz, (T) + Y1222 frnas (7) (€ R?)

Hessfi)(z)y1,y
_ [« 1) (@)y1, y2) CR® gy € R?

((Hess f2)(2)y1, y2)

Analoge Rechnung liefert allgemein

156



25. Hohere Ableitungen und TAYLOR-scher Satz Kapitel VII: Differentiation II

Folgerung 25.14
Fiir f = (21,...,fm): D C K™ — K™, D offen, es existieren alle f)(z) fiir z € D. Dann

((Hessf1)(z)y1, y2)
FO@) (1, y2) = : € K™ Vy1,y2 € K" (12)

((Hess fr)(z)y1,y2)

» Bemerkung 25.15
Fiir hohere Ableitungen wird die Darstellung f*) (z)(yy, ..., yx) allgemein mittels partiellen Ablei-
tungen immer komplexer, wird allerdings auch selten benétigt.

Frage:: Kann man die Reihenfolge bei partiellen Ableitungen vertauschen? (vgl. Beispiel 1.9)

m Beispiel 25.16
Sei f: R? — R? mit

fla,y) = =
0 (z,y) = (0,0)
und folglich
m4 m2 2_,4 .
by — TS i @) # 0.0

lim sonst

f(t,O)ff(,O,) — O
t—0 t

insbesondere f,(0,y) = —y Yy € R, also f,,(0,0) = —1

analog fy(x,0) = zVzeR, also f,;(0,0) =+1

Satz 25.17 (Satz von Schwarz)
Fir f: D C R"™ — R™, D offen. Mogen die partiellen Ableitungen fu,, fz;, fz,z; auf D existieren.
Falls f;,.; stetig in z € D

= fo,a,(v) existiert und fo,o, () = fo;a, (@) (14)

Folgerung 25.18
Sei f: D C R™ — R™, D offen, f k-fach diffbar (d.h. f € C¥(D,R™))
= alle partiellen Ableitung bis Ordnung k existieren und die Reihenfolge kann vertauscht werden.

Beweis (Folgerung 1.18). Existenz der partiellen Ableitung und deren Stetigkeit folgen aus Theorem 1.11, belie-
bige Vertauschung der Reihenfolge kann durch schrittweises Vertauschen von zwei ,,benachbarten Verdnderlichen®
erreicht werden.

Satz 11T Behauptung
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Zur Veranschaulichung:

(E) Satz 1.17 (170)

feser2a () = Dayfegar () =" Dayfaras(T) = forzse. ()
(10) Satz:1.17( (10) O

= (le)r‘sm(x) Jo1)wgzs (T) = fI112Z3(m)

Beweis (Satz 1.17). oBdA m = 1. Fixiere £ > 0 = 34 > 0 mit
r+s-e+t-e; €D Vs,te(=9,0)
und

‘fzz% (.’L’+8 e+t ej) - fzizj ($)| <e Vs,t € (757 5) (15)

Definiere ¢(s) (x+s-e+t-e;)— f(x+s-e;) ist diffbar auf (=4, ) Vt € (—0,9)

= f
30 € (0.5) : ¢(s) = 9(0) = ¢/(0)s = (fo (x + 0ei +1e5) = [ (2 4 0e) s

MWS
===
MWE fiir ¢ — Jo, (@ +oe; +te;): It € (0,1) : o(s) — @(0) = fo,,; (x4 oe; + Tej)st (o, T abhingig von s, t)
———
Daher gilt: -
s) — (0 s) — (0 - -
AP0 g < [P0 @)] 4 | fore @) fove, @)
=0
(15)
< e Vs, te(=49), s,t#0 (16)
Wegen
lim #s) = ¢(0) = lim fots eitte) - fletse) f@tie)-f@) =fo,(x+s-€)— fo,(x)
t—0 t t—0 t t J J

folgt aus Gleichung (16)

fo;(@+s-ei) = fu; ()

S

— Juiz;(2)| <€ Vs €(=4,0); s#0 (17)

z. (x+s-e;)—fz.(x 17
L foyonlw) = lim LIS 0D g (@) o

s—0

25.2. Anwendungen
Frage: Wann besitzt fD C R™ — R™*" eine Stammfunktion? (Vgl. Abschnitt 5, o0BdA m = 1)

Satz 25.19 (notwendige Integrabilititsbedingung)
Sei f=(f1,.-.,fn): D CR™ = R"™ D Gebiet, f stetig diffbar.

Damit f eine Stammfunktion F' : D — R besitzt, muss folgende Integrabilitdtsbedingung erfiillt

sein:

0 0 .
a—xlf](x)—a—%fz(:r) VeeD,i,j=1,...,n (18)
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» Bemerkung 25.20
(18) ist hinreichend, falls z.B. D konvex (siehe Analysis 3)

Beweis. f habe Stammfunktion F' = F € C*(D)
= Fp(z) = fi(z) Ve D,j,i
= ijxi(x) = B%ifj(x) Vr e D,i,j
Schwarz
Fayer@) = Fupn, (0) = 52 (@)

m Beispiel 25.21
Nochmal Beispiel 5.11 mit Parameter o € R:

azy
flzy) =
22 442
Betrachte die Ableitungen
0 0
@fl(l‘vy):ax7 %fg(l',y):zf

(1:8;04:2

Satz 25.22
Sei f: D CR"™ — R, D offen und konvex, f stetig diffbar. Dann:

a) [ konvex < (f'(z),y —x) < f(y)f () Va,y € D
b) falls sogar f € C%(D), dann:

f konvex & f"(z) = (Hessf)(z) positiv definit Vo € D

Beweis. Vgl. Literatur

25.3. Taylor-scher Satz

Ziel: Bessere Approximation als durch Linearisierung

Verwende allgemeine Polynome ¢ : K" — K der Ordnung k, d.h.

n n n
p@) =ao+ Y awi+ Y agma o+ D g ga Zjy
i=1 i,j=1 J1s--dk

mit ag, a;, a;; € K gegebene Koeflizienten

Notation: f®)(z)(y,...,y) = f* (x)y*

Wiederholung: f € C(D): f(zx+y) = f(z)+0o(1),y—0
feClD): flz+y) = f(x)+ f(x)y +olyl), y = 0

(19)
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Theorem 25.23 (Taylor-scher Satz)
Sei f: D C K™ — K™, D offen, k-fach diffbar auf D, z € D. Dann

flz+y) = +Z f(J) )y' + Ry(y) falls [z,2 +y] C D, (20)

wobei

R < 7 [F0 + k| < 2 [ 40+ 7o) 1 (21)

fir ein 7 = 7(y) € (0,1)

Fir K =R, m =1 gilt auch

1
Ri(y) = /0@ +7y)y" (22)
(LAGRANGE Restglied)
Falls f € C*(D, K™) gilt:
1
Ri(y) = /M @)y" + o(lyl"), y = 0 (23)

» Bemerkung 25.24

Entscheidente Aussage in Theorem 1.23 ist nicht (20), sondern die Eigenschaften des Restglieds
(dies wird klein).

Beweis. Sei [z,z + y] C D, definiere

k—1

Ric(0) = fa+) = [@) = > V@’ =+ (20)
und definiere
= i _
o(0) = o) = S+ ) = S U= Oy - (-0 Rutw)
Offenbar p(1) = 0 = ¢(0).
Da f k-fach diffbar
= ¢:[0,1] - K™ R-diffbar auf (0, 1) mit
¢'(t) = —f'(z + ty) y+z< 1_t f(”(erty) O;Ttyf(j“)(:rﬂy)yj“) + k(1= )" Re(y)
= —%f(k)(m-i-ty)y (= 0 Ri(y) (24)
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(a) K =R, n=1: nach MWS 3r € (0,1) und

(b) zu (21) mit K = R: Sei ¢(t) := (¢(t),v) fiir v € R”
= 1 :[0,1] — R diffbar auf (0,1) mit ¢’ (¢) = (¢’ (t),r)

22 37 € (0,1): 0= (¢(7),0)

= (Ric().v) = 15 (P + )yt o) (25)

mit v = % (|Rx(y)| # 0, sonst klar) und es folgt

(Rily),o) = [Re()] = (357 @+ o)t o0) <

(¢) K = C: identifiziere C™ mit R*™ und setzte ¢(t) = (@(t), r)g2m.
Beachte:
o ¢:[0,1] = R, 75%ep;(t) = Regrp;(t) Vi
o (R(y), Rr(y))mem = |Ri(y)|Em

und argumentiere wie in b)

(d) zu (23): Setzte Ri(y) = & f® (2)y" + ri(y) in (25), 7 = =W (falls r4(y) # 0)

k()]
(®) N
Sl < o [ @ ) = 70 @) ] £ 5 5+ ) = 19 @) 5 o
dh.ri(y) = ollyl*), y — 0 o

Definition (Taylorpolynom, Taylorentwicklung)
Rechte Seite in (20) ohne Restglied heifit Taylorpolynomvon f in 2 vom Grad k — 1.

(20) heifit Taylorentwicklungvon f in x.

Folgerung 25.25 (Taylor-Formel mit partiellen Ableitungen)
Sei f: D C K™ — K™, d offen, f k-fach diffbar auf D, z € D, [c,c+y| C D:

N

flz+y)=f(z)=

-1 n
1 —

1
I
1

fmjl Ty (z)yjd Y5 + Rk(y)a (26)
1

wobei y = (y1,...,Yn) € K™ (d.h y; € K Zahlen).

Beweis. Benutze (11) O

» Bemerkung 25.26

Falls alle partiellen Ableitungen von f bis Ordnung k existieren und stetig sind auf D
= f € C¥(D) und (26) (vgl. Theorem 1.11)
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m Beispiel 25.27
Sei f: R — R mit f(x) =cosz. Fiir x = 0 gilt:

1 1 1
cosy = cos 0 + ﬂ(cos’(O))y + 5(005”(0))3/2 +...+ ﬁ(cos(k) 0)y* + o(|y|")

k=8 1, 3 1y L o6 7 1 8 8
=1 0.y — = A0y — —— . -
0y —5y" +0y" + 50y =0y — o5y +0-y" + -ooony” +ollyl)
(gilt auch fiir K = C)

m Beispiel 25.28
Sei f:R? - R mit f(x) = (23 + 2122 + sinxs) (z = (v1,22))

Taylorentwicklung in zo = (1,7), y = (y1,y2) € R2.
’ 1 " 2 1 " 3 3
fla+y) = flzo) + f(xo)y + 5 f7(z0)y” + 3 f7 (wo)y™ + ol[y[)
Offenbar sind

2z, + 2 1
f'(x) = f"(x) = (Hessf)(z) =

x1 + coszy 1 —sinzso

und es ergibt sich

f(@o+y) = f(@o) + far (o) y1 + faz(0)y2
+ %fmlzl (iﬂo)y% + ;fm112 (xO)ylyQ + %fxgmg (x)yg
+ %fmgmgmg (xO)yS + O(|y‘3)

1
=147+ Q+my1 +0-y2+yi + 192+ 0-y3 + =y5 +o(|y|*), y = 0

6
Frage: Falls f € C*°(D) existiert, dann
1 ..
Fe+y) = F@) Y /P @yt +olly?) firk=1,....n (27)
Definition (Taylorreihe)
Rechte Seite in (27) heiit Taylorreihevon f in z.
m Beispiel 25.29
Sei f:C — C mit f(z) =sinz fiir x =0, dann
0 k gerade
O i
(-1)F firk=21+1
= (27) hat die folgende Form:
3 5 20+1
. _ .Yy ¥ o YT e
siny =y 3!—1—5!4—...—2( 1) O] fir/=0,...,00
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Diese gilt Vy € C (vgl. Definition Sinus in Kap. 13), analog Cosinus

m Beispiel 25.30
Sei f: R — R mit

Nach Beispiel 1.4: f € C°(R), f*)(0) =0 Vk € N
(27
ZL fy)=0) vy = ¢

= (27) gilt nicht fiir alle f € C*°(D)

Wiedeholung: Eine Reihe ist konvergent, falls die Folge der Partialsummen konvergieren, und damit

(27) gilt, muss die Reihe auch gegen f(z + y) konvergieren!

Satz 25.31 (Taylorreihe)
Sei f: D C K™ — K™, D offen, f € C*°(D,K™), z € D, B.(z) C D. Falls

lim Ry(y) =0 Yy € By(x)

k—oco

= Taylorformel (27) gilt Yy € B,-(z) und f heifit analytisch in x.

Beweis. Folgt direkt aus Theorem 1.23 O

m Beispiel 25.32
sin, cos, exp : C — C sind jeweils analytisch in allen z € C und (27) gilt jeweils Vy € C (klar fiir
z = 0) aus der Definition, fiir z # 0 erfolgt der Nachweis als UA / Selbststudium.
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26. Extremwerte

26.1. Lokale Extrema ohne Nebenbedingung

Betrachte f: D C R™ — R, D offdn]rfudiffRar.

notwendige Bedingung: (Theorem 4.1): f hat lokales Minimum / Maximum in ¢ € D = f'(z) =0
Frage: Hinreichende Bedingung?

Definition (definit, semidefinit, indefinit)

f®)(2) fiir k > heiBt positiv definit (negativ definit), falls

fP @)yt >0(<0) VyeR\{0} (1)

und positiv (negativ) semidefinit mit > (<).

) heift indefinit , falls

Fy1,y2 € R\ {0}« fP @)y <0 < fP (@)ys (2)
Hinweis: &k ungerade, f*)(z) # 0 = f*)(x) indefinit, denn f*) (—y)* = (—1)F fF) (2)y*

Satz 26.1 (Hinreichende Extremwertbedingung)
Sei f: D CR" = R, D offen, f € C¥(D,R), x € D, k > 2 und sei

fllay=...=f* V=0 (3)

Dann:
a) f hat strenges lokales Minimum (Maximum), falls f*)(z) positiv (negativ) definit

b) f hat weder Minimum noch Maximum, falls f*)(z) indefinit.

» Bemerkung 26.2
1) Falls f*)(2) positiv (negativ) semidefinit = keine Aussage moglich.

(betrachte f : R? — R mit f(x1,22) = 23+23, hat Minimum in z = 0, aber f(21,72) = 23+23

hat weder Minimum noch Maximum in z = 0)

2) b) liefert: f*)(z) # 0 positiv (negativ) semidefinit ist notwendige Bedingung fiir ein lokales
Minimum bzw. Maximum, falls (3) gilt

Beweis.

zu a) Fir Minimum (Maximum analog):
Sei f*)(z) positiv definite Abbildung, y — f*)(z)y* stetige Abbildung (folgt aus Bemerkung 1.8).
Sei S = {y € R™ | |y| =1} ist kompakt
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Theorem 3.3
e

Jje S: fB (x> P (@)t =7y>0vye S

Theorem 1.23
>

fl@+y) = f@) + 7P @)y" +ol|yl*)

k
= f(@) + #lyl* | fP (@) (y> +o(1) |, [yl =0
|yl ~~
N———r 2_%
>y
> f(z) + 55 - [y|* Vy € Br(0) falls y € B-(0), r > 0 klein
=z ist strenges, lokales Minimum =- Behauptung

zu b) Wéhle y1,y2 geméaB (2), oBdA |yi| = |y2] =1
analog zu a) k
- fa+ty) = f@) + & (SO @)yt +o(D) < f(a),

|t] klein

Fla+ty2) = f(z) + 5 (FP(2)yh +o(1)) > f(x)
= Behauptung O

Test Definitheit in Anwendungen: k = 2 wichtig (vgl. lineare Algebra).
f"(z) € L*(R%,R) = R™*" (HESSE-Matrix)
f"(@)y? = f"(2)(y,y) = ((Hessf)(x)y, y), vel. Beispiel 1.10
Matrix A € R™* ist
o positiv (negativ) definit < alle Eigenwerte sind positiv (negativ)

o indefinit = 3 positive und negative Eigenwerte

26.2. Sylvester’sches Definitheitskriterium

Eine symmetrische Matrix A = (a;;) € R™*™ ist positiv definit gdw. alle fithrenden Hauptminoren

positiv sind, d.h.

11 o O

ap :=det | >0 Vke{l,...,n}

a1 ... Okk

beachte: A negativ definit < — A positiv definit
Spezialfall n = 2: e det A < 0 < indefinit
e a1 <0 und det A > 0 & negativ definit

m Beispiel 26.3
Sei f:R? = R mit f(z1,72) = 23 + cos xa
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= f(x1,22) = (2z1) —sinas =0

= x1=0,20 =k -7, dh. Z=(0,k-m) fir k € Z sind Kandidaten fiir Extrema.

2 0 2 0
[ (2, 20) = = f(7) =

0 —coszy 0 (—1)k+!

entsprechend ergeben sich folgende Félle:

= f"(Z) ist positiv definit fiir k¥ ungerade = f(Z) ist indefinit fiir k& gerade
= lokales Minimum, = kein Extremum
26.3. Lokale Extrema mit Gleichungsnebenbedingung

Betrachte f : D C R™ — R diffbar, D offen, g : D C R™ — R diffbar
Frage:: Bestimmen von Extrema von f auf der Menge G := {xz € R | g(z) = 0}, d.h. suche notwendige
Bedingung (fiir hinreichende Bedingung sieh Vorlesung Optimierung)

Motivation: Fiir m > 1: notwendige Bedingung: f’(max) steht senkrecht auf der Niveaumenge G
= JA eER: f/(xmax) + )‘g/(xmax) =0

Satz 26.4 (Lagrange-Multiplikatorregel, notwendige Bedingung)
Seien f: D C R" - R, g: D — R™ stetig, diffbar, D offen und sei x € D lokales Extremum von
f beziiglich G, d.h.

Ir>0: f(x) 5 fy) Wy € Br(a)

mit g(y) = 0.

Falls ¢'(x) regulér, d.h.
rang ¢'(z) = m, (4)
dann
INER™: f'(x) + AT¢/(x) =0 (5)

Definition (Lagrangescher Multiplikator)
A oben heifit Lagrangescher Multiplikator

» Bemerkung 26.5

e Offenbar nur fir m <n

e x mit (4) heifit regulires Extrema .

o Kandidaten fiir Extrema bestimmen: (5) liefert n Gleichungen fiir n +m Unbekannte (x, \),
aber (5) mit g(z) = 0 liefert n + m Gleichungen fiir (z, A)
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Beweis. Vgl. Literatur. O

m Beispiel 26.6
Bestimme reguldre Extrema von f auf G = {g = 0} mit

f:R® =R, (Jc,y,z)»—>x2+y2+22

2?2+ 42 -1
g:R?* = R? (2,y,2) —
z
Betrachte AT = (A1, \2):
T T 2¢ 8y O
0= f'(z,y,2) + X ¢'(x,y,2) = (22,2y,22) + A" - (6)
0 0 1
0=g(z,y,2)
Das heif3t
22 + 2\ =0 442 =1
2y +8M\y =0 z=
2z + )\2 = 0
= 2=0, Ay =0, und
z(14+ X)) =0 y(1+4X) =0 44y =1

falls: e 2 £0: \y = =1,y = 0,z =+1 = (£1, 0,0)
} Kandidaten fir reguldre Extrema

er =0y =+5 A\ =—

o

= ( 0,%3,0)
Offenbar ist rang ¢'(z,y, z) = 2 fiir alle Kandidaten.

Da G Ellipse in der z-y-Ebene ist, und f die Norm in’s Quadrat, priift man leicht: Minimum in
(0, :I:%, 0) und Maximum in (+1,0,0).

26.4. Globale Extrema mit Abstrakter Nebenbedinung

Betrachte f : D C R — R, D offen, f stetig auf D, diffbar auf D.
Existenz: nach Theorem 3.3:

D kompakt . - . .. . .
——— f besitzt auf D ein Minimum und ein Maximum

D beschrinkt
Frage: Bestimme sogenannte globale Extremalstelle z iy, Tmax-
Strategie::  a) Bestimmte lokale Extrema in D

b) Bestimme globale Extrema auf 9D
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¢) Vergleiche Extrema aus a) und b)

m Beispiel 26.7
Sei f(z1,22) = 23 + cosmy mit D = (—1,1) x (0,4) (vgl. Beispiel 2.3).

Lokale Extrema in D: f(0,7) = —1 Minimum.
Globale Extrema auf 0D:
e x1 = %1 : Betrachte xo — f(£1,22) =1+ cosxz auf [0,4].
Offenbar 0 = f(£1,7) < f(£1,22) < f(£1,0) =2
o 19 =0: 21 = f(21,0) = 22 + 1 auf [-1,1]
Offenbar 1 = f(0,0) < f(x1,0) < f(£1,0) =2
o x5 = 4: Betrachte 2; — 2% + cos4 mit [—1, 1]
cosd < f(0,4) < f(z1,4) < f(£1,4) =1+ cos4
Vergleich liefert:zmin = (0,7), Tmax = (£1,0)

Hinweis: Bentze fiir Extrema evtl. partielle Ableitungen

fuo (£1,29) = —sinas =0

bzw. fy,(21,0) =221 =0 usw.

168



27. Inverse und implizite Funktionen Kapitel VII: Differentiation II

27. Inverse und implizite Funktionen

Frage 1: Sei f: D C K™ — K™ diftbar, x € D. Wann existiert — zumindest lokal — diffbar Umkehr-

funktion?
Vorbetrachtung: f ist dann (lokal) Diffeomorphismus und man hat in Umgebung von z
o f~1 existiert = f injektiv

o f~ldiffbar, zB. y € K™ = B.(y) C f(K™) fiir ein € > 0 = (y innerer Punkt) f surjektiv

Falls f linear, d.h. f(z) = Az und A € L(K", K™) = n = m und A regulr.

Fiir allgemeine Funktion sollte dann gelten: n = m, f’(z) reguldr (sonst ungewiss)

m Beispiel 27.1
Sei fj : R — R mit f;(z) = 27 (in Umgebung von o). fi und f3 sind invertierbar, fo nicht.
wobei: f1(0) =1 (3 0) regulédr, f5(0) = 0= f/(0) = nicht regulir

m Beispiel 27.2
Se f:R — R und

2 s
r+aZcosT w#0

0 rz=0

= f/(0) =1, d.h. reguldr

aber: f in keiner Umgebung von z = 0 invertierbar (Selbststudium / UA) (Problem: f’ nicht stetig

inz=0)

Lemma 27.3
Sei f:UC K" —V c K™, U,V offen, f Diffeomorphismus mit f(U) =V

> n=m

Beweis. Seiy = f(z) eV firx e U
= @)=z f(f W)=y

== (Y (f@) - f (@) = idien, (@) - (F7Y) (y) = idem
——

nxm mxn

regel

= S)({e<(]071),(31)):K" = n < m sowie }n:m

Re (f'(x)) =K"=m<n

Frage 2: Losen von Gleichungen:

Sei f:DC K" x K'— K™, (z,y) € K" x K.
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Bestimme Losungen y in Abhéngigkeit vom Parameter x fir folgende Gleichung;:

flaz,y) =0 (1)

Sinnvolle Anwendung:
e Losung y = g(x) hingt stetig oder Differenzierbar vom Parameter x ab

m Beispiel 27.4
Sei f: D CR xR — R diffbar.

Betrachte die Niveaumenge
N ={(z,y) € R?| f(z,y) =0} (= Kurve)

Im Allgemeinen mehrere Losungen von (1) fir Z fest.

= betrachte lokale Losung, d.h. fixiere (xo,yo) € N und suche Losungen in der Umge-
bung.
Was passiert bei (z;,y;)?
e j = 1: Kreuzungspunkt: = keine eindeutige Losung (offenbar f/(z,y) =)
e j = 2: kein eindeutiges y (offenbar f'(z,y) = 0)
o j = 3: cindeutige Losung, aber Grenzfall mit f,(z3,y3) =0
o j = 4: eindeutige Losung y und offenbar f, (x4, ys) # 0

TS Jokale Lsung existiert, falls f, (o, yo) reguléir

allgemein
—_—

a) beste lokale Losungen, d.h. in Umgebung einer Losung (xo,yo) € D
b) lokal eindeutige Losung y erforderlich Va
= y — f(x,y) muss invertierbar sein fir festes x
= LA. nur fiir I = m moglich (vgl. Lemma 3.3).
Betrachte z.B. f affin linear in y, d.h. (1) hat die Form A(z)y = b(z) mit
A(z) € L(K', K™), b(z) € K™
= betrachte somit f: D C K" x K™ — K™

= fiir gegebenes x hat (1) m skalare Gleichungen mit m skalaren Unbekannten

fj(‘rlv"'al'n7y17"'ayn):Oa j:]'?"'?n

= Faustregel: wie bei linearen Gleichungen benétigt man m skalare Gleichun-
gen zur Bestimmung von m skalaren Unbekannten.

(mehrere Gleichungen: in der Regel keine Losung, weniger Gleichungen:

i.A. viele Losungen)
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Definition

u[(lokale) Lésung] Funktion §: D € K™ — K™ heifit (lokale) Losung von (1) in  auf D falls
flz,g(x)) =0 VzeD (2)

Man sagt: (1) beschreibt Funktion § implizit (d.h. nicht explizit)
hiufig schreibt man y(z) statt §(z)

Sei f: D C K" x K™ — K™, D offen, f,(x,y) bzw. f,(x,y) ist Ableitung der Funktion z — f(x,y)
(fiir y feste) im Punkt « bzw. von y — f(z,y) (z fest) im Punkt y heifit partielle Ableitung von f in

(x,y) beziiglich z. bzw. y

Theorem 27.5 (Satz iiber implizite Funktionen)
Sei f: D CR™x K™ — K™, D offen, f stetig und

a) f(zo,yo) = 0 fiir ein (zg,yo) € D

b) die Partielle Ableitung f, : D — L(K™, K™) existiert, ist stetig in (2o, yo) und fy(zo,%o)
ist regular

Dann:
1) 3r,p > 0: Vo € By(z9) 3y = § € B,(yo) mit f(z,g(x)) =0 und g : Br(x0) = B,(yo) stetig
(beachte: B,(zo) x B,(yo) C D)

2) falls zusétzlich f: D — K™ stetig diffbar
= auch g stetig diffbar auf B,.(z¢) mit

(@) =~ fy(@,9(2) 7" folz, g(x)) € K™

mxXn mXn

GL(n,K) := {A € L(K",K™) | A regulér} ist die allgemeine lineare Gruppe .

Lemma 27.6
a) Sei A € GL(n, K), B € L(K", K™), | B — A| < 7ty
= B € GL(n, K)

b) ¢ : GL(n, K) — GL(n, K) mit p(A4) = A~! ist stetig.

Hinweis: a) liefert, dass GL(n, K) C L(K"™, K™) offen ist

Beweis (Lemma 3.6).
zu (a) Es ist
lid =A™ B|| = |[AT (A= B)| < A7 - A~ Bl <1
|(id = A7'B)z| < [lid = A7'B]| - |2| < |a| Vz#0 ®3)
(3)

Sei AT'Bz = 0 fiir  # 0 = ¢/ = C := A™'B regulir
= B = AC regular
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zu (b) Fixiere A € GL(n, K) und betrachte B € GL(n, K) mit

1

— <
1B~ All < g ()

Vye K™
>

Byl = AT AB ™ y| < |[ATH[|ABTy| = AT II(A — B)B ™y +
_ _ @1 _
<A1 = BIB ™yl +[vl) < 1Byl + 147 Iyl
= By < 2A7ly| vy € K™
= 1B <2147
= llp(B) - p(A)] = B~ — A7V = |B~(A— B)A™|
<IB7H - A= B|IATY < 21A7*|A - B
li B) = ¢(A
= lim o(B) = ¢(4)
= ¢ stetigin A B Behauptung O
Beweis (Theorem 3.5). Setze p(z,y) :=y — fy(zo,y0) ' f(z,y) V(z,y) € D
a) Offenbar existiert die partielle Ableitung o, (2,y) = idgm — fy,(z0,v0) " fy(z,v) V(z,y) € D
Da f, stetig in (20, y0) und ¢(zo,yo) = 0 existiert konvexe Umgebung U(zo,yo) C D von (zo,yo) und
1
ley(@,y)ll < 5 V(z,y) € Ulzo, yo)
Fir feste (z,y), (z,2) € U(zo,yo) liefert der Schrankensatz ein 7 € (0,1) mit

lp(2,y) — (e, 2)| <llpy(z, 2 +7(y = 2)lly — 2] < %ly* z[ Y(y,2), (z,2) € U(zo, yo) ()
~———

€U(z0,y0)

Nun existiert p > 0 : By(zo) X B,(yo) C U(zo, yo).
Da f stetig, f(xo0,y0) = 0 existiert r > 0:

1720, u0) " F @ w0)ll < 3 ¥ € Bu(ao)

= |o(z,y) — yo| < le(z,y) — @(x,y0)| + [o(z,y0) — yol

=

(5) 1 _
< §|y —yo| + [Ify(@o, y0) I - 1f (@, 90)| < p V& € Br(x0), y € Bo(yo)

= ¢(x, ) Bp(yo) = By(yo) Vo € Br(o) (6)

und ¢(z, -) ist kontraktiv nach (5) Vz € Br(xo)
222308 vy e B, (zo) 3! Fixpunkt: y = §(z) € B,(yo) mit

Offenbar (7) < fy(zo0,y0) " f(z,§(z)) = 0 & f(z,§(x)) =0
Wegen (6) und (7) ist §(x) € B,(yo)
= Behauptung (1) bis auf Stetigkeit von §
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27. Inverse und implizite Funktionen

b) Zeige: § ist stetig. Fir z1,z2 € Br(zo) gilt:

[3(22) = 50| Z |, 5(22)) — p(1, §(20))]
lp

(22, §(22)) — (@2, G(21))| + lp(22,§(21)) — (1, §(21))]

< L1ea) — @)+ 1y ao,30) - 12, 5n)) — Fan, )

‘SI/\O1 IN

Def.

= [§(w2) = §l@1)] < 20 fy (o, y0) " 1 f (@2, (1)) = f @1, 5(x1))]

Da f stetig folgt § stetig auf By (xo)
c) Zeige 2): Fixiere ¢ € By(z0), z € K"

Da f diffbar und § Losung, gilt fiir |¢| klein nach Satz 2.1 b):

0= flz+t-24(x+t2)) z,j(z
tz
= Df(z,7) - )
z+tz) — gz gz +tz) — g(x)

tz
—g(x)) + r(t) -
~—~

—0

= 0= fo(z,§(x)) - (t2) + fy (2, §(x)) - (G2 + t2)
gz +tz) — g(x)

=:R(t)
Wegen (8) existiert ¢ > 0:
§(@)| < clf(z +t2,4(x)) — f(z,§(2))| = cl fo(z,§(2)) - (t2) + o(t)]
< c(lfe(z,g@) - 12| - [t +o(1) - [¢])
<c(lfe(z,g@) - |2l + o)) ¢ fir [¢] Klein

|9(z + tz) —

= R(t)=o0(),t—0

Wegen fy(zo,§(z0)) € GL(m, K), f, stetig, § stetig
Lemma 3.6 .. .

———— fiir eventuell kleineres » > 0 als oben:

fy(z,9(z)) € GL(m, K) Vx € Br(z0)

L G+ t2) — §la) = —f, (2, §(2) " fulw, §(@)) - (£2) + o(t), t = 0
= 7' (x,2) existiert Vz € K™ mit
¥ (2,2) == fy(2,5(x) 7" fola,§(2)) 2 Vze K"

stetig beziiglich z, da f € C! nach Lemma 3.6

= Alle partiellen Ableitungen g, sind stetig auf B, (2o)
Theorem 4.14

————— ¢ stetig diffbar auf B,(zo)
Wegen §'(z) - z = §'(x; 2) folgt aus (10) die Formel fiir §'(t)

Hinweis: Sei f = (f1,...

O

™D C K" x K™ — K™, D offen und seien alle partiellen Ableitungen fzjj
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stetig in y (d.h. y — f;j (x,y) stetig fir x fest Vi =1,...,m)

1 1
n(Ty) oy (2,y)

Theorem 4.14

fy(xvy) =
n(@y) o [ (y)
Analog erhilt man f,(z,y) € K™*".

Falls alle fgj, ;L stetig sind in = und y

= f diffbar mit

fxy) = (fo(z,y) | fy(2,9))

m Beispiel 27.7
Sei f:R xR — R mit f(z,y) = 22(1 — 2?) —y? Vo,y € R.

Offenbar ist

folz,y) = 22(1 — 2?) — 22% = 22 — 423
fy(xay) = 727,}

Suche Losungen von f(z,y) =0

e yo=0: fy(20,0) = 0 nicht reguldr = Theorem nicht anwendbar

e 7y # 0: fy(x0,y0) # 0, also regular.
Sei f(z0,0) =0 Theorem 3.5 anwendbar, z.B. (zo,y0) = (3, 2(3/5) ist Nullstelle
von f

= 3r, p > 0, Funktion 7 : f(z,§(x)) =0 V& € B,(3)
2

g(3) = % und §(z) ist einzige Lésung um B,(2%2)
—1 =
g/ 1 = _f 17 Lﬂ : fa: la 2\/§
3 Y\3" 9 3 9

()G e

e yo =0, zo = 1: hier ist f,(1,0) = —2, also regulér

Theorem 3.5
>

3 lokale Losung Z(y): f(Z(y),y) =0 Vy € Bz(0) und '(0) =0
ey =0, z9=0: f,(0,0) = f,(0,0) = 0 nicht regular

Theorem 3.5 . . .
in keiner Variante Anwendbar.
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m Beispiel 27.8

Betrachte nicht-lineares Gleichungssystem:

2e¢" +vw =5
(11)
veosu —6u+ 2w =7
Offenbar (u,v,w) = (0,1, 3) Losung.
Faustregeln: 2 Gleichungen, 3 Unbekannte = ,viele“ Losungen, 1 Freiheitsgrad
= Suche Losung der Form (u,v) = g(w) nahe obiger Lésung fiir g : R — R?
Betrachte mit = := w, g = (y1,¥2) := (u,v) Funktion
2eY1 +yox — 5
[ R xR?* = R? (z,y) —
ygcosy — 1 —6y; +22 -7
2eYt x
—yosiny; —6 cosy;
2 3
= f,((3,0,01)) = reguldr, det = 20
-6 1
Theorem 3.5 . .
—=———— J Funktion g: (3 —r,3+ 1) — B,((0,1)) mit
f(x,g(:z:)) =0, 9(3) = (071)
Insbesondere (u,v,w) = (g(w),w) sind weitere Losungen von (11).
-1
, . 2 3 1 1 (1 =3} (1 i
9(3):_fy(37 (0,1)> 'f(37(071)):_ ) :_2_0 =
-6 1 2 6 2] \2 -1

Zuriick zu Frage 1: Wann hat f: D C K™ — K" eine diffbar Umkehrfunktion?

Betrachte Gleichung f(z) —y = 0. Falls diese Gleichung nach x auflésbar, d.h. 3¢ : K™ — K™ mit
flaw) =yVy=g=r"

Theorem 27.9 (Satz iiber inverse Funktionen)
Sei f:U C K™ — K", U offen, f stetig diffbar, f'(x) regulér fiir ein 2o € U

= Es existiert eine offene Umgebung Uy C U von xg, sodass V; := f(Up) offene Umgebung von
yo := f(xo) ist, und die auf Uy eingeschriankte Abbildung f : Uy — Vj ist Diffeomorphismus.
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Satz 27.10 (Ableitung der inversen Funktion)
Sei f: D C K™ — K", D offen, f injektiv und diffbar, f=1 diffbar in y € int f(D)

(bzw. (f~1)(y) = f'(z)~" falls y = f(z))
Spezialfalln = m = 1: (f~1)(y) = W

Beweis (Theorem 3.9). Betrachte f: D x K™ — K™ mit f(z,y) = f(z) —y.
Offenbar ist f stetig, f(xo,y0) = 0 und fo(z,y) = f'(x), fy(x,y) = —idxn Y(z,y)

= fa fy stetig = f stetig diffbar

Nach Voraussetzung fx(zo,%0) = f'(z0) reguldr
SIS 3 p > 0:Vy € Br(yo) o = (y) € By(ao) mit 0= f(3(y).y) = f(#(y) ~y
= lokal inverse Funktion f~! = & existiert auf B,(yo) =: Vo und ist stetig diffbar.
Setzte Up := f~* (Vo) = {x € D | f(x) € Vo} NB,(x0) offene Umgebung von o

offen, da f stetig

= f(Uo)=Vo = f:Uy — Vp ist Diffeomorphismus O

Beweis (Satz 3.10). f~! existiert, f diffbar, = diffbar in y = f(z), z € D.

Wegen f(f~'(y)) =y, f'(f(z)) = x folgt

FU W) (Y () =idkn, F '@ =r () =idgn

Als Folgerung eine globale Aussage:

Satz 27.11
Sei f: D C K™ — K™, D offen, f stetig diffbar, f'(z) reguliar Va € D

— (a) (Satz tiber offene Abbildungen)
f(D) ist offen
(b) (Diffeomorphiesatz)
f injektiv = f: D — f(D) ist Diffeomorphismus

Bewets.
zu a) Seiyo € f(D) = x0 € D : yo = f(xo)

Theorem 3.9
_ >

3 Umgebung Vo C f(D) von yo
) bclicbig f(D) offen

zu b) Offenbar existiert f~': f(d) — D
Lokale Eigenschaften wie Stetigkeit und diffbarkeit folgen aus Theorem 3.9 O
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m Beispiel 27.12

Sei f(z) =a" Ve eR (a>0,a #1)
Deipiel 218 f'(z) =a® -lna, [ stetig

Offenbar f~1(y) = log, y Vy > 0, f'(x) # 0, d.h. regulir Vo € R
Satz 3.11

T : R — R ist Diffeomorphismus und
injektiv

—f@) 1 1 1
1 / frd -1 v L( ) frd —
(log,y)" = (f)(y) ) " arma ga Yy >0

(vgl. Beispiel 2.19)

m Beispiel 27.13
Sei f(x) =tanz Vz € (—%, %)

Beispiel 2.21
_

(tan ZE), = ﬁ 7é 0 Vx, Stetlg
Satz 3.11
—

arctan : R — (—g, g) ist Diffeomorphismus und

1 ) 1

(arctany)’ = (o)~ cos®

tan?z+1 1492 Y
m Beispiel 27.14 (Polarkoordinaten im R?)

T =17T-CoSP y=r-singp
Seif:RzoleH[F@mit

T - COS P

f(T’ 90) =

r-sinp

Offenbar stetig diffbar auf Ry x R mit

cosp —rsing
fl(re) =
sing rcosyp
Wegen det f'(x) = r(cos? ¢ +sin? @) = r ist f/(r, ) regulir Vr, ¢ € (Rsg x R)
Lheorem 3.9 f ist lokal Diffeomorphismus, d.h. fiir jedes (79, po) € Rso x R existiert Umgebung
Uy, sodass f : Uy — Vo := f(Uy) Diffeomorphismus ist.

Fiir Ableitung (f~1)'(x,y) mit (x,y) = (rcos ¢, rsinyp) gilt mit r = /22 + y2:

N _ cosp  sing z— e
U @y =fre =] I Ve
_sing cosp

T T

V(z,y) #0

— Y x
\/12 +y2 \/IQ +y2
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beachte: f:RsgXx R — R\ {0} ist kein Diffeomorphismus, da f nicht injektiv (f periodisch in (),

aber: f: Rsq x (¢o, 9o+ 27) — R?\ {Strahl in Richtung ¢g} ist Diffeomorphismus fiir beliebiges
o € R nach Satz 3.11 (b).

folglich: Voraussetzung f injektiv in Satz 3.11 (b) ist wesentlich.
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28. Funktionsfolgen

Betrachte fy : D C K™ — K™, D offen, fj diffbar fir & € N
Frage:: Wann konvergiert { fi}ren gegen diffbare Funktion f mit f; — f’

Wiederholung: alle fi stetig, fr — f gleichmiig auf D Satz 219 f stetig

m Beispiel
. . . __ sinh?
Sei fr : R — R mit fi(z) = =52,

Wegen |fi(z)| < 1 Vk = fi — f gleichméBig auf R fiir f =0
Aber f](x) = k- cosh® z=+f"(z) = 0

m Beispiel 28.1
Sei fr : R — R mit fi(z) = /2% + ¢, wobei f(z) = |z|

= alle fj, diffbar, fi, — f gleichméfig auf [—1, 1] und (| fx(z) — f(x)| < fk(O)ﬁ aber f nicht diffbar

m Beispiel 28.2
Sei fr : R — R mit fy(z) = SmEL = f — f(z) = 0 gleichméBig auf R (da |fy(z)| < 1Vz € R)
aber f];(x) = coskx A f(x) =0

Satz 28.3 (Differentiation bei Funktionsfolgen)
Sei fx : D C K™ — K™, D offen, beschrankt, fj diffbar V& und

(a) ff —: g gleichméBig auf B,.(z) C D
(b) {fx(z0)}x konvergiert fiir ein zg € B, (z)

= fr —: f gleichméBig auf B, (x) und f ist diffbar auf B, (z) mit
fr) = f'(y) Vy € Bi(x)

Hinweis: Betrachte f,(z) := 2% + k auf R um zu schen (g = 0), dass Voraussetzung (b) wichtig ist.
Beweis. Fiir € > 0 ko € N mit

|fe(z0) — fi(zo)| <e Vk,1> ko und (1)
lg(y) = LN < & 1 fe(y) — Fe()]l < e¥k, 1> ko,y € B, () (2)

Weiter gilt (eventuell fiir gréBeres ko) ||g(z) — fi(2)|| < € und
Ifi(y) = fi)ll <e V1> ko, 2,y € By(x) (3)
Schrankensatz: Vz,y € By (z), k,1 > ko 3¢ € [y, 2] mit
1(fe(y) = fi(w) = (fu(2) = DI < 1 f6(€) = FI©I - ly — 2| <ely — 2| <27 ¢ (4)

= 1) — LW <) = L) = (frlzo) = filzo))] + | fx(z0) — fi(wo)]
<2re+e=¢e(2r+1) yé€ By(x), k,l > ko (5)
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= {fx(y)}ken ist CF in K™ Vy
k—o0

= fely) —: f(y) Vy € B, (x)
Mit I — oo in (5): fr — f gleichméaBig auf B, (x)

Fixiere £ € By(z), k = ko. Dann liefert [ — oo in (4)
1f(y) = F(&) = (fely) — (@) <ely —F] Vy € B()
Da f;, diffbar 3p = p(e) > 0 mit

Ife(y) = fu(@) = fu(@) - (y = 2)| < ely — 2| Vy € By(Z) C Br(2)

= |fy) = f(@) —9@) - (=) < |f(y) = F@)] + [fu(y) — (@)
+fu(y) = fo(@) = fiu(@) - (y — 2)]
+ (@) - (y = 7) — 9(@)(y — )|

<ely— | +tely— 2| +ely— 3| =3¢ely— 3| Yy € B,(%) (6)

Beachte: Ve > 0 3p > 0 und mit (6)

=> fly)—f&)—9@) - (y—%)=o(ly—%|),y = Z
= f(@) =g(2) Zhclele Behauptung

28.1. Anwendung auf Potenzreihen

Sei f: Br(xzg) C K — K gegeben durch eine Potenzreihe

o0

flz) = Zak(x —x)* Vae B\R/(T/o) (7)

k=0

Konvergenzradius

Wiederhol t:R=—+—1
iederholung T ¥ P

Frage: Ist f diffbar und kann man gliedweise differenzieren?
Satz 28.4

Sei f: B.(z9) C K — K Potenzreihe geméaf (7)
= f ist diffbar auf B, (z¢) mit

() = Z kag(z — 20)*~1 Va € By(xo) (8)
k=1

Folgerung 28.5
Sei f: Br(xo) C K — K Potenzreihe gemé$ (7)
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= f € C>®(Bg(x), K) und

1

= 1)(wo) (9)

ag

(d.h die Potenzreihe stimmt mit der Taylorreihe von f in z( iiberein)
Beweis. k-fache Anwendung von Satz 4.4 liefert f € C*(B,(z0), K) Yk € N
& f(x) = a1, f"(z0) = 2ax, ... rekursiv folgt (9). O
Beweis (Satz 4.4). Betrache die Partialsummen

k

fe@) = aj(@— ) ¥z € Br(w)

Jj=0

= fr(zo) LimisN f(zo) und fi diffbar mit
k
fi(z) = Zjaj(m - xo)j71 Va € Br(xo)

Wegen

k41

limsup {/(k + 1)|ags+1| = limsup {/k (1 + %) . ( k+\1/|ak+1|) "= limsup {/|ax| = %

k— oo

hat die Potenzreihe
g(z) := Z kax(x — zo)" "
k=1

den Konvergenzradius R

= Reihe g konvergiert gleichméfig auf B,(xo) Vr € (0,R) (vgl. 13.1), d.h. fi — g gleichméiBig auf
B (xO)
Sate 43 f ist diffbar auf B, (zo) mit (8) auf B, (xo).
Da r € (0, R) beliebig, folgt die Behauptung,. |

m Beispiel 28.6
Es gilt

(

_1)k
k+1

In(l+2) = f(z) = i " vr e (-1,1) cR (10)
k=0

Beweis. f(z) sei Potenzreihe in (10), hat Konvergenzradius R =1, o =0
S22 24 ¢ diffbar auf (—1,1) und

/ N — E 1 . 1 . .
fi(z) = kz:(—x) 1o geometrische Reihe
=0
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und
d

=)

f(z) =In(1 4 z) + const

Wegen f(0) =0=1Inl= f(z) =In(1+=z) Vz € (—1,1), d.h. (10) gilt.
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