I Grundbegriffe
2 Abbildungen

2.1 Uberblick
Abbildung Eine Abbildung f von einer Menge X in eine Menge Y ist eine Vorschrift, die jedem x € X auf eindeutige Weise
genau ein f(x) € Y zuorduet.

Schreibweise: f: X — Y,z — f(z) Wichtiges:
e X heifst Definitionsmenge.

e Y heifst Zielmenge
e Zwei Abbildungen sind gleich, wenn
— Definitionsmenge gleich,
— Zielmenge gleich,
— jedem z € X das gleiche Element y € Y zugeordnet wird.
e Abb(X,Y): Menge der Abbildungen von X nach Y.
e Funktionen Abbildungen mit Zielmenge R.

2.3 Beispiel
(a) Identische Abbildung fiir jede Menge X ist idx : X — X,z > .

b) Inklusionsabbildung fiir jede Teilmenge A C X ist 1ty : A > X,z — x

Konstante Abbildung zu je 2 Mengen X,Y und yo € Y ist ¢y, : X = Y,z — yo

)
(b)
c)
(d) Charakteristische Funktion zu jeder Menge X und Teilmenge A C X ist

1l,fallsz € A

X >R ax—
x4 v {O,falls rd A

(e) Kroneckersymbol zu jeder Menge X die Abbildung:

lfallsz =y

X xX =R, (2,y) = 0z,y = {ofallsacsﬁy

2.4 Definition (Eigenschaften Abbildung)
Mit f: X — Y Abbildung:

1. f injektiv, falls Vz,2' € X : f(z) = f(2') = =z =2’
2. f surjektiv, falls Vy e Y3z € X : f(x) =y
3. f bijektiv, falls f surjektiv und injektiv

2.6 Definition (Restriktion, Urbild, Bild)
Sei f: X — Y Abbildung. Dann

e Restriktion / Einschrinkung Mit A C X ist f|la: A — Y,a— f(a)
e Bild von A C X unter f ist f(A) := {f(a)|Va € A}
e Urbild von B C Y unter f ist f~1(B) := {z € X|f(z) € B}

Bild von f Im(f) := f(X)

2.9 Definition (Komposition)

Mit Abbildungen f: X — Y und g: Y — Z ist Komposition go f: X — Z,x — g(f(x)).

Abstrakt: o : Abb(Y, Z) x Abb(X,Y) — Abb(X, Z)

2.10 Satz

Die Komposition von Abbildungen o ist assoziativ. ho (go f) = (f o g) o f mit entsprechend definierten Abbildungen.

2.11 Definition
Ist f: X — Y bijektive Abbildung, so existiert zu jedem y € Y ein z,, € X mit f(z,) =y, folglich f~!:Y — X,y > z,, ist
Umkehrabbildung




2.12 Satz
Ist f: X — Y bijektiv, soist idy = flof=fo f!

2.14 Definition (Familie)

Mit I, X Mengen heifst Abbildung « : I — X, i +— a; Familie von Elementen X mit Indexmenge I bzw. [-Tupel von Elementen
von X.

2.15 Beispiel

Folge ist Familie (z;);en, mit Indexmenge Ny

2.16 Definition (Graph)
Graph einer Abbildung f: X — Y ist I'y := {(z,y) € X x Y|y = f(z)}

3 Gruppen

3.1 Definition
Sei G Menge. Verkniipfung auf G ist Abbildung * : G x G — G, (z,y) — = * y.

e Halbgruppe ist ein Paar (G, *), wenn gilt:
(G1) Assoziativitdt Fir z,y,2 € G: (xxy)xz =2 % (y * 2)
e Monoid ist Halbgruppe, wenn noch gilt:

(G2) Esgibt ein e € G, mit dem fir alle x € G:xxe=exz ==z

e Neutrales Element der Verkniipfung *: ein e € G wie in (G2)

3.3 Satz (Eindeutigkeit des neutralen Elements)
Ein Monoid (G, *) besitzt genau ein neutrales Element

3.4 Definition
Gruppe ist ein Monoid (G, *) mit neutralem Element e € G, fiir den noch gilt

(G3) Fiir jedes x € G existiert ein 2’ € G:xx2x' =2’ xx =¢
Kommutativitit Fiir alle z,y € G : x * y = y *x . Damit
e abelsch Gruppe, welche das Kommutativgesetz einhlt

e Inverses Element heift ein 2’ € G wie in (G3).

3.6 Satz (Eindeutigkeit des Inversen)
Ist (G, %) eine Gruppe, so gibt es zu jedem z € G genau ein inverses Element.

3.7 Beispiel
(a) Triviale Gruppe besteht nur aus dem neutralen Element: G := {e}

(b) Permutation ist Menge Sym(X) := {f € Abb(X, X) | f bijektiv} auf Menge X, die mit der Komposition Gruppe bildet:
(Sym(X), o), genannt symmetrische Gruppe auf X (fiir n € N geschrieben als S,, := Sym({1,...,n})).

3.10 Satz
Mit (G, -) Gruppe und z,y € G gilt: (z71)! =2, (zy) "t =y~ 1z~ L

3.11 Satz
Mit (G,-) und a,b € G haben die Gleichungen a -z = b,y - a = b eindeutige Losungen (z = a~' - b,y = b-a~!), damit
existieren die Kiirzungsregeln.

3.12 Bemerkung
¢ Endlich Eine Gruppe (G, -) ist endlich, falls Menge G endlich

e Ordnung ist die Méchtigkeit von G

e Endliche Gruppen kénnen durch Verkniipungstafeln beschrieben werden.

3.13 Definition
Untergruppe einer Gruppe (G, -) ist nichtleere Teilmenge H C G mit

(UG1) z,y € H : x -y € H (Abgeschlossenheit unter Multiplikation)
(UG2) = € H : x~! € X (Abgeschlossenheit, Inversem)

3.14 Satz
Sei (G, ) Gruppe und () # H C G. Genau dann ist H Untergruppe von G, wenn sich die Verkniipfung - zu einer Abbildung
g+ H x H— H einschrinken lasst (d.h. -|gxyg =ty : H — G die Inklusionsabbildung ist) und (H,-g) Gruppe ist.

Notation: H < G



3.16 Beispiel
(a) Jede Gruppe enthélt triviale Untergruppe H = G, H = {e}.

3.17 Lemma
Ist G eine Gruppe, (H;);cs eine Familie von Untergruppen von G, so ist auch H := )
setzt man (., € I)H; = G).

;er Hi Untergruppe von G. (Fiir I =)
3.18 Satz

Ist G Gruppe und X C G Teilmenge, so gibt es eindeutlich bestimmte kleinste Untergruppe H von G, die X enthilt, d.h. H
enthilt X, und ist H' weitere Untergruppe von G, die X enthélt, so gilt H C H'.

3.19 Definition
Ist G Gruppe und X C G Teilmenge, so nennt man die kleinste Untergruppe von G, die X enthélt, die von X erzeugte
Untergruppe von G. Wird G selbst von endlicher Menge erzeugt, so heift G endlich erzeugt.

Notation: (X) (falls X = {x1,...,2,} endlich auch (x1,...,z,)).

4 Ringe

4.1 Definition (Ring)
Ein Ring ist ein Tripel (R,+,-) aus Menge R und Verkniipfungen + : R x R — R (,Addition”) bzw. - : Rx R — R
(,Multiplikation®), das erfiillt:

(R1) (R,+) ist abelsche Gruppe
(R2) (R,-) ist Halbgruppe
(

R3) Distributivgesetze gelten fiir a,x,y € R:

a-(z+y)=a-z+a-y und (z+y)-a=(za)+ (y-a)

Weiterhin:
e kommutativ ist ein Ring (R,+, ), wenn z-y =y -z Vz,y € R
e Einselement ist das neutrale Element der Multiplikation e € R:e-x = x-¢e = x.

e Unterring eines Ringes (R, +, - ) ist Teilmenge S C R mit geeigneter Einschrinkung von Addition, Multiplikation.
Aus Ubung 31
Ist R ein Ring und () # S € R, dann ist S genau dann Unterring von R, wenn folgende Bedingungen gelten:

(UR1) S ist abgeschlossen bzgl. Addition
(UR2) S ist abgeschlossen bzgl. Bildung additiver Inverser
(UR3) S ist abgeschlossen bzgl. Multiplikation
4.3 Beispiel
(a) Nullring ist R = {0} mit den einzig mdoglichen Verkniipfungen +, - und ist kommutativ mit 0 als Einselement.

4.4 Bemerkung
Ist R ein Ring, so gelten fiir z,y € R:

(a) 0-x=2-0=0

(b) z-(=y) = (-2) -y = —=zy

(€) (—=2)-(-y) =y

4.6 Theorem (Division mit Rest in Z)

Fiir jedes a € Z gibt es eindeutig bestimmte ¢, € Z mit a = gb+r und 0 < r < ||

4.9 Definition (Charakteristik)

Sei R ein Ring mit Einselement 1. Die Charakteristik von R ist das kleinste n € Nmit 1 + ...+ 1 = 0, falls so ein n existiert

n viele

— andernfalls hat R die Charakteristik 0.

4.10 Definition (Nullteiler)
Sei R ein Ring. Ein 0 # z heifst Nullteiler von R, wenn es ein 0 # y € R gibt mit xy = 0 oder yx = 0. Ein Ring ohne
Nullteiler heifst nullteilerfrei.

4.11 Definition (Einheit)
Sei R ein Ring mit Einselement 1. Ein = € R heifit invertierbar, oder Einheit von R, wenn es &’ € R mit za’ = 2’z = 1 gibt.

Notation: R* ist Menge der invertierbaren Elemente.



4.13 Satz
Sei R ein Ring mit Einselement 1.

(a) Ist z € R invertierbar, so ist = kein Nullteiler in R.

(b) Die invertierbaren Elemente R* von R bilden mit der Multiplikation eine Gruppe.

5 Korper

5.1 Definition
Ein Korper ist ein kommutativer Ring (K, +,-) mit Einslement 1 # 0, indem jedes 0 # = € K invertierbar ist.

5.2 Bemerkung
Ein Korper K ist stets nullteilerfrei, und es gelten

(K1) (K, +) ist abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.
(K2) (K \ {0},-) ist abelsche Gruppe mit neutralem Element 1.
(K3) Es gelten die Distributivgesetze (R3).

5.4 Definition (Teilkdrper)

Ein Teilkérper eines Korpers (K, +, - ) ist Teilmenge L C K, die mit geeigneter Einschrinkung von + und - wieder Kérper
ist.

5.6 Beispiel (Komplexe Zahlen)

Komplexe Zahlen ist Menge C := R x R, mit Addition / Multiplikation definiert als ((z1, 1), (x2,92) € C)

(w1,91) + (z2,92) := (1 + 22,91 + Y2) (1,y1) - (T2, y2) = (122 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1)

und sind damit Kérper. Die imaginéire Einheit i := (0, 1) erfiillt i> = —1, und jedes Element z € C liisst sich als z = x + iy
schreiben, =,y € R.

5.7 Lemma
Sei a € Z eine ganze Zahl und p € Z eine Primzahl, die a nicht teilt. Dann gibt es b,k € Z mit ab+ kp = 1.

5.8 Beispiel (Endlicher Primzahlkérper) B

Fiir jede Primzahl p € Z ist Z/pZ ein Korper. Ist a # 0, so gilt p t a, und somit gibt es nach 5.7 b, k € Z mit
T=ab+kp=a+b.

Zusammen mit 4.12 und 4.13 erhalt man, dass fiir ein n € N die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(1) Der Ring Z/nZ ist ein Korper.

(2) Der Ring Z/pZ ist nullteilerfrei.

(3) n ist Primzahl.

6 Polynome

Hier ist R kommutativer Ring mit Einslement.

6.2 Definition (Polynomring)
Sei R[X] die Menge der Folgen in R, die fast iiberall 0 sind, also R[X] := {(ax)ken,|Vk : ax € R und 3IngVk > ng : ar = 0}.
Addition und Multiplikation ist gegeben durch

(ak)keny + (br)ken, = (ak + br)ken, (ak)ken, - (bk)keny = (Ck)keNgs Ck = Z a;b;
itj=k
Damit ist R[X] ein kommutativer Ring mit Einselement, der Polynomring (in einer Variablen X)) tiber R.
Weiterhin
e Polynom ist (ax)kren, € R[X] mit Koeffizienten ag, a1, .. ..
e Mit z € R und (z,0,0,...) ist R Unterring von R[X]

e Mit X als Folge (0,1,0,...) ldsst sich X™ = (0j.n)ren, definieren. Damit schreibt sich auch jedes (ay)ren, mit ax =0
fiir alle k£ > ng als

Notation:
no
f:f(X):Zaka:ao—l—alX—l—... f:Zaka:Zaka
k=0 k>0 kENy

e Der Grad eines Polynoms f ist deg(f) := max{n € Nola, # 0} fiir 0 # f(X) =>_, 5, arX* € RIX].



— deg(0) = —oo (Grad des Nullpolynoms)

— Konstanter Term ist ag

— Leitkoeffizient ist ageg(y) von f.

— Hat f den Grad 0,1 oder 2, so heifst f konstant, linear bzw. quadratisch.

6.4 Satz

Seien f,g € R[X].

(a) Esist deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)}

(b) Esist deg(fg) < deg(f) + deg(g)

(c) Ist R nullteilerfrei, dann ist deg(fg) = deg(f) + deg(g) und R[X] ist nullteilerfrei.

6.5 Theorem (Polynomdivision)
Sei K Korper und sei 0 # g € K[X]. Fiir jedes f € K[X] gibt es eindeutig bestimmte h,r € K[X] mit f = gh + r und
deg(r) < deg(g).

6.7 Definition (Polynomauswertung)
Sei f(X) =3 150 ap X" € R[X]. Fiir A\ € R ist die Auswertung von f in X als f()\) = > k>0 ap\F € R.
Das Polynom f definiert so eine Abb. f: R — R,A — f(\). Ein A\ € R mit f()\) = 0 heift Nullstelle von f.

6.8 Lemma

Fiir f,g € R[X] und A € Rist (f +g)(A) = f(A) +g(A) und (fg)(A) = f(N)g(A).

6.9 Satz

Ist K Korper und A € K Nullstelle von f € K[X], so gibt es eindeutiges h € K[X] mit f(X) = (X — A) - h(x).

6.10 Korollar
Sei K ein Korper. Ein Polynom 0 # f € K[X] hat hochstens deg(f) viele Nullstellen in K.

6.11 Korollar R
Ist K ein unendlicher Korper, so ist die Abbildung K[X] — Abb(K, K), f — f injektiv.

6.13 Satz
Fiir einen Korper K sind dquivalent:

(1) Jedes f € K[X] vom Grad deg(f) > 0 hat eine Nullstelle in K.

(2) Jedes 0 # f € K[X] zerfillt iiber K in Linearfaktoren, also f(X) = a - [[\_;(X — \,) mit n = deg(f), a € K und
AL,y Ay €KL

6.14 Definition
Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn er eine Bedingung aus Satz 6.13 erfiillt.

6.15 Theorem (Fundamentalsatz der Algebra, D’ ALEMBERT 1746, GAUSS 1799)
Der Korper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen.



II Vektorraume

1 Definition und Beispiele

1.2 Definition (Vektorraum)
Ein K-Vektorraum (oder auch Vektorraum iiber K) ist ein Tripel (V, +, - ) bestehend aus einer Menge V', einer Verkniipfung
+:V xV =V, genannt Addition, und einer Abbildung - : K x V' — V' genannt Skalarmultiplikation, mit

(V1) (V,+) ist abelsche Gruppe,
(V2) Skalarmultiplikation ist vertriglich, d.h. fiir \, p € K, z,y € V:
i) A-(z+y) = x+ Ay
(i) A +p)-z=Xz+p-z
(i) A-(u-2) = (A-p) -2

(iv) -z =2

Das neutrale Element von (V,+) ist 0 und heifst Nullvektor.

1.4 Beispiel (Standardraum)
Standardraum Fiir n € Nist V = K" :=[[\"; K = {(z1,...,2)|z; € K} mit komponentenweiser Addition und komponen-
tenweiser Skalarmultiplikation ein K-Vektorraum.

Nullraum ist der Standardraum fiir n = 0, d.h. V' = {0}.

1.5 Satz

Ist V ein K-Vektorraum, so gelten fiir A € K und z € V:
(a) 0-x=0

(by A-0=0

(¢) (=A)-z=X-(—z)=—(\-x) (insbes. -1 -z = —x)
(d) Az=0=XA=0vx=0

1.7 Definition (Untervektorraum)
Sei V ein K-Vektorraum. Ein Untervektorraum von V ist nichtleere Teilmenge W C V' mit

(UV1) Firz,yeW:z+yeW
(UV2) Fire e WAe K: dx e W

1.8 Satz
Sei V ein K-Vektorraum, und W C V eine Teilmenge. Genau dann ist W ein Untervektorraum von V, wenn W mit geeigneter
Einschrankung von Addition und Skalarmultiplikation ein K-Vektorraum ist.

1.9 Beispiel
Triviale Untervektorrdume hat jeder K-Vektorraum V', ndmlich W = {0} und W = V.

1.10 Lemma

Ist V ein K-Vektorraum und (W;);cr eine Familie von Untervektorrdumen von V, so ist auch W := ﬂie 1 Wi ein Untervek-
torraum von V.

1.11 Satz

Ist V ein K-Vektorraum und X C V eine Teilmenge, so gibt es einen eindeutig bestimmten kleinsten Untervektorraum W
von V', der X enthlt.

1.12 Definition
Ist V' ein K-Vektorraum und X C V eine Teilmenge, so nennt man den kleinsten Untervektorraum von V', der X enthilt,
den von X erzeugten Untervektorraum.

Notation: (X)

Eine Menge X C V mit (X) = V heifit auch Erzeugendensystem von V. Der Vektorraum V heifit endlich erzeugt, wenn er
ein endliches Erzeugendensystem X C V besitzt.

2 Linearkombination und lineare Abhangigkeit

Sei V ein K-Vektorraum.



2.1 Definition (Linearkombination)
1. Sei n € Ng. Ein & € V ist eine (K-)Linearkombination eines n-Tupels (x1,...,x,) von Elementen von V, wenn es
Alyeooy Ay € K gibt mit ¢ = Mxy + ...+ A\pzp,.

Der Nullvektor ist stets Linearkombination, auch fiir n = 0.

2. Ein x € V ist eine Linearkombination einer Familie (z;);c; von Elementen von V, wenn es n € Ny und iy,...,i, € I
gibt, fiir die x eine Linearkombination von (z;,,...,;,) ist.

3. Die Menge = € V, die eine Linearkombination von F = (z;);er sind, wird mit spang (F) bezeichnet.

2.3 Lemma
Fiir jede Teilmenge X C V ist spank(X) ein Untervektorraum von V.

2.4 Satz
Fiir jede Teilmenge X C V ist spang(X) = (X) der von X erzeugte Untervektorraum von V.

2.5 Bemerkung
Man nennt spang (X) auch den von X aufgespannten Untervektorraum, oder die lineare Hiille von X.

2.6 Beispiel
Sei V' = K" der Standardraum. Fiiri =1,... ,nseie; = (d;1,...,0;n). Dann ist spank(eq,...,e,) = K™, und K™ ist endlich
erzeugt. Die ey, ..., e, heifen Standardbasis.

2.7 Definition (Lineare Abhingigkeit)
1. Sei n € Ny. Ein n-Tupel (z1,...,z,) von Elementen von V sind (K-)linear abhiingig, wenn es Aj, A, € K gibt, die
nicht alle gleich Null sind, und Ajz1 + ... + Az, = 0. Andernfalls heifst (z1,...,2,) linear unabhingig

2. Eine Familie (z;);c; von Elementen von V ist linear abhéingig, wenn es n € Ny und paarweise verschiedene iy, ... 4, € I
gibt, fiir welche das n-Tupel (z;,,..., ;) linear abhéngig ist. Andernfalls heifit (z;);cs linear unabhingig.
2.9 Satz

Genau dann ist eine Familie (;);cs linear abhéingig, wenn es ein ig € I mit x;, € spank ((i)ien fio}) gibt. In diesem Fall
ist spang ((xz)lel) = spang ((%)ie[\{io})-

2.10 Satz

Genau dann ist eine Familie (z;);c; linear unabhingig, wenn sich jedes z € spank ((1’1)161) in eindeutiger Weise als Line-
arkombination der (z;);c; schreiben ldsst, d.h. ist x = Y., Niz; = >, o; ANjz; mit A\, A € K, fast alle gleich Null, so ist
Xi = A, fiir alle ¢ € 1.

3 Basis und Dimension

Sei V ein K-Vektorraum.
3.1 Definition (Basis)
Eine Familie (z;);c; von Elementen von V heift (K-)Basis von V, wenn gilt:

(B1) Die Familie (z;);cs ist linear unabhéngig
(B2) Die Familie (x;);cr erzeugt V, d.h. spank ((xz)zel) =V.
3.3 Satz

Sei (;);er eine Familie von Elementen von V. Genau dann ist (z;);c; eine Basis von V, wenn sich jedes z € V eindeutig als
T =) Ax; mit \; € K, fast alle gleich Null, schreiben lésst.

3.5 Satz
Fiir eine Familie B = (z;);c; von Elementen von V sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) B ist eine Basis von V.

2) B ist minimales Erzeugendensys‘cem, d.h. B ist Erzeugendensystem, aber jede Teilmenge J cI ist Ti)ied kein Erzeu-
Z=
gendensystem.

(3) B ist maximal linear unabhéngig, d.h. B ist linear unabhéngig, aber jede Familie (x;);c; mit J 2 I ist linear abhéngig.

3.6 Theorem (Basisauswahlsatz)
Jedes endliche Erzeugendensystem von V besitzt eine Basis von V' als Teilfamilie: ist (z;);c s ein endliches Erzeugendensystem,
so gibt es eine Teilmenge J C I, fiir die (z;);cs eine Basis ist.

3.7 Korollar
Jeder endlich erzeugte K-Vektorraum besitzt eine endliche Basis.

3.10 Lemma (Austauschlemma)
Sei B = (z1,...,2,) eine Basis von V. Sind A1,..., A\, € K und y = > | \;j@;, so ist fiir jedes j € {1,...,n} mit \; # 0
auch B’ = (z1,...,2j-1,9,%j41,...,%,) eine Basis von V.



3.11 Theorem (STEINITZ’scher Austauschsatz)
Sei B = (x1,...,x,) eine Basis von V und F = (y1,...,y,) eine linear unabhingige Familie in V. Dann ist r < n und es
gibt i1,...,ip—r € {1,...,n}, fur die B’ = (y1,...,Yr, Tiy,- .-, T4, _,) eine Basis von V ist.

3.12 Korollar (Basiserginzungssatz)
Ist V endlich erzeugt, so ldsst sich jede linear unabhéngige Familie zu einer Basis ergénzen: ist (z1, ..., ;) linear unabhéngig,
so gibt es m > n und z,41,...,%, € V derart, dass (z1,...,x,,) eine Basis von V ist.

3.13 Korollar
Sind (;)ier und (y;);es Basen von V, und ist I endlich, so ist |I| = |J|.

3.14 Korollar
Ist V endlich erzeugt, so haben alle Basen von V dieselbe Michtigkeit.

3.15 Definition (Dimension)
Ist V endlich erzeugt, so ist die Dimension von V' die Méchtigkeit dim g (V') eine Basis von V. Andernfalls sagt man, dass V'
unendliche Dimension hat, und schreibt dimg (V) = oo.

3.18 Satz
Sei V endlich erzeugt, und W C V ein Untervektorraum.

(a) Esist dimg (W) < dimg (V). Insbesondere ist W endlich erzeugt.
(b) Ist dimg (W) = dimg (V), soist V =W.

4 Summen von Vektorraumen

Sei V ein K-Vektorraum und (W;);cs eine Familie von Untervektorrdumen von V.

4.1 Definition (Summe von Untervektorriumen)

Die Summe (W;);e; ist der Untervektorraum ., W; = spank (U;c; Wi) von V. Im Fall I = {1,...,n} schreibt man auch

W1++Wn fir Z1€IW2

4.2 Lemma

Esist 3,0, = { X ;c; @i| @i € Wi, fast alle gleich Null}
4.4 Satz

Es sind dquivalent:

(1) Jedes x € >, ;
(2) Fiir jedes i € I ist W; N Zjel\{i} w; = {0}

W ist eindeutig als ) ., mit x; € W; darstellbar.

4.5 Definition (Direkte Summe von Untervektorriumen)
Ist jedes x € ), ; W; eindeutig als ), ; x; mit x; € W; darstellbar, so sagt man das )_,; W; die direkte Summe der
Untervektorrdume (W;);e; ist, und schreibt €, ; W; fiir ), .; W;. Im Fall I = {1,...,n} schreibt man auch W; @--- @ W,

fir @ie[ Wz

4.8 Korollar
Seien Wi, Wy Untervektorrdume von V. Es sind dquivalent:

(1) V=WieW,

(2) V =W;+ Wy und Wy N Wy = {0}.

4.9 Satz

Seien Wy, Wy Untervektorrdume von V mit den Basen (z;)icr, bzw. (x;)icr,, wobei Iy N Iy = (. Es sind dquivalent:
1) V=W, oW

(2) (x;)ierur, ist eine Basis von V.

4.10 Korollar

Ist V' endlichdimensional, so ist jeder Untervektorraum eine direkte Summe, d.h. ist W ein Untervektorraum von V', so gibt
es (1.A. nicht eindeutig bestimmten) Untervektorraum W’ von V (genannt lineares Komplement zu W) mit V. =W & W',
Es ist dimg (W') = dimg (V) — dimg (W).

4.12 Theorem (Dimensionsformel)
Ist V endlichdimensional und sind W7, W Untervektorrdume von V', so ist dim g (W1 + Wa) +dim g (W1 NWa) = dimg (W7) +
dimK(Wg).

4.13 Definition (Externes Produkt von Vektorrdumen)
Das (externe) Produkt einer Familie (V;);c; von K-Vektorrdumen ist der K-Vektorraum []
sischen Produkt der V; mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation.

sc1 Vi bestehend aus dem karte-




4.14 Definition (Externe direkte Summe von Vektorriumen)
Die (externe) direkte Summe einer Familie (V;);c; von K-Vektorrdumen ist der Untervektorraum
D, Vi = {(ZCZ‘)Z‘GI € [Ler Vi‘ xz; = 0 fiir fast alle z} des Produktes [],.; Vi.

4.16 Lemma
Sei (V;)ier eine Familie von K-Vektorrdumen und V := €p

raum von V, und V = P, ; V.

ier Vi Fiir jedes j € T'ist V; =V x [Licr {0} ein Untervektor-



IIT Lineare Abbildungen

In diesem Kapitel sei K ein Korper.

1 Matrizen

1.1 Definition (Matrix)
Seien m,n € Ny. Eine m x n-Matrix iiber K ist en rechteckiges Schema

a1 .o A1n
A =
Aml -+ Qmn

mit a;; € K fliri=1,...,m;j =1,...,n. Man schreibt dies auch als

A= (aij)izl,...

Jj=1,....,n

,1M

, oder einfach A = (a;j); j, wenn m und n aus dem Kontext hervorgehen.
e Die a; ; heifen Koeffizienten der Matrix, und wir definieren (A);; := a;;.
e Die Menge der m x n-Matrizen wird mit Mat,, «, (K ) oder K™*™ bezeichnet.
e Man nennt das Paar (m,n) auch den Typ (manchmal auch Dimension) der Matrix
Ist m = n, so spricht man von quadratischen Matrix, und schreibt Mat,, (K) := Mat,, x, (K).
o Zu einer Matrix A = (a;;);,; € Mat,x,(K) definiert man die transponierte Matrix A’ := (a;;);,; € Mabyxm (K).

1.2 Beispiel
Seien m,n € N fest.

(a) Die Nullmatrix ist 0 = (0);,; € Mat,,xn (K).

(b) Fir ke {1,...,m}und ! € {1,...,n} ist die (k,!)—Basismatrix gegeben durch Ejy; = (§;x0,1):; € Mat,xn(K).
(c) Die Einheitsmatrix ist 1,, = (8;,):,; € Mat,, (K). Insbesondere ist 1,, = diag(1,...,1)
(d) Fiir die Permutation o € S,, definiert man die Permutationsmatrix P, = (0;10(%),7)i,; € Mat, (K)
(e) Fiir aq,...,a, € K hat man den Zeilenvektor (aq,...,a,) := (a1 ... a,) € Matx,(K), sowie
a1
den Spaltenvektor (ai,...,a,)" = [ : | € Maty,x1(K).
an

1.3 Definition
Seien A = (a;j)i i, B = (bij)i,j € Maty,xn(K) und A € K. Man definiert auf Mat,, «,,(K) koeffizientenweise Addition und
Skalarmultiplikation.

1.4 Satz
(Mat,,xn (K), +, - ) ist ein K-Vektorraum der Dimension dim g (Mat,, x, (K)) = mn mit Basis B = (Eij) (i jye{1,...m} x{1,....n}-

1.5 Definition (Matrizenmultiplikation)
Seien m,n,r € Ny. Sind

A = (aij)i=1,..m € Matpy,xn(K) und B = (bjr)j=1,...n € Maty,x,(K)

>
j=1,....n k=1,...,r

, so definieren wir C' = A - B als die Matrix C' = (¢;k)i=1,....m € Maty,x,(K) mit ¢; = Z?Zl a;ijbjk
k=1,...,r

1.7 Lemma
Fiir m,n,r € Nog, A € Maty,xn(K), B € Mat, «(K) und A € K gilt A(A-B)=(A-A)B=X-AB.

1.8 Lemma
Matrizenmultiplikation ist assoziativ: fiir m,n,r, s € Nog, A € Mat,,xn(K), B € Mat, «, C € Mat, ist A(BC) = (AB)C.

1.9 Lemma
Fiir m,n,r € Ng, A, A’ € Mat,,x»(K) und B, B’ € Mat, «,.(K) ist (A+ A")B=AB+ A’'Bund A(B+ B') = AB + AB'.

1.10 Satz
Mit der Matrizenmultiplikation wird Mat,, (K) zu einem Ring mit Einselement 1,,.
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1.12 Definition
Eine Matrix A € Mat,, (K) heiftt invertierbar oder regulir, wenn sie im Ring Mat,, (K) invertierbar ist, sonst singulér.

die Gruppe GL,,(K) = Mat,, (K)* der invertierbaren Matrizen heifit die allgemeine lineare Gruppe.

1.14 Lemma

Fiir A, A1, As € Mat,,«,(K) und B € Maty,x,(K) ist (A1 + Ag)t = A} + A%, (A")! = A und (AB)! = B'A".

1.15 Satz
Fiir A € GL,(K) ist A* € GL,(K) und (A%)~! = (A=1)%

2 Homomorphismen von Gruppen

Seien G und H zwei multiplikativ geschriebene Gruppen.

2.1 Definition

Eine Abbildung f : G — H heift Gruppenhomomorphismus (oder ein Homomorphismus von Gruppen), wenn fiir alle
x,y € G gilt:

(GH) f(zy) = f(=)f(y)
Die Menge der Homomorphismen f : G — H bezeichnet man mit hom(G, H).

2.4 Satz
Sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:

(a) f(1)=1

(b) Fiir z € Gist f(z™1) = f(a)!

(c) Fir zy1,...,2, € Gist f(xl...2n) = f(x1)... f(an)
(d) Ist Gy < G eine Untergruppe, so ist f(Go) < H.

(e) Ist Hy < H eine Untergruppe, ist ist f~1(Hy) < G.

2.5 Satz
Seien G1, G und G3 Gruppen. Sind f; : G; — Gs und fs : Go — G3 Gruppenhomomorhpismen, so ist auch foof; : G — G3
ein Gruppenhomomorphimus.

2.6 Definition
Ein Homomorphismus f : G — H ist ein Monomorphismus, wenn f injektiv ist, ein Epimorphismus, wenn f surjektiv ist,
und ein Isomorphismus, wenn f bijektiv ist.

Die Gruppen G und H heifien isomorph, wenn es einen Isomorphismus f : G — H gibt.
Notation: G = H.

2.7 Lemma
Ist f: G — H ein Isomorphismus, so ist auch f~!: H — G ein Isomorphismus.

2.8 Satz
Sei f : G — H ein Homomorphismus. Genau dann ist f ein Isomorphismus, wenn es einen Homomorphismus f' : H — G
mit f' o f =idg und fo f/ =idy gibt.

2.9 Korollar
Isomorphie von Gruppen ist eine Aquivalenzrelation: Sind G, Gy, G2, G3 Gruppen, so gilt:

(i) G = G (Reflexivitit)
(ii) Ist G1 = Go, so auch Gy = G (Symmetrie)
(i) Ist G; = G5 und G = (3, so auch G; = G3. (Transitivitét)

2.12 Definition
Der Kern eines Gruppenhomomorphismus f : G — H ist Ker(f) := f~*({1}) = {z € G| f(x) = 1}

2.13 Lemma
Ist f: G — H ein Homomorphismus, so ist N := Ker(f) eine Untergruppe von G mit x~lyx € N fiir alle x € G,y € N.

2.14 Satz
Sei f : G — H ein Homomorphismus. Genau dann ist f injektiv, wenn Ker(f) = {1}.

2.15 Definition
Ist IV eine Untergruppe von G mit z 'yz € N fiir alle z € G,y € N, so nennt man N einen Normalteiler von G.
Notation: N < G.
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3 Homomorphismus von Ringen

Seien R, S,T Ringe.
3.1 Definition
Eine Abbildung f : R — S heift Ringhomomorphismus (oder ein Homomorphismus von Ringen), wenn fiir z,y € R gilt:

(RH1) f(z +y) = f(z) + f(y)

(RH2) f(zy) = f(z)f(y)
e Die Menge der Homomorphismen f : R — S wird mit hom(R, S) bezeichnet.

e Ein Homomorphismus f : R — S ist ein Monomorphismus, Epimorphismus oder Isomorphismus, wenn f injektiv,
surjektiv oder bijektiv ist.

e Gibt es einen Isomorphismus f : R — S, so nennt man S und R isomorph.
Notation: S =2 R

e Ein Element aus End(R) := Hom(R, R) nennt man Endomorphismus von R.
e Der Kern eines Ringhomomorphismus f : R — S ist Ker(f) := f~({0})

3.4 Satz
Sind f: R — S und g : S — T Ringisomorphismen, so ist auch go f : R — T ein Ringisomorphismus.

3.5 Lemma
Ist f: R — S ein Ringisomorphismus, so auch f=!': S — S.

3.6 Satz

Sei f: R — S ein Ringhomomorphismus. Genau dann ist f ein Ringisomorphismus, wenn es einen Ringhomomorphismus
/28— Rmit f'of =idg und fo f' =idg gibt.

3.7 Lemma

Der Kern I := Ker(f) eines Ringhomomorphismus f : R — S ist eine Untergruppe von (R,+) und za € I und az € I fiir
allexz € R,a € 1.

3.8 Satz
Sei f: R — S ein Ringhomomorphismus. Genau dann ist f injektiv, wenn Ker(f) = {0}.

3.9 Definition
Ist I eine Untergruppe von (R, +) mit xa € I und az € I fiir alle € R und a € I, so nennt man I Ideal von R und schreibt
I <R.

4 Homomorphismen von Vektorrdumen

Seien V, W und U drei K-Vektorrdume.

4.1 Definition (Lineare Abbildung)

Eine Abbildung f : V — W heifit (K-)linear (oder auch ein Homomorphismus von K-Vektorrdumen), wenn fiir alle z,y € V/
und A € K gilt:

(L1) f(z+y) = F(@)+ F(y) (Additivitii)
(L2) f(Az) = Af(x) (Homogenitt)
Die Menge der K-linearen Abbildungen f € Abb(V, W) wird mit Homg (V, W) bezeichnet.

Die Elemente Endg (V) := Hom(V, V) nennt man Endomorphismus von V.

Eine lineare Abbildung f : V — W ist ein Monomorphismus, Epimorphismus bzw. Isomorphismus, falls f injektiv,
surjektiv oder bijektiv ist.

Einen Endomorphismus f: V — V, der auch Isomorphismus ist, nennt man Automorphismus von V.
Notation: Autx (V) (Menge der Automorphismen)

e Der Kern einer linearen Abbildung f : V — W ist Ker(f) := f~1({0})

4.3 Satz
Eine Abbildung f: V — W ist genau dann K-linear, wenn fiir alle z,y € V und A, p € K gilt:

(L) fAz + py) = Af(x) + pf(y)

4.5 Beispiel
Sei V = K™ und W = K™. Wir fassen die Elemente von V und W als Spaltenvektoren auf. Zu einer Matrix A € Mat,, x (K)
definieren wir eine Abbildung fa : V. — W durch f,(z) = Ax.
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4.6 Satz
Sei f:V — W eine K-lineare Abbildung. Dann gilt:

(a) f(0)=0

(f) Ist Wy € W ein Untervektorraum, so auch f~*(W) C V von V.

4.7 Satz

Die Komposition K-linearer Abbildungen ist wieder K-linear: sind f: V — W und g : W — U zwei K-lineare Abbildungen,
soauch go f:V = U.

4.8 Lemma

Ist f:V — W ein Isomorphismus, so ist auch f~!: W — V.

4.9 Satz
Sei f: V — W linear. Genau dann ist f ein Isomorphismus, wenn eine lineare Abbildung f' : W — V existiert mit

flof=idy, fof =idw.
4.11 Satz

Ist f: V — W eine lineare Abbildung, so ist Ker(f) ein Untervektorraum von V. Genau dann ist f ein Monomorphismus,
wenn Ker(f) = {0}.

5 Der Vektorraum der linearen Abbildungen

Seien V, W zwei K-Vektorrdume.
5.1 Satz

Sei (x;)ier eine Basis von V und (y;)ies eine Familie in W. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung f : V' — W mit
f(z;) = y;. fiir alle i. Diese ist durch f(>°,.; Aizs) = >,c; Mif(2:) gegeben und erfiillt

(a) Im(f) = spank ((yi)iel>a

(b) genau dann ist f injektiv, wenn (y;);cs linear unabhingig ist.

5.2 Korollar
Ist V endlich dimensional, (z1,...,,) eine linear unabhingige Familie in V und (y1,...,y,) eine Familie in W, so gibt es
eine lineare Abbildung f : V — W mit f(z;) = y; fir alle i.

5.3 Korollar

Ist (x;)ier eine Basis von V und (y;):cs eine Basis von W, so gibt es genau einen Isomorphismus f: V — W mit f(z;) = y;
fiir alle 3.

5.4 Korollar

Zwei endlichdimensionale K-Vektorrdume sind genau dann zueinander isomorph, wenn sie dieselbe Dimension haben.

icl

5.5 Korollar

Ist B = (v1,...,v,) eine Basis von V, so gibt es genau einen Isomorphismus ®p : K™ — V mit ®p(e;) = v; fir i =1,...,n.
Insbesondere ist jeder endlich dimensionale K-Vektorraum V' isomorph zu einem Standardvektorraum K™, ndmlich fiir
n = dim(V).

5.6 Definition
Die Abbildung @5 heift Koordinatensystem zu B. Fiir v € V ist (21,...,7,)! = ®5'(v) € K™ der Koordinatenvektor zu v
beziiglich B, und x4, ..., z, sind die Koordinaten von v beziiglich B.

5.7 Satz
Die Menge Homg (V, W) ist ein Untervektorraum von Abb(V, W).

5.8 Lemma

Sei U ein weiterer K-Vektorraum. Sind f, f1, fo € Homg (V, W) und g, g1, g2 € Homg (U, W), soist fo(g1+g2) = fog1+ foga
und (f1 + f2)og=fiog+ faoy.

5.9 Korollar

Mit der Komposition wird Endg (V) zu einem Ring mit Einselement idy, und Endg (V)™ = Autg (V).

5.11 Lemma
Seien m,n,r € N und A € Mat,,xn(K), B € Mat,x,(K). Fiir die linearen Abbildungen f4 € Homg (K", K™), fp €
HOI’DK(Kn,KT),fAB S MatK(KT,Km) gllt dann fAB = fA o fB.
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5.12 Satz
Die Abbildung A +— fa liefert einen Isomorphismus von K-Vektorrdumen F,x, : Mat,, xn (K) = Hompg (K™, K™) sowie

einen Ringisomorphismus F, ., : Mat,, (K) =, Endg (K™), der GL,, auf Autg(K™) abbildet.

6 Koordinationdarstellung lineare Abbildungen

Seinen V und W zwei endlichdimensionale K-Vektorraume mit Basen B = (x1,...,2,) und C = (y1,...,Ym)

6.1 Definition (Darstellende Matrix)
Sei f € Homg (V,W). Fiir j =1,...,n schreiben wir

flz;) = Zaijyi
i=1
mit eindeutig bestimmten a;; € K. Die Matrix
ME(f) = (aij)i; € Matyn(K)

heiflt die darstellende Matrix von f beziiglich der Basen B und C.

6.2 Satz
Sei f € Homg (V,W). Die darstellende Matrix MZ(f) ist die eindeutige Matrix A € Mat,,x, (K), fiir das Diagramm

K" fa Km

W e

v — sw

kommutiert, d.h. fiir die ®¢ o f4 = f o $g gilt.
6.3 Korollar
Die Abbildung
ME: Homp (V, W) — Mat,,xn(K)

ist ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen.

6.4 Lemma
Sei U ein weiterer endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Basis A. Sind f € Homg (V, W) und g € Homg (U, V), so ist

ME(f) - Mg (g) = MEX(f o g).
6.5 Korollar
Sei f € Homg(V,W). Genau dann ist f ein Isomorphismus, wenn m = n und MZ(f) € GL,(K). In diesem Fall ist
ME(f)~H = ME(f~).
6.6 Korollar

Die Abbildung
Mp: = ME: Endg (V) — Mat,, (K)

ist ein Ringhomomorphismus, der Autg (V') auf GL,,(K) abbildet.

6.7 Definition (Transformationsmatrix)
Sind B und B’ Basen von V, so nennt man
T5: = ME§ (idy) € GL,,(K)

die Transformationsmatrix des Basiswechsels von B nach B'.

6.9 Satz (Transformationsformel)
Seien B und B’ Basen von V sowie C und C’ Basen von W, und sei f € Homg (V, W). Dann ist

ME (f)=TE - ME() - (T§) .

6.10 Korollar
Sind B und B’ Basen von V und f € Endg(V), so gilt

My = TE - ME(f) - (T8) "
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7 Quotientraume

Seien V und W zwei K-Vektorraume und U ein Untervektorraum von V.
7.1 Definition

Ein affiner Unterraum von V ist eine Teilmenge der Form

z+U:={z+u:uelU}CV,

wobei U ein beliebiger Untervektorraum von V ist und z € V.

7.2 Lemma
fiir z, 2" € V sind dquivalent:

(1) z24+U=2"+U
(2) ' ex+U
(3) ' —zxeU

7.3 Lemma
Sei f € Homg (V,W) und U Ker(f). Fiir y € f(V) ist die Faser f~(y): = f~'({y}) von f der affine Unterraum z + U fiir
ein beliebiges zinf ! (y).

7.4 Beispiel
Sind V = R? und W = R und f(z1,22) = 271 — ¥9, so sind die Fasern von f genau die Geraden L C R? der Steigung 2.

7.5 Lemma
Seien x1,x], 29,25 € V und A € K.Ist 214U = 214U und 224U = 244U, soist (z1422)+U = () +24)+U und Az1+U =
Azy +U.

7.6 Definition (Quotientvektorraum)
Der Quotientenvrktorraum von V modulo U ist Menge der affinen Unterrdume:

1) VU ={z+U:2€V}

2) zusammen mit Addition: (z; +U) 4+ (22 + U) 1= (21 + z2) + U
3) und der Skalarmultiplikation A - (z +U) := Az + U

Definiere Abbildung 7y : V' — V/U durch 7y (x) =2 + U.

7.7 Satz
Der Quotientenraum V/U ist ein K-Vektorraum und 7y ist ein Epimorphismus mit Kern U.

7.8 Theorem (Homomorphiesatz) B -
Sei f € Homg (V, W) mit U C Ker(f). Dann gibt es genau eine lineare Abbildung f : V/U — W mit f = f o7y

Diese erfiillt Ker(f) = Ker(f)/U ={z+U: z € Ker(f)}.

7.9 Korollar
Fir f € Homg (V, W) ist Im(f) = V/ Ker(f). Insbesondere gilt: Ist f ein Epimorphismus, so ist W = V/ Ker(f).

7.10 Satz
Seien U und U’ Unterrdume von V. Genau dann ist V = U @ U’, wenn 7y : U' :— V/U ein Isomorphismus ist.

7.11 Korollar
Ist V endlichdimensional, so ist dimg (V/U) = dimg (V) — dimg (U).

7.12 Korollar
Ist V endlichdimensional und f € Homg (V, W), so ist dimg (V) = dimg (Ker(f)) + dimg (Im(f)).

7.13 Korollar
Ist V endlichdimensional und f € Endg (V'), so sind dquivalent:

(1) feAutg(V)
(2) f ist injektiv
(3) f ist surjektiv
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8 Rang

V und W endlichdimensional K-Vektorrdume, F' € Homg (V, W).
8.1 Definition
Der Rang einer Abbildung f ist rank(f) := dimg (Im(f)).

8.3 Lemma
Sei U ein weiterer K-Vektorraum und g € Homg (U, V).

(a) Ist g surjektiv, so ist rank(f o g) = rank(f)
(b) Ist f surjektiv, so ist rank(f o g) = rank(g)

8.4 Satz
Sei r € Ny. Genau dann ist rank(f) = r, wenn es Basen B von V und C von W gibt, fiir die M§ = E, := >_._, Ej;.

8.5 Definition
Der Rang einer Matrix A € Mat,,x, ist rank(A4) := rank(fa), wobei fa : K™ — K™ die durch A beschriebene lineare
Abbildung ist.

8.6 Bemerkung
Sei A = (aij)i,j S Matmxn(K)~

e fasst Spalten a; = (a1j,...,an;)" als Elemente des K™ auf und definiert den Spaltenraum SR(A) = spank (a1, ..., a,) C
Kﬂ’l.
e entsprechend definieren die Zeilen a; = (a;1,. .., a;,) und definiert den Zeilenraum ZR(A) = spank (a1, ...,al,) C K"

Dann gelten noch:
e Im(f4) = SR(A) und damit rank(A4) = dimg (SR(A)).
e SR(A?) = ZR(A), deshalb rank(A?) = dimg (ZR(A))

8.7 Lemma

Ist A € Maty,xn(K),S € GL,(K) und T € GL,(K) mit SAT = E,., wobei r = rank(A).

8.8 Satz
Fiir jedes A € Maty, x,(K) gibt es S € GL,,(K) und T' € GL,(K) mit SAT = E,., wobei r = rank(A).

8.9 Korollar
Seien A, B € Mat, xn (K). Genau dann gibt es S € GL,,(K) und T € GL,, mit B = SAT, wenn rank(A) = rank(B).

8.10 Satz
Fiir A € Mat,, xn(K) ist rank(A) = rank(A?").

8.11 Korollar
Fir A € Mat,,(K) sind dquivalent:

(1) A € GL,(K), d.h. A sind linear unabhéngig
2) rank(A) =n

3) Die Zeilen von A sind linear unabhingig.
5) Es gibt S € GL,(K) mit SA =1,

(2)
3)
(4) Die Spalten von A sind linear unabhingig.
()
(6) Es gibt T € GL,,(K) mit AT =1,

9 Lineare Gleichungssysteme

Sei A € Mat,,xn(K) und b € K™.
9.1 Definition
Unter einem lineare Gleichungssystem verstehen wir eine Gleichung der Form

Ax =b.
Dieses heifst homogen, wenn b = 0, sonst inhomogen, und
L(A,b) ={z € K": Ax = b}

ist sein Losungsraum.
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9.3 Bemerkung
e homogene System Az = 0 hat als Losungsraum den Untervektorraum L(A,0) = Ker(f4) der Dimension
dimg (L(A,0)) =n — rk(A).

e inhomogene System Az = b hat entweder L(A,b) = 0, oder affine Unterraum
L(A,b) = f1*(b) =m0 + L(A,0), 29 € L(A,b) bel.

o erhilt alle Losungen des inhomogenen Systems, wenn eine Losung des inhomogenen Systems und alle Losungen des
homogenen Systems

e Im Klartext! Wie sieht der Losungsraum aus?
Die Anzahl der Losungen lésst sich dann an den b; ablesen.

— Ist mindestens eines der bg1,...,b,, ungleich null, so gibt es keine Losung.
— Sind alle bg11,. .., by gleich null (oder k& = m) so gilt:
*x Ist kK =n , so ist das Gleichungssystem eindeutig 16sbar.

x Ist k < n , gibt es unendlich viele Lésungen. Der Losungsraum hat die Dimension n — k.

9.4 Definition
Die Matrix A = (ai;),; hat Zeilenstufenform, wenn es 0 <r <mund 1 <k < ko <--- <k, < n gibt mit:

(1) fﬁrlgigrund1§j<kiistaijzo
(ii) fur 1 <4 < rist a;, # 0 (sogenanntes Pivotelement)

(iii) fir l<i<mund 1 <j<nista; =0

0 .. 0 A1k *

0 ... .. 0 G2k, *

0 arkr
0 0
0 0

9.5 Lemma
Sei A in Zeilenstufenform wie in 9.4. Dann ist f = rk(A).

9.6 Satz
Sei A in Zeilenstufenform wie in 9.4.

(a) Ist b; # 0 fiir ein r <4 < m, so ist L(A4,b) = 0.
(b) Ist b; = 0 fiir alle < i < m, so erhélt man alle z € L(A,b), indem erst z; € K fiir j € {1,...,n} \ {k1,..., k. } beliebig

wahlt unf fir ¢ = r, ..., 1 rekursiv
n
Tk, = al_kf . (bz — Z aijazj>

Jj=ki+1
setzt.

9.7 Definition (Elementarmatrizen)
Fir i,5 € {1,...,m} mit i # j,\ € K* und p € K definiere m x m-Matrizen

Si(A) = Ln+(A—1)Ey;=diag(l,...,LA1,...,1),
Qi) = L+ pky,
P; = 1n+Ej+ Ej — Eiy — Ejj.

9.8 Lemma
Es sind Si()\>7Qij(M)7Pi,j S GLm(K): Es ist SZ'<)\_1) = Sl()\_1>7Qi,j<M)_1 = Qi}j(_/«t%Pile = Dij- Insbesondere gilt: Ist F
eine der Elementarmatrizen S;(\), Q; ;(A), P j, so ist ZR(A) und L(EA,0) = L(A,0), insbesondere rank(EFA) = rank(A).

9.9 Theorem (Eliminationsverfahren von Gauf)

Zu jeder Matrix A € Mat,, «,(K) gibt es | € Ny und Elementarmatrizen Ej, ..., E; vom Typ II, III, fiir die F;--- E1A in
Zeilenstufenform.

9.11 Korollar

Zu jeder Matrix A € Mat, xn(K) gibt es eine invertierbare Matrix S € GL,,(K), fiir die SA in Zeilenstufenform ist.

9.13 Korollar
Jedes A € GL,,(K) ist ein Produkt von Elementarmatrizen.
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IV Determinanten

Sei n € N.

1 Das Vorzeichen einer Permutation

1.1 Beispiel J k=i

Firi,j € {1,...,n} mit ¢ # j bezeichne 7;; € S,, die Transposition 7;;(k) =i k=3
k  sonst

Offenbar gilt 775 = Tigl = Tij = Tji-

1.2 Satz

Fiir jedes o € S,, gibt es r € Ny und Transposition 7y,...,7. € S, mit c =77 --- 7.

1.3 Definition
Sei o € S;,, dann

(1) Ein Fehlstand von o ist ein Paar (¢,j) mit 1 <i < j < nund o(i) > o(j)

(2) Das Vorzeichen (oder Signum) von o ist sgn(c) = (—1)/(?) € {41, 1} = pg, wobei f(o) die Anzahl der Fehlstinde von
o ist

(3) Man nennt o gerade, wenn sgn(o) = +1, sonst ungerade

1.4 Beispiel
(a) Genau dann hat o keine Fehlstéinde, wenn o = id und insbesondere gilt sgn(id) = +1.

1 2 3
2 3 1

1 2 3
3 2 1

ie Permutation o = € 5, hat Fehlstande (1,3) un , sonst sgn(o) = (— =
(b) die P i ( ) Sy, hat Fehlstdnde (1,3) und (2, 3), gn(o) (1)2 1

(c) Die Transposition 7y 3 = ( ), hat Fehlstéinde (1,2),(2,3) und (1, 3), somit sgn(r1 3) = (—1)% = —1

(d) Eine Transposition 7,; € S, ist ungerade. Ist ¢ < j, so sind die Fehlstdnde (¢,i+1),...,(¢,7) und (i +1,5),...,(j —1,5)
alsoj—(i+1)+i+(j—1)+1—-(i+1)=2( —i)—1 viele

1.5 Lemma . ‘

Fir o € 5, ist sgn(o) = [[1<; <, w €Q

1.6 Satz

Die Abbildung sgn : S,, — Z* = s ist ein Gruppenhomomosphismus.

1.7 Korollar
Fiir 0 € S, ist sgn(oc™!) = sgn(o).
1.8 Korollar

Sei o € Sy,. Sind 71, ..., 7, Transpositionen mit o = 7y - - - 7, so ist sgn(o) = (—1)"

1.9 Korollar
Die geraden Permutationen
Ay ={o € S, sgn(o) = +1}

bilden einen Normalteiler der S,,, genannt die alternierende Gruppe A,. Ist 7 € S, mit sgn(r) = —1, so gilt fir A,7 :=
{oT:0€ A}

e A,UA,7=S, und

o A, NA,T=10

2 Determinanten

Sei n € N.

2.1 Bemerkung

Wir werden nun auch Matrizen mit Koeffzienten im Ring R anstatt K betrachten. Mit der gewohnten Additon und Multi-
plikation bilden die n x n-Matrizen einen Ring Mat,,(R) und wir definieren wieder GL,,(R) = Mat,,(R)*.

2.2 Bemerkung
e (a1,...,a,) € R™ Spaltenvektoren, so bezeichnen wir mit A = (aq,...,a,) € Mat,,x,(R) die Matrix mit Spalten
(aty...,ap)
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e (@1,...,a,) € R™ Spaltenvektoren, so bezeichnen wir mit A = (@1y...,0m) € Mat,,xn(R) die Matrix mit Zeilen
(@1,... 7dm)
2.3 Bemerkung
Wir hatten in II1.2.15 definiert:

a b

det A =ad — bc, A = (c d> € Maty (K)

und festgestellt: det A # 0 < A € GLy(K).
Interpretation in R? (Determinante von A, ist die Fliche, welche aufgespannt wird von x; = (a,b) und x5 = (¢, d), siche
Bild)

Bemerkung
(1) Fir A € R ist det(/\xl,xg) = det(ml, )\.732) = )\det(xl,xg)
und fiir z; = Z1 + I ist

a) det(zq,x2) = det(Z1,z2) + det(Ta, x2)
b) det(x1,z2) = det(z1,Z1) + det(Zq, z2).
(ii) Ist &1 = x9, so ist det A = 0.
(iii) det 1 = 1.
Sei R kommutativer Ring mit Einselement, K Koérper und n € N.

2.5 Definition
Eine Abbildung ¢ : Mat,,(R) — R heifft Determinantenabbildung, wenn gilt:

(D1) ¢ ist linear in jeder Zeile:
Sind a1, ... ,a, die Zeilen von A € Mat,,(R) undist i € {1,...,n} und a; = X'a'+ A" a” mit A", \" € R und Zeilenvek-

toren a;, a; , 8O ist

’ 1" 1"

0(A)=A (a;,...,ai,...,a;)—&-)\”(a/l/,...,ai,...,an)

(D2) ¢ ist alternierend. Sind a4, ..., a, die Zeilen von A € Matg und ¢,j € {1,...,n},i # j, mit a; = a;, so ist §(A) =0
(D3) ¢ ist normiert §(1,,)

2.6 Beispiel
Sei ¢ : Mat,(K) — K eine Determinantenabbildung. Ist A € Mat,, (K) nicht invertierbar so ist die Zeile ay,...,a, von A
linear abhéingig, es gibt also ¢ mit a; = >_,_; Aja; mit (\; € K). Es folgt

D1
5(A) = 8(ar, ... an) 2 ST Nb(ar, ., an)
j=1

(Dzz)Z)\j.o:o
j=1

2.7 Lemma
Erfiillt die Abbildung 6 : Mat, (R) — R die Axiome (D1) und somit fiir jedes o € S,, und Zeilenvektoren ay, ..., ay:
0(ag(1)s -+ s o(n)) = sg0(0) - 6(ar, ..., an).

2.8 Lemma
Erfiillt die Abbildung d : Mat,,(R) — R die Axiome (D1) und (D2), so gilt fiir A = (a;;, ;) € Mat,.(R)

5(A) = 5(]ln) : Z Sgn(a) Hai,a(i)'

oES,

2.9 Theorem
Es gibt genau eine Determinantenabbildung
det Mat,,(R) — R

und diese ist gegeben durch die LEIBN1Z-Formel.

2.10 Beispiel
(a) n = 2, damit SQ = {id, 7'12}

ain a2
det = E A15(1)020(2) = G11022 — 612021
Q21 Q22
g€Sy
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. . . 1 2 3 1 2 3
(b) n =3, damit s3 = {id, 712, T13, Te3, 01,02} mit o1 = <2 3 1>a 02 = (3 9 1)
Az = {id, 01,02} und S35\ A3 = {712,713, T23}
ain a2 a3

det | az1 a2 a23 | = E A10(1)A25(2) 020 (3)A20(2)
a3y asz2 as3 o€S3

= 011022033 + 012023031 + Q13021032 — 431022013 — A32G23G11 — A33021012

die sogenannte Regel von Sarrus.

¢) Ist A = (a;;); ; eine obere Dreiecksmatrix (siche A108), also a;; = 0 fiir 4 = j, so ist
(c) 3 )i, ) J J>
) = H A4

i=1

(d) Fiir ¢ # j,A € K*,p € K ist det(S;(\)) = A, det(Qq; (1)) = 1, det(P;;) = —1

Ai; ..

0 A

det A = det (

(e) Ist A Blockmatrix der Gestalt

A= {Al C} mit Ay, Ay, C € Mat,, (R)
0 A

So ist det(A) = det(A;) - det(As) + 0.

2.11 Korollar
Fiir A € Mat,(R) ist det(A) = det(A"). Insbesondere erfiillt det die Axiome (D1) und (D2) auch fiir Spalten statt Zeilen.

2.12 Theorem (Determinantenmultiplikationssatz)

Fiir A, B € Mat,,(R) ist det(AB) = det(A) - det(B).

2.13 Korollar

Die Abbildung det : Mat,,(R) — R schrénkt sich zu einem Gruppenhomomorphismus GL,(R) — R*. Ist R = K ein Korper,
so ist A € Mat,,(K) also genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0, und in diesem Fall ist det(A ') = (det(A4))~!.

2.14 Korollar

Die Matrizen von Determinanten 1 bilden einen Normalteiler SL,, (K) = {A € GL,,(K): det(A)} der allgemeinen linearen
Gruppe, die sog. spezielle lineare Gruppe.

2.15 Korollar
Elementare Zeilenumformungen von Typ II d&ndern die Determinante der Matrix A nicht. Elementare Zeilenumformungen
von Typ III dndern nur das Vorzeichen.

3 Minoren

Sei m,n € N,
3.1 Definition
Sei A = (a;5):,; € Maty,(R). Fiir 4,5 € {1,...,n} definiere die n x n-Matrix

ail e a1j5—1 0 a1j4+1 . A1n
a;—11 .. Aj-1j5-1 0 j—1j41 -+ Gi—1n
A'L'j = 0 e 0 1 Aj—1541 - 0
i1l -+ Qiy1j-1 0 Giy1j41 o.0 Gitin
[47°%} e Qpj—1 0 Apj+1 e Amn

die durch Ersetzen der i-ten Zeile durch e; und j-ten Spalte durch e; aus A hervorgeht,

ail N a15—-1 arj+1 N A1n,
A — ai—11 .- Qi—15—-1 Aj—1541 .- GQi—1n
i =
J Ai4+11 -0 Qi415—-1 Ai41541 - oo Qitdn
anl ‘e Gnj—1 Qnj+1 ce Amn

die durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht. Weiter definiere die zu A adjungierte Matrix als A% =
(aﬁ)i,j Mat,, (R), wobei afﬁ = det(A4;;).
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3.2 Lemma
Sei A € Mat,,(R) mit Spalten aq,...,a,. Firi,j € {1,...,n} gilt:

(a) det(Ai;) = (—1)* det(A};)
(b) det(Aij) = det(al, sy 1,64, Q541 - ,an)

3.3 Satz
Fiir A € Mat,(R) ist A#A = A- A% = det(A)1,.

3.4 Korollar
Es ist GL,,(R) = {4 € Mat,(R): det(A) € R*} und fiir GL,(R) ist

- 1
1_ A#
det(A)

3.5 Korollar
Sei A = (a;j5)i,; € Maty,(R). Fiir jedes ¢ € {1,...,n} gilt dir Formel fiir die Entwicklung nach der i-ten Zeile

det(A) = > (~1)"*ay; det(A}),
j=1
fiir jedes j € {1,...,n} gilt die Formel fiir die Entwicklung nach der j-ten Spalte

n

det(A) = (—1)"ay; det(A;;).

i=1

3.6 Korollar (Cramersche Regel)
Sei A € GL,(R) mit Spalten ai,...,a, und sei b € R". Weiter sei x = (z1,...,2,)" € R"die (eindeutige) Losung des

Linearen Gleichungssystems Az = b. Dann ist fiir ¢ € {1,...,n}:
det(al, ey @i, b, Aig 1y an)
Tr; =
det(A)

3.7 Definition (Minoren)

Sei A(aij)i; € Mat,(R)und 1 < r < m,1 < s < n. Eine r X s- Teilmatrix von A ist eine Matrix der Form (ai, ju ). €
Mat,xs(R) mit 1 < iy,...,4 <mund 1 < ji,...,5 < n. Ist A’ eine r x s -Teilmatrix A, so bezeichnet man det(A/) als
einen r-Minor von A.

3.8 Beispiel
Ist A € Mat,(R) und 4,5 € {1,...,n}, soist A;j eine Teilmatrix von A und det(A4

/

i) = (fl)iﬂaj#i ein (n — 1)-Minor von A.

3.9 Satz
Sei A € Mat,,xn(K) und 7 € N. Genau dann is rank(A) > 7, wenn es eine r x 7 Teilmatrix A" von A mit det(A") # 0 gibt.

3.10 Korollar
Sei A € Mat,,,xn(K). Der Rang von A ist das grofite » € N, fiir das A eine von Null verschiedenen r-Minor hat.

4 Determinanten und Spur von Endomorphismen

Sei n € Nund V ein K-Vektorraum mit dimg (V) = n.

4.1 Satz

Sei f € End(K), A eine Basis von V und A € M 4(f). Sei weiter B € Mat,,(K). Genau dann gibt es eine Basis B von V mit
B = Mp(f), wenn es S € GL,,(K) mit B = SAS~!gibt.

4.2 Definition (Ahnlichkeit von Matrizen)

Zwei Matrizen A, B € Mat, (R) zwei solche Matrizen heifen &hnlich (in Zeichen A ~ B), wenn es S € GL,(R) mit B =
SAS ! gibt.

4.3 Satz

Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation auf Mat,, (R).

4.4 Satz
Seien A, B € Matyx,(R). Ist A ~ B, so ist det(A) = det(B).

4.5 Definition
Die Determinante eines Endomorphismus f € End(V) ist det(f) := det(Mp(f)), wobei B eine Basis von V ist. (nach 4.1 ist
det(f) wohldefiniert.)

4.6 Satz
Fir f,g € End(V) gilt:
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(a) det(idy) =1
(b) det(f o g) = det(f) - det(g)
(c) Genau dann ist det(f) # 0, wenn f € Autg (V). In diesem Fall ist det(f~!) = (det(f))~!

4.7 Definition (Spur)
Die Spur einer Matrix A = (a;;);,; € Mat,(R) ist Tr(A) = >0 | a4i-

4.8 Lemma
Seien A, B € Mat, (R), dann

(a) Tr:Mat,(R) — R ist R-linear, d.h. fiir A, B € Mat,,(R),\,p € R is Tr(AA + uB) = ATr(A) + p Tr(B)
(b) Tr(A%) = Tr(A)
(¢c) Tr(AB) = Tr(BA)

4.9 Satz
Sei A, B € Mat,,(R). Ist A ~ B, so ist Tr(A) = Tr(B).

4.10 Definition
Spur eines Endomorpshimus f € Endg (V') ist Tr(f) = Tr(Mp(f)), wobei B eine Basis von V ist. (Nach 4.1 und 4.9 ist Tr(f)
wohldefiniert.)

4.11 Bemerkung

Im Fall K = R kan wie in 2.3 den Absolutbetrag der Determinante eines f € End g (K™) geometrisch intepretieren, ndhmlich
als das Volumen von f(Q), wobei Q@ = [0,1]" der Einheitsquader ist und somit als Volumeninderung dur f. Auch das
Vorzeichen von det(f) hat eine Bedeutung. Es gibt an, ob f orientierungserhaltend ist. Fiir eine erste Intepretation der Spur
sieche A100.
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