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Kapitel I

Interpolation

1. Grundlagen

Aufgabe:
Gegeben sind n + 1 Datenpaare (zq, fo), - -, (Zn, fn), alles reelle Zahlen und paarweise verschieden.
Gesucht ist eine Funktion F': R — R, die die Interpolationsbedingungen

F(l‘o):fo,...,F(l‘n):fn (1)

genligt.
Definition (Stiitzstellen, Stiitzwerte)

Die x¢ bis z,, werden Stiitzstellen genannt.

Die fy bis f,, werden Stiitzwerte genannt.

Die oben gestellte Aufgabe wird zum Beispiel durch

gelost. Weitere Moglichkeiten sind: Polygonzug, Treppenfunktion, Polynom, ...
e In welcher Menge von Funktionen soll F' liegen?

e Gibt es im gewdhlten Funktionenraum fiir beliebige Datenpaare eine Funktion F, die den Inter-

polationsbedingungen geniigt (eine solche Funktion heifit Interpolierende )?
o Ist die Interpolierende in diesem Raum eindeutig bestimmt?

e Welche weiteren Eigenschaften besitzt die Interpolierende, zum Beispiel hinsichtlich ihrer Kriimmung

oder der Approximation einer Funktion f: R — R mit fx = f(zg) flr k =0,...,n
o Wie sollte man die Stiitzstellen wéhlen, falls nicht vorgegeben?

e Wie lasst sich die Interpolierende effizient bestimmen, gegebenenfalls auch unter der Berticksichtigung,

dass neue Datenpaare hinzukommen oder dass sich nur die Stiitzwerte &ndern?

m Beispiel 1.1
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k 0 1 2 3 4 5

T in s 0 1 2 3 4 5

frin°C | 80 858 86,4 93,6 983 99,1
Interpolation im
e Raum der stetigen stiickweise affinen Funktionen
¢ Raum der Polynome héchstens 5. Grades

¢ Raum der Polynome hochstens 4. Grades (Interpolation im Allgemeinen nicht 16sbar, Regres-

sion notig)
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2. Interpolation durch Polynome

IT,, bezeichne den Vektorraum der Polynome von Hochstgrad n mit der iiblichen Addition und Skalar-

multiplikation. Fir jedes p € II,, gibt es ag, ..., a, € R, sodass
p(z) = aps™ + ap_12" M 4 a1z + ag (1)

und umgekehrt.

2.1. Existenz und Eindeutigkeit

Satz 2.1
Zu n+1 Datenpaaren (xq, fo), - - ., (Zn, fn) mit paarweise verschiedenen Stiitzstellen existiert genau

ein Polynom p € II,,, dass die Interpolationsbedingung Gleichung (1) erfiillt.

Beweis. o Existenz: Sei j € {0,...,n} und L; : R — R mit
o — (r—x0) - (r—xjm1)(x—xjt1) -+ (T —xp
Lj(x)::H — ':('_ ) ‘_J' )(_J+) ._)
o T T i zj—xo) (@ — @i—1)(@y — @) (zj — an)
i#]

das LAGRANGE-Basispolynom vom Grad n. Offenbar gilt L; € II,, und

1 k=3
Lj(xr) = = 0jk (2)
0 k+#j
Definiert man p : R — R durch
p(@) =Y fi-Ly(x) (3)
§=0

so ist p € II,, und auBlerdem erfiillt p wegen Gleichung (2) die Interpolationsbedingung Gleichung (1)

o Eindeutigkeit: Angenommen es gibt Interpolierende p,p € II,, mit p # p. Dann folgt p — p € II,, und
(p —p)(xk) = p(xr) — p(zx) =0 fur £ =0,...,n. Also hat (p — p) mindestens n + 1 Nullstellen, hat aber
Grad n. Das heifit, dass (p — p) das Nullpolynom sein muss. O

Definition (Interpolationspolynom)

Das Polynom, dass die Interpolationsbedingung erfiillt, heifit Interpolationspolynom zu (xg, fo), - - -, (Tn, fn)-

» Bemerkung 2.2
o Die Darstellung Gleichung (3) heifit LAGRANGE-Form des Interpolationspolynoms.

o Um mittels Gleichung (3) einen Funktionswert p(x) zu berechnen, werden O(n?) Operationen
genotigt; bei gleichabstédndigen Stiitzstellen kann man diesen Aufwand auf O(n) verringern.
Andern sich die Stiitzwerte, kann man durch Wiederverwendung von den L;(x) das p(z) in

O(n) Operationen berechnen.

¢ Man kann zeigen, dass Lg bis L,, eine Basis von II,, bilden.
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2.2. Newton-Form des Interpolationspolynoms

p(x) =co+c1(x —xzp) + o —xzp)(x — 1)+ -+ en(x—x0) ... (T —Tpo1) (4)

mit Koeflizienten co,...,c, € R. Die Berechnung des Koeflizienten ¢; kann rekursiv durch Ausnutzen

der Interpolationsbedingung Gleichung (1) erfolgen. Fiir ¢ erhdlt man
!
fo=p(x0) = co

Seien cg bis cj_1 bereits ermittelt. Dann folgt:

Jj—1
fj ; p(.’ﬂ]) = Co + ch(.’bj — LC()) . (l‘j — l’kfl) +Cj ((Ej - xo) e (Cﬂj - .’bj,l)
k=1

bekannt

bekannt

» Bemerkung 2.3
o Der Aufwand um die Koeffizienten cq, ..., c, zu ermitteln ist O(n?). Kommt ein Datenpaar
hinzu, kann man Gleichung (4) um einen Summanden erweitern und mit O(n) Operationen

Cn+1 bestimmen.

« Sind die Koeffizienten cy, . . ., ¢, in Gleichung (4) bekannt, dann benétigt man zur Berechnung

von p(z) O(n) Operationen.

e Die Polynome Np,..., N, : R — R mit
No=1 und N;=(z—2x0)...(x—xj_1)

heilen NEWTON-Basispolynome und bilden eine Basis von II,,.

Die Koeffizienten cy, ..., ¢, ergeben sich wegen Gleichung (1) auch als Losung des folgenden linearen
Gleichungssystems:
1 Co fo
1 (xl — xo) c1 fl
1 (z2—20) (22 —20)(22 —21) e =]
n—1
1 (xn—z0) (n—mo)(zn—21) ... ][I (zn—x) Cn fn
i=0

Die Systemmatrix dieses linearen Gleichungssystems ist eine reguldre untere Dreiecksmatrix.

Zu effizienten Berechnung eines Funktionswertes p(x) nach Gleichung (4) mit gegebenen Koeffizienten
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co, - - ., cn kann man das HORNER-Schema anwenden. Uberlegung fiir n = 3.

p(x) =co+c1(x — o) + ca(r — zo)(z — 21) + cs(z — x0) (T — 21)(z — x2)

=co+ (x — x0) [cl + (z —x1) [ea + (z — m2)es]

Fiir beliebiges n liefert das den folgenden Algorithmus:

m Algorithmus 2.4 (Horner-Schema fiir Newton-Form)

Input: n, z, cg,..., Cn, Tgy...s T
1 p=cn
2 do j = n-1, 0, -1
3 p=o¢ + (x - z;)p
4 end do

2.3. Interpolationsfehler

Definition (Maximum-Norm)

Die Norm

19/l := max [g(z)| fiir g € Cla, ]
z€la,b]

definiert die Maximum-Norm in C|a, b].

Satz 2.5
Sei f € Cla,b]. Dann existiert zu jedem € > 0 ein Polynom p. mit ||f — pc|| < e.

Also liegt die Menge aller Polynome (beliebig hohen Grades) direkt in Cla, b].

Definition 2.6 (Stiitzstellensystem)

Stiitzstellensystem : a < x(()") <. < x%n) < b. Weiterhin bezeichne p,, € II,, das zu den Datenpaa-

ren (x,g"), (ac;c"))) gehorende eindeutig bestimmte Interpolationspolynom.

Satz 2.7 (Satz von Faber 1914)
Zu jedem Stiitzstellensystem gibt es f € Cla, b], sodass (p,,) nicht gleichméBig gegen f konvergiert.
lpn, — flloo — O bedeutet, dass (p,) gleichméafig gegen f konvergiert.

Nach einem Resultat von ERDOS/VERTESI (1980) gilt sogar, dass (p,(z)) fast iiberall divergiert.

m Beispiel 2.8 (Runge)
dquidistante Stitzstellen xy, ..., z,, p € 1I,, als Interpolationspolynom
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Stiitzstellen | interpoliertes Polynom
2522
2 1— 26
4 3,315652% — 4,2771922 + 1
8 53,6893x% — 102, 81525 + 61, 3672x* — 13,20322 + 1
16 15403, 126 — 49713, 5z + 63743, 8212 — 4187020 +
152062% — 3100, 3525 + 351, 984x* — 22, 775922 + 1
Sy
— Runge-Funktion
—— Interpolation 2 Stiitzstellen
2.5 1 . ..
—— Interpolation 4 Stiitzstellen
—— Interpolation 8 Stiitzstellen
2+ Interpolation 16 Stiitzstellen
1.5
0.5
s
—04  —02 0.2
—0.5 |
11
-1.5

Anmerkung

Wer mit Mathematica selber diese Polynome berechnen will, muss folgende Befehle benutzen:

o Funktion definieren: f[x_]:=1/(1+25x"2)

« Interpolationspolynome ausrechnen: Expand [InterpolatingPolynomial [Table [{i,f[i]},

{i,-1,-1,Schrittweite}],{x}]1]

o plotten: Plot [f [x],InterpolatingPolynomial [Table [{i,f[i]},{i,-1,-1,Schrittweite}

1,{x}1,{x,-1,1}]
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Satz 2.9

Sei f € C"*[a,b] und gelte a < 2o < ... < x, < b. Mit p,, € II,, werde das zu den Datenpaaren
(20, f(0)), -y (Tn, f(x,)) gehorende Interpolationspolynom bezeichnet. Dann existiert zu jedem
x € [a,b] eine Zahl & € (a,b), so dass

n+1 T
il = ) = Ww(z) fiir alle = € [a, b]
wobei w(z) = (x — xg) - ... - (x — )

Beweis. Fir x = xx mit k = 0,...,n ist nicht zu zeigen, da p, die Interpolationsbedingung erfiillt. Sei nun

z € [a, b] fest gewdhlt mit © ¢ {zo, ..., zn}. Weiter seien

k- I@-pm@ o g JBUoR
w(m) t— f(t) _pn(t) - Kw(t)

Man stellt unter Beachtung der Interpolationsbedingung fest, dass F'(z9) = F(z1) = ... = F(z,) = 0 und
F(z) = 0. Also besitzt F mindestens n + 2 paarweise verschiedene Nullstellen in [a, b]. Da F € C""[a, b] erhalt
man durch n + 1-fache Anwendung des Satzes von Rolle, dass F("*Y mindestens eine Nullstelle £(z) in (a, b)
besitzt. Also folgt

0=F"V(E(@) = FOV(E() - pi T (E(@) K w™ TV (E())

=0 Konstante

Da w™th) — (n + 1)}, erhédlt man

_ [V (E)
K= (n+1)!

Da z € [a, b] beliebig gewihlt war, ist die Behauptung bewiesen. O

m Beispiel 2.10
Sei f € C?[a,b] mit || f|lec < M. Weiter sei a = 1o < 1 = ¢ + h = b. Mit Satz 2.9 folgt:

£~ po@)] = [T @ )@ )
< %M A@)h - (1— Az))h
< %M 2 (2)(1 = Mx))
s
< éM - h?
h
20 . o

Sz=x0+ A (1 —x0) =Az1 + (1 — N)ag
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3. Interpolation durch Polynomsplines

3.1. Polynomsplines

Zur Abkiirzung bezeichne A eine Zerlegung des Intervall [a,b] durch die Stiitzstellen a =: 2o < ... <
T, = b.

Definition 3.1 (Polynomspline)

Ein Polynomspline vom Grad m € N und Glattheit [ € N zur Zerlegung A ist eine Funktion

s € C'a, b] mit

= Sl € ik =0,n—1

Dabei bezeichnet s die Einschrankung von s auf das Intervall [z, zx1]. Die Menge aller

fﬁkqfﬂk+1]
Splines wird mit S, (A) bezeichnet.

Folglich ist ein Polynomspline s € S, (A) auf jedem der Teilintervall [z, z+1] ein Polynom vom
Hochstgrad m. AuBerdem ist s € S! (A) in allen Punkten z € [a, b] (also auch in den Stiitzstellen) -
mal stetig differenzierbar. S! (A) ist mit der iiblichen Addition und Multiplikation ein Vektorraum.

Speziell ist SY(A) die Menge aller stetigen stiickweise affin linearen Funktionen.

m=1 m>3
=0 [ >1
[ [
% — A % — A
Zo Z1 T2 T3 T4 Zo Z1 T2 T3 T4

3.2. Interpolation durch kubische Polynomsplines

Gegeben sei eine Zerlegung A und die Stiitzwerte fo, ..., f,. Gesucht ist eine Funktion s € S}(A) mit
[ = 1,2 derart, dass

s(xg)=fr firk=0,..,n (1)

Jede derartige Funktion heifit kubischer Interpolationspline .

Konstruktion eines solchen Splines:

hy =x_1—x firk=0,...n—1

my = s (zg) firk=0,..,n—1

Wegen [ € {1,2} ist s zunéchst stetig differenzierbar. Wegen sy = $[[3, 4,.,] fiir & = 0,...,n — 1 und

m = 3 kann man folgenden Ansatz fir s, benutzen:

sp(x) = ap(x — o) + bp(z — 21)% + cp(@ — zp) + di, (2)
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Aus den Interpolationsbedingungen Gleichung (1) und der stetigen Differenzierbarkeit aller Funktionen

in s € 8! (A) fiir | > 1 ergeben sich folgende Forderungen an sy, k = 0,...,n — 1:

sp(zk) = fr und  sp(Tpr1) = ferr

sp(zk) =myp und  s)(Tpe1) = Mpp1

Diese liefern:

und damit:

sk(Tha1) = arhi + behi + mihi + fi = fi

st (Tpr1) = 3aghi 4 2bkhy +my, = M

Damit ergeben sich a; und by als eindeutige Losung fiir das lineare Gleichungssystem

hy  hi\ [ar Jevr = fro — mucfi

3hi Qhk bk Mmrg+1 — Mg

Die Determinante ist —h{ # 0.

Satz 3.2
Sei eine Zerlegung A des Intervalls [a, b] gegeben. Dann gibt es fiir beliebig gewéhlte reelle Zahlen

fos s fn und my, ..., m,, einen Interpolationsspline s € S3(A), der den Interpolationsbedingungen
s'(xg) = mg, ..., 8'(Tn) = My

geniigt. AuBlerdem gilt: s|iz, 5,,,] = sk fiir k=0,...,n-1 mit s;, entsprechend Gleichung (2), wobei

sich ag, by, ¢k, di, aus Gleichung (4) und Gleichung (5) ergeben.

Fiir die Wahl der my, gibt es verschiedene Moglichkeiten, zum Beispiel:

o Falls Ableitungswerte der zu interpolierenden Funktion f bekannt sind, kann man my = f’(ay)

setzen.

e Man wihlt my,...,m, so, dass s zweimal stetig differenzierbar ist, das heit s € S3(A) statt
s € S(A) gilt.

3.3. Interpolation mit kubischen C?-Splines

Damit ein kubischer Interpolationsspline s zu S3(A) gehért, muss neben den Forderungen in Glei-
chung (3) die Stetigkeit von s” an den Stiitzstellen zy,...,2,_1 gewéhrleistet sein. Also hat man

zusdtzliche Bedingungen

s (Tr41) = Sjy1 (@p4) fiir k=0,..,n -2

10
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Mit Gleichung (2) ergibt sich s”(z) = 6ax(z — xo) + 2by fir & € [z, Tp41] und damit s} (zx41) =
6arhy + 20, und 87 (Tpy1) = 2bg1, also

3agh + by =bgy1 fir k=0,....,n—2 (6)
Aus Gleichung (5) folgt
-2 1
ap = hT(fk-i—l — fe) + ﬁ(mk + Mikt1)
k k
3

b = 5 (for1 — fu) — hik(ka + M)

hi;

fir k =0,...,n — 1. Wegen Gleichung (6) erhdlt man fir k =0,...,n — 2

—6 3 3 1

Ti(fkﬂ — fr) + E(mk +mpy1) + hfi(fkﬂ — fr) — H(ka + Mpy1)
—6 1

= hT(ka — frt1) — T(ka+1 + Mpy2)
k+1 k+1

Damit folgt

1 1 3 3
—(mg + 2mpi1) + ——2mpr1 + Mps2) = o5 (Ferr — fr) + 55— (Frer2 — frt1)
Iy Pyt h; i
3hi41 3h,
bzw. hgyimi + 2(hg1 + he)mes1 + hgmgio = I (fet1 — fu) + Tt (frr2 = fre1)
+

Also miissen die n 4+ 1 Zahlen my, ..., m,, den n — 1 Gleichungen des linearen Gleichungssystems

Ao 2 o Mo To
/\1 2 M1 ma ™
)\n—2 2 Hn—2 My, Tn—2

geniigen, wobei Ay, pg, 1 durch

N = hgt1
R
hi + hiy1
o=
k f—
hi + hi11
3h 3h
TR = an (fr41 — fo) + i (fr42 = frs1)

hi(hi + hit1) hi+1(hk + hrs1)

11
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fir £k =0,...,n — 2 gegeben sind. Die Systemmatrix und die erweiterte Systemmatrix haben den Rang

n — 1. Somit ist das Gleichungssystem losbar, besitzt aber keine eindeutige Losung. Um solche zu

erhalten, kann man zusétzliche Bedingungen stellen, etwa

(a)

natiirliche Randbedingungen:
s"(xg) = 8" (zn) =0 (7)
Diese sind gleichbedeutend mit
s (z0) = 6ag(x —x) +2bp =0 und  s_;(xp) = 6an—1(zn — Tp-1) + 2by—1 =0
Also folgt

bp=0 und 3ap,_1hp_1+b,_1=0

Nutzt man noch die Darstellung fiir by sowie fiir a,,—; und b,,_1, so folgt

3
2mg +my = %(fl —fo) und my_1+2m, = (fn = fa-1)

hnfl

Fiigt man beide Gleichungen geeignet zum obigen System hinzu, erhilt man ein lineares Glei-
chungssystem mit einer reguldren trigonales Systemmatrix. Dieses kann in O(n) Operationen

gelost werden.

Vollstiindige Randbedingungen: Sind f/(a) und f/(b) bekannt, dann kénnen die zusétzlichen
Bedingungen

§'(x0) = f'(a) und  '(zn) = f'(b) (®)

mittels mg = f'(a) und m,, = f'(b) geeignet in das Gleichungssystem eingefiigt werden, so dass

man analog zu Fall (a) eine trigonale regulire Systemmatrix erhélt.

Periodische Spline-Interpolation: Falls

und f"(a) = f”(b) gilt, dann sind
§'(xg) = 8'(x,) und s"(zg) = " (x,,) (10)

sinnvolle Randbedingungen, woraus sich zwei zusétzliche lineare Gleichungen zur Ergénzung des

Gleichungssystems ableiten lassen.

(nicht in der Vorlesung) Not-in-knot Bedingung: Es soll zusitzlich
so (z1) = s{'(z1) und s 5(wp—1) = 871 (Tn1)

gelten, das heifit s ist auf [xg,z2] und auf [2,_2,2,] ein Polynom dritten Grades. Man erhélt

daraus die Forderungen ay = ay und a,_s = a,_1, woraus sich zusétzliche Gleichungen in den

12
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Variablen mg, m1, ms und m,_s, m,_1, m, ergeben.

3.4. Eine Minimaleigenschaft kubischer C*-Interpolationssplines

Durch

b
/f z)dz bzw. gl := /g(a:)de fiir f,g € L*[a,b]

ist ein Skalarprodukt bzw. eine Norm in L?[a,b] definiert.

Satz 3.3
Seien f € C?[a,b], A eine Zerlegung von [a,b] und f := f(xy) fiir k = 0, ...,n. Fiir einen Inter-
polationsspline s € S3(A), der die natiirlichen, vollstindigen oder periodischen Randbedingungen

(bei letzteren gelte Gleichung (9)) erfiillt, gilt:
Is"113 = 1713 = IF" = 8”15 < 1F”113
Beweis. Durch Nachrechnen sieht man
b b b b
[ wr@ra - [ -s@ra= [(ora [ @] e
Es wird nun J := f: [f"(z) — §"(z)] s" (z)dz = O gezeigt. Mit Hilfe partieller Integration folgt

b
J=[f(2) -5 @)] " @ / [/'(@) - & (@)] 8" (x)da

wobei s”’ auf jedem Teilintervall [z, zx+1] konstant ist. Dies ergibt wegen Gleichung (1)

n—1

/: @)~ @)] " @de = 3 5" +—) A:Mf'(x)—s'(x)dm

> s (xk + *) ([f @) = s(@esn)] = [F(ar) = s(@n)])
k=

3 =
[l
- o

O

=0
und damit
J=[f(@) = s'@)]s"@)a = [£(6) = ') s" () = [f'(a) = §'(@)] s"(a)
Nutzt man nun noch Gleichung (7), Gleichung (8) bzw. Gleichung (9) mit Gleichung (10), so folgt J =0. O
Anmerkung
¢ Gleichung (7): natiirliche Randbedingungen: s”(a) = s (b) = 0
o Gleichung (8): vollstdndige Randbedingungen: s(a’) = f'(a), s'(b) = f'(b)

o Gleichung (9) und Gleichung (10): periodische Randbedingungen: s'(a) = s'(b), s (a) = s'(b),
f'(a) = f'(b)

13
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3.5. Interpolationsfehler bei kubischer C?-Interpolation

Anmerkung

Die CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung hat folgende Form:

Satz 3.4

| (90| <INl - llglle

Seien f € C?[a,b], A eine Zerlegung von [a,b] und f := f(xy) fiir k = 0,...,n. Fiir einen Inter-

polationsspline s € S2(A), der die natiirlichen, vollstindigen oder periodischen Randbedingungen
(bei letzteren gelte Gleichung (9)) erfiillt, gilt:

wobei h := max{ho, ...

1
17 = slloo < A1

Beweis. Die Funktion r := f — s hat wegen Gleichung (1) die n+ 1 Nullstellen o, ..., . Der maximale Abstand

benachbarter Nullstellen ist h. Nach dem Satz von Rolle besitzt ' mindestens n Nullstellen. Der Abstand zweier

Nullstellen von r’ ist durch 2k nach oben beschriinkt. Sei z € [a, b] so gewdhlt, dass |r'(2)| = ||r’||cc. Dann gilt

|z — 2°| < h fiir die z am nichsten liegende Nullstelle 2° von 7. O.B.d.A. sei 2° < z. Mit der CAUCHY-SCHARZ-

Ungleichung folgt:

I+

CS z z
< / ' (z)?dx - / 1%dz
UG J,0 20

< A3

x: Anwendung des Hauptsatzes der Integralrechnung

(11)

Sei nun y € [a, b] so gewéhlt, dass |r(y)| = ||7]|eo. Dann gilt |y —yo| < ?/2 fiir die y am néchsten liegende Nullstelle
y° von r. 0.B.d.A. sei y° < y. Mit Gleichung (11) ergibt sich

I7lloe = Ir(y) — r(y°)| =

r'(z)dx

Mit Satz 3.3 hat man ||r”||2 < || f||2 und damit die Behauptung.

» Bemerkung 3.5

Yy
1 1.
< max |r” (x)| / do < 5l lleo < 5A7 I
yO

Besitzt f eine hohere Glattheit, so kann die obige Fehlerschranke beziiglich der h-Potenz verbessert

werden. Es lassen sich ferner Abschiatzungen fir || f' — s'||oo und ||f” —

§"]| 0o herleiten.
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Kapitel 11

numerische Integration (Quadratur)

1. Integration von Interpolationspolynomen

Fiir eine Funktion f € Cla,b] ist eine Ndherung fiir den Wert des bestimmten Integrals

b
J(f) = / f(2)dz

gesucht. Seien a < zp < ... < x, < b Stitzstellen und fi, = f(xg) fir £ = 0,...,n. Weiter bezeichne

pn, € I, das zugehorige Interpolationspolynom. Dann kann man

Qulf) = J(pn) = / pu(z)da

als Naherung fiir J(f) verwenden. Mit der LAGRANGE-Form des Interpolationspolynoms sieht man, dass
b on n b
Qn(f) = / S feLi(@)de =" fi- / Ly(x)dx
¢ k=0 k=0 @

das heifit die Quadraturformel @, (f) ist die gewichtete Summe von Funktionswerten der Funktion f
mit den Gewichten f; Ly(z)dz.

15



2. NEWTON-COTES-Formeln Kapitel II: numerische Integration (Quadratur)

2. Newton-Cotes-Formeln

Falls die Stiitzstellen gleichabsténdig sind mit ¢y = @ und z,, = b, das heifit
Tpt1 =z +h firk=0,...,n—1 (1)

mit der Schrittweite h = b:—)/“ gilt, so nennt man @, (f) geschlossene NEWTON-COTES-Formel . Ist

b—a
n+27

NEWTON-COTES-Formel . Im Folgenden wollen wir uns auf den Fall geschlossener NEWTON-COTES-

a < xo und x, < b und gilt Gleichung (1) mit h = so bezeichnet man @, (f) als offene

Formeln beschranken.
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3. spezielle NEWTON-COTES-Formeln Kapitel II: numerische Integration (Quadratur)

3. spezielle Newton-Cotes-Formeln

Fiir n = 1 erhélt man die Trapezformel mit zg = a, 1 = b und h = b — a wie folgt:

b b
Q) = fo / Lo(x)dz + /i / Ly(z)dz

Mit
e
[ fo-su o) - (5 -0+5)-
/ab Lyi(x)dx = g
folgt

QU= 5o+ 1)

Fir Polynomgrad n = 2 erhilt man auf dhnliche Weise die SiMPSON-Formel (auch KEPLER’sche

Fassregel genannt):
h
Q2(f) = g(fo +4f1 + fa)

Fiir Polynomgrade bis n = 6 findet man weitere Formeln in der Literatur. Formeln nur n > 6 werden

aus numerischen Griinden nicht verwendet. Es kénnen dann negative Gewichte auftreten.

Satz 3.1
(a) Sei f € C?[a,b]. Dann gilt:

]' 1!
Q1) = ()] < k1" s
(b) Sei f € C*[a,b]. Dann gilt:
Q) = T < kN Dle

Beweis.  (a) Fir die Trapezformel erhilt man mit Satz 2.9

1Q1(f) = J(H)l =

/a " f@) = pr (@)

17



3. spezielle NEWTON-COTES-Formeln Kapitel II: numerische Integration (Quadratur)

Mit y ==z — aT'H’ ergibt sich:

T—a= +b—a = —l—ﬁ und =z —b= +a—b —y_h
TYT Ty TV “YT Ty TV
b h /2 "2
h h 1 1
/ Iz — a)(@ — b)|de = —/ (v+35)(-3)d=— (50— n%)| =3
a —h/2
—h/a
(b) Zur Analyse des Quadraturfehlers der SIMPSON-Formel untersuchen wir zunéchst
b
W= / (z —a)(z —z1)(z — b)dz
— ab
W= / [(x —a)(x — z1)(xz — b)|dz
Mit der Substitution y :=x — z; folgen x —a =y + h, z —x1 =y und x — b =y — h, also
b
W=/ (y+h)y(y — h)dy =0 (1)
da die zu integrierende Funktion y — (y + h)y(y — h) ungerade ist. Weiter erhélt man
- h h 1
L R A T @
—h 0

Wegen Satz 2.9 haben wir

£@) ~pa(e) = T C D ) = L) + L€ @) - £ @)uie)

fiir alle = € [a, b]. Insbesondere ist daher x + f"/(£(z)) eine Funktion aus C*[a, b]. Durch Integration folgt
mit Gleichung (1):

1

/ £@) - pa(a)de| = £ | (@) / wz)dz + / (" (€@)) = £ (o1))w(z)da

6
Ll
— 5| [ e - @t ®
b
< max { @) = £ () - / |w<:c>|dm}
z€[a,b] o
Da f € Cla, b] erhdlt man mit dem Mittelwertsatz
7 (@) = £ (@2)] = [F9 @) - Je = 2] < Bl
mit ¢ € (a,b). Deshalb und wegen Gleichung (2) folgt aus Gleichung (3) weiter
b
@) = 1) = | [ 10 ateas) < o) 0

18



3. spezielle NEWTON-COTES-Formeln Kapitel II: numerische Integration (Quadratur)

» Bemerkung 3.2

Durch verfeinerte Abschitzungen kann man in Satz 3.1 b)

Qa) = T = g h I ()

erreichen. Auch fir Quadraturformeln @, (f) mit n > 2 lassen sich entsprechende Ergebnisse fiir
den Quadraturfehler herleiten, insbesondere hat der Quadraturfehler fiir n = 3 mit f € C*[a, b] die
Ordnung h® und fiir n = 4 mit f € C%[a,b] die Ordnung h".

19



4. Zusammengesetzte NEWTON-COTES-Formeln Kapitel II: numerische Integration (Quadratur)

4. Zusammengesetzte Newton-Cotes-Formeln

Um den Quadraturfehler weiter zu reduzieren, bietet es sich unter Beriicksichtigung der Abschitzung
des Quadraturfehlers in Satz 3.1 an, das Intervall [a, b] in r Teilintervalle zu zerlegen und auf jedem der
Teilintervalle dieselbe Quadraturformel (niedriger Ordnung) anzuwenden. Dazu wird das Intervall [a, b]
in | = rn Elementarintervalle gleicher Lange zerlegt, wobei n die Ordnung des auf jedem Teilintervall
zu verwendenden Interpolationspolynoms ist. Mit fy, ..., fi werden die Funktionswerte an den Stellen
zr = a + kh fir £ = 0,...,] bezeichnet, wobei h = b’Ta die Lange des Elementarintervalls ist. Die

zusammengesetzte Trapezformel ist dann gegeben durch:

Tu(f) = g(fo +2fi+2fa+ .. +2fi-1+ f1)

die zusammengesetzte SIMPSON-Formel durch

Sn(f) = g(fo +d4fi+2fa+4fs+ ... +2fia+4fii1+ fi)

Satz 4.1
(a) Fiir f € C?[a,b] gilt

b—a ,,
T () = T < 5 W1l
(b) Fiir f € C*[a,b] gilt
b—
19(F) = T < Lok 1FDlloo

Beweis. Wendet man Satz 3.1 auf die SIMPSON-Formel (unter Beachtung von Gleichung (4)) fir [z, Zk42]

anstelle von [a, b] an, so folgt

rol o pmgps
1 5 b—a
- = [Su(f) — dz| < —rh°|| fP o < R oo
50 = I = 510 = 3 [ e < gl Ol < Gsnt 1)
k=0 Y T2k
und damit Behauptung b). Behauptung a) zeigt man auf dhnliche Weise. O
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5. GAuss’sche Quadraturformeln Kapitel II: numerische Integration (Quadratur)

5. Gauss’sche Quadraturformeln

Wir gehen zunéchst vom Interpolationsfehler (vgl. Satz 2.9)

FU (E())

£@) = pale) = o

wp(z) fir z € [a, b]

mit wy,(z) = (x — zg)...(x — x,) aus. Bezogen auf das ganze Intervall [a, b], kann man etwa ||f — pn|co
oder ||f — pnl|2 als MaB fiir diesen Fehler verwenden. Da man iiber f("+1) nicht verfiigt, wird anstelle
dessen ||wy||eo oder ||wpy]|2 untersucht. Dieses Fehlermaf ist offenbar nur von der Lage der Stiitzstellen
Zo, ..., Tp, € [a,b] abhingig. Zur Vereinfachung beschrédnkt man sich zunéchst auf das Intervall [—1, 1].
Die Aufgabe, die Funktion

R7H - R
Fo :
Foo(zoyeyxy) +— max |(z—xzg)...(x — z,)|
z€[—1,1]

unter der Bedingung (zo, ..., ¥,) € [—1,1]"*! zu minimieren, hat als Losung die Nullstellen des soge-

nannten TSCHEBYSCHOW-Polynoms 7;,1 der Ordnung n + 1. Die Funktion

Rn+! - R

LR 1 2 2
Fy(x0,..xn) = [ (x—x0)%.(x — zn)?dx

wird unter der Bedingung (o, ..., z,,) € [—1,1]"*! durch die Nullstellen des sogenannten LEGENDRE-Polynoms

P,,+1 minimiert. Die LEGENDRE-Polynome kénnen rekursiv wie folgt definiert werden:

1

Po(t)

Pi(t) =1t

(k4 1)Pryq1(t) = (2k + 1)t Py (t) — kPr_1(t)

fir alle t € R und k = 1,2, .... Fiir n = 1 erhélt man zum Beispiel Py(t) = 2 — % mit den Nullstellen

Ty = i?. Das Interpolationspolynom zu diesem Stiitzstellen und den Stiitzwerten fo = f(xg) sowie
fi = f(z1) lautet dann (in der LAGRANGE-Form)

Tr — oI Tr — X
@ (z) = fo +fi
o — T1 r1 — X0

1o 1
/ * xldx\/g/ x—ﬁ de =1
_1 2o — 1 2 1 3

1
Tr — X
/ de =1
_1 1 — Xo

Wegen
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5. GAuss’sche Quadraturformeln Kapitel II: numerische Integration (Quadratur)

hat man die GAUSS-LEGENDRE-Quadraturformel fiir das Integral fil fl@)dz fir n = 1:

f Vs +f v3
3 3
Man kann zeigen, dass die GAUSS-LEGENDRE-Quadraturformel mit n+1 Stiitzstellen (also den Nullstel-
len von P, 1) Polynome bis zum Grad 2n + 1 exakt integriert. Bei den geschlossenen NEWTON-COTES-
Formeln ist dies nur bis Grad n (falls n ungerade) bzw. bis zum Grad n+1 (falls n gerade) moglich (vgl.

Ubungsaufgabe). Spezielle Modifikationen der GAUSS-LEGENDRE-Quadratur beziehen einen Randpunkt
(GAUss-RADAU) oder beide Randpunkte (GAUSS-LOBATTO) des Integrals mit ein.

Falls iiber [a,b] zu integrieren ist, fiihrt eine Variablentransformation auf ein Integral tiber [—1,1] zum

Ziel. Mit
2 xia—i—b
yib—a 2

ergibt sich x = b‘%y + “7“’, dz = I’_T“dy und

b b—a [! b—a a+b
/Qf(x)dx: 5 /_1f< 5 Y+ 5 )dy
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Kapitel I1I

direkte Verfahren fiir lineare Gleichungs-

systeme

1. Gauss’scher Algorithmus fiir quadratische Systeme

23



2. Lineare Quadratmittelprobleme Kapitel III: direkte Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme

2. Lineare Quadratmittelprobleme
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3. Kondition linearer Gleichungssysteme Kapitel III: direkte Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme

3. Kondition linearer Gleichungssysteme
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Kapitel IV

Kondition von Aufgaben und Stabilitit von

Algorithmen

1. Maschinenzahlen und Rundungsfehler
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2. Fehleranalyse Kapitel IV: Kondition von Aufgaben und Stabilitdt von Algorithmen

2. Fehleranalyse
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Kapitel V
Newton- Verfahren zur Losung nichtlinearer

Gleichungssysteme

1. Das Newton-Verfahren
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2. Geddmpftes NEWTON-Vdsapiteth V: NEWTON-Verfahren zur Lésung nichtlinearer Gleichungssysteme

2. Gedampftes Newton-Verfahren
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lineare Optimierung

1. Ecken und ihre Charakterisierung
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2. Simplex-Verfahren Kapitel VI: lineare Optimierung

2. Simplex-Verfahren
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3. Die Tableauform des Simplex-Verfahrens Kapitel VI: lineare Optimierung

3. Die Tableauform des Simplex-Verfahrens
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4. Revidiertes Simplex-Verfahren Kapitel VI: lineare Optimierung

4. Revidiertes Simplex-Verfahren
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5. Bestimmung einer ersten zuldssigen Basislosung Kapitel VI: lineare Optimierung
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