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Kapitel I
D:ifferentiation

1. Wiederholung und Motivation

Sei K" n-dim. VR iiber Koérper mit K = R oder K = C,n € N>.

e Elemente sind alle z = (z1,...,2,) € K™ mit z1,...,2z, € K.

Standardbasis ist {e1,...,e,}

alle Normen auf K™ sind dquivalent = Konvergenz unabhéngig von der Norm, verwende in der
Regel euklidische Norm

e Skalarprodukt
)= 3y R
j=1
—(zy)=>T;-y;inC"

1

j
e CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung (|(z,y)| < |z| - ly| Va,y € K™)
1.1. Lineare Abbildungen

Eine lineare Abbildung ist homogen und additiv
e Lineare Abbildung A : K™ — K™ ist darstellbar durch m xn-Matrizen beziiglich der Standardbasis
— lineare Abbildung ist stetig auf endlich-dimensionalen Réumen (unabhéngig von der Norm)
— transponierte Matrix: AT € K"x™
-2y =(z,y)
— z-y!' = x ®y, sogenanntes Tensorprodukt
o L(K"K™)={A: K" — K™| Alinear} (Menge der linearen Abbildung, ist normierter Raum)
|A]| = sup{|Az| | |x] < 1} (Operatornorm, ||A|| hingt i.A. von Normen auf K" K™ ab)

in der Regel wird euklidische Norm verwendet: [A| = />, ; aj|?

— L(K™,K™) ist isomorph zu K™*™ als VR
= L(K™ K™) ist m - n-dim. VR

Es gilt:

|Az| < [|A]l - [#| und |Az| < [A] - |z]
e Abbildung f : K™ — K™ heift affin linear, falls f(z) = Az + a fiir lineare Abbildung A : K" —
K™ ae K™
1.2. Landau-Symbole

Definition (Landau-Symbole) -
Sei f:DCK"—- K™, g:DCK"— K, zg €D. Dann:




1. Wiederholung und Motivation Kapitel I: Differentiation

e f(z) =o0(g(x)) fir z — z, gdw. lim {FAC] p—_—

x5z 9(x)

z;é:vo
o f(z) =0(g(z)) fiir x = 9 gdw. 30 > 0,¢ >0 Iﬂ;g;f <eVzx € (Bs(zo) \ {zo})ND

Definition (Anschmiegen)
f(@) + f (o) + Alx — x0) = o(|x — zo]),

A(z)
d.h. die Abweichung wird schneller klein als |z — zq|!

Satz 1.1 (Rechenregeln fiir Landau-Symbole)
Fir rp, 7, Ry : D C K™ — K™, z9 € D, k,l € N mit
() = o(jz — 2ol*)
7 = o(|z — zol")

Ri(z) = O(|Jx — mol")

3. ri(z) £7(z) = o(|x — mo|*) k<1
4. ri(x) - Fi(@) = o(|w — wo|* ), () - Ri(x) = o(|z — @0 **!)

Beweisidee. Sei % < ¢ nahe xg, d.h. auf (Bs(zo)\{zo}) N D fiir ein 6 > 0

1 @ — el BT 0, folgl Tk(z),, auch beschrinkt nahe zg
B |z—aoF ol
‘wR_Ii’(“))“ = |ﬁ§;?\l |z — x0|'~7 — 0, Rest wie oben
T (@) — k(@)
2 T amolle—zoT = Ta—wolF 0
R Ry (: .
\zfzowfii)zo\l*i = |zl(z?u < ¢ nahe o, Rest wie oben

3. e g e 2 6(1) £ offr — 2ol ™) 0
——

|e—wzo|* |z—z0
o(1)

4 re(@)f(z) _ (@) | Fi(z) =0

R lz—zo|*  |e—zol!
Ire(@)-Ry(z)| _ |rp(x)| | [Ri(2)]
le—zo[FFL T Jz—=zolF  Jz—wol! —0 -

m Beispiel 1.2
e offenbar in K™: |2 — z0|* = O(|z — 20|*) = o(|z — x0|* 1), 2 — 0

e in R gilt fiir z — 0:
= a® = o(|z[*), 2° = o(|z]), 2° = O(|z]*), 2° = O(|z|?)
—e*=0(1)=3+0(1),e*=1+0(1) #2+0(1)
sin(x) = O(|z|), sin(z) = o(1), 2 - sin(z) = o(|x|?), e* - sin(x) = o(1)
(1= cos(@))a? = O(|zP)a? = of|zf*)
- m:eero(l):lJro 1)
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2. Ableitung

Definition (differenzierbar, Ableitung)
Sei f : D Cc R* — K™, D offen, heifit differenzierbar in x € D, falls es lineare Abbildung
A e L(K™ K™) gibt mit

| F(z) = f(20) + Alw — z9) + ol|z — xo|), = — 0 | (1)
mit A(x — x9) = f'(z0) - (x — ) (2)

Abbildung A heifit dann Ableitung von f in z¢ und wird mit f’(zg) bzw. D f(z() bezeichnet.

» Bemerkung
Affin lineare Abbildung A(z) := f(z0) + f'(x0) - (x — xo) approximiert die Funktion f in der Niihe
von xg und heifit Linearisierung von f in x9 (man nennt Gleichung (1) auch Approximation 1.
Ordnung von f in der Nihe von ).

Folgerung 2.1 (Wann ist f diffbar?)
f:D C K" — K™ D offen, g € D. Fiir jedes A € L(K™, K™) sei D — K™ zugeh. Restfkt.
gegeben durch

f(x) = f(xo) + Az — zg) + ro(x) Vx €D (3)
Dann:

f ist diffbar in xg mit Abl.A < JA € L(K", K™) : ra(z) = o(Jx — zo|)x — x0

dh. lim ra(z) _
&z |x — x|

=0

— — Alx —
& 34e L(K" k™) : lim A 7 I (@) — Alw o)
=0 (I _ IO)
TH#T0
Definition 2.2 (diffbar auf D, stetig diffbar)
e falls f difbar in allen zg € D, heifit f diffbar auf D

o f:D— L(K",K™)(= K™<") Abl. von f (matrixwertig)

e f stetig diffbar bzw. C'-Fkt., wenn f, stetig auf D
CYD,K™)={f:D — K™ | f stetig diffbar auf D} = C'(D)

Satz 2.3
Sei f: D C K™ — K™, D offen, differenzierbar in o € D. Dann:

1) f ist stetig in xq
2) Die Ableitung f/(z) ist eindeutig bestimmt.

Beweisidee. 1. Sei A, A € L(K",K™) Ableitungen von f in xo, betrachte = z¢ + ty, wobei y € K™ mit
ly| =1 fest, t € Rso (offenbar |z — zo| = t)
= (A= A)ty) = ollty]) = (A— A)(y) = %L 0
=(A-A)(yy=0=A—-A=0= A= A= Behauptung

2. lim f(z) = 1 = lim (f(w0) + f'(w0)(z — o) + o]z — x0|)) = f(x0) = Behauptung O
2.1. Spezialfille fiir K =R

Hm=1 fiR" >R
f'(z0) € RI*™ Zeilenvektor, f'(xg) betrachtet als Vektor im R™ auch Gradient genannt.
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Offenbar gilt f'(zo) -y = (f'(z0),y) Yy € R™ (Matrizenmultiplikation = Skalarprodukt)
= 77 hat die Form

f(@) = f(zo) + (f'(z0), z — o) +o(|z — x0)) (4)

affin lineare Funktion: A:R—R (in x)

Graph von f ist Fliche im R™"*!, genannt Tangentialebene vom Graphen von f in (oco7 f (xo)).
2)n=1fDCR—-R"
f (bzw. Bild f[D]) ist Kurve im R™ (= R™*1). ?? kann man schreiben als

flxo+1t) = flzo) +t- f(x0)+o(t),t = 0,t €R
N————

Affin lineare Abb. A:R—R™ (in t)

fwo +1) = f(o)

< ¢ = J'(w0) +0(1),t =0
Differenzenquotient von f in zg
t) —

t—0 t

Differentialquotient

beachte:

o f differenzierbar (diffbar) in xy < Differentialquotient existiert in

e Gleichung (5) nicht erkldrt im Fall von n > 1
Interpretation fiir m > 1:

f'(zo) heifit Tangentenvektor an die Kurve in f(zg). Falls f nicht diffbar in 29 bzw. ¢ Randpunkt

in D und ist f(xo) definiert, so betrachtet man in Gleichung (5) auch einseitige Grenzwerte (vgl.
7).

ltlg)l f(Iothi*f(xO) = f/(

die linksseitige Ableitung f/(xo).

xo) heifit rechtsseitige Ableitung von f in zy (falls existent), analog ist lti%l

3) n=m=1: f: D C R — R (vgl. Schule)
f'(z0) € R ist Zahl und Gleichung (5) gilt (da Spezialfall von Punkt 2)).

Beobachtung: Punkt 2) gilt allgemein fiir n = 1, nicht fiir n > 1!

Folgerung 2.4
Sei f: D C K— K", D offen. Dann:

f ist differenzierbar in zg € D mit Ableitung f’(zo) € L(K, K™)

& 3e0) € LK™ s iy TED IO _ gy (6)
() ~ fzo)

alternativ: lim
T—rTo T — X0

= f'(wo)

2.2. Einfache Beispiele fiir Ableitungen

m Beispiel 2.5 (affin lineare Funktionen)
Sei f: K™ — K" affin linear, d.h.

flz)=A-x4+a Vre K" mit Aec L(K",K™), a € K™ fest
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Dann gilt fiir beliebiges x¢g € K™:

fl)=A -x0+a+ Alx — x9)
= f(zo) + Az — )
4 f ist diffbar in xo mit f'(zo) = A
Insbesondere gilt fiir konstante Funktionen f'(xg) =0

m Beispiel 2.6 (quadratische Funktion)
Sei f:R" — R mit f(x) = |z|?
fiir beliebiges x¢ gilt:
|z — zo|> = (x — 20,7 — T0)
= [2]? = |o|* — 2(wo, = — @o)
= f(x) = f(zo) +2( 2x0 ,x—x0) + |2 — 20|
f(@) = flzo) +2( 2z0 o) +| ol

———
Ableitung o(|z—x0])
= f ist differenzierbar in zq mit f'(x¢) = 2z¢, offenbar ist f’ stetig, also f € C*(R™)

m Beispiel 2.7 (Funktionen mit h6herem Exponent)
Sei f: K — K, f(x) =2, ke N.

k=0: f(x) =1Vz = f'(x9) = 0Vzo € C (vgl. Beispiel 2.5)

k> 1: Es gilt
(xo+y)’“= ) zo oy =ab+k-af T y+oly), y— 0
= f(:co+y): (xo)+k zg "y +o(y),y — 0
1
U flao)=k-af!

beachte: gilt in C und R.

m Beispiel 2.8 (Exponentialfunktion)
f: K — K mit f(z) =€
mit Differentialquotient = f ist differenzierbar mit f'(x¢) = e* = f € C1(K)

m Beispiel 2.9 (Betragsfunktion)
f:R™ = R mit f(z) = |z
f ist nicht differenzierbar in xo = 0, denn angenommen, f’(z¢) € R™ existiert und fixiere y € R™,
lyl =1
= ltg] = 0+ (f/(0), t) + o(lt]), £ 0
=t£0= M = (f'(0),y) + @ = +1 = feste Zahl in R, — 0 = 4 = Behauptung

Folglich: f stetig in z¢ # f differenzierbar in z(, das heifit Umkehrung von Satz 2.3 gilt nicht!

Satz 2.10 (Rechenregeln)
Sei D € K™ offen, f,g: D — K™, A\: D — K diftbar in g € D
= (f+g):D—>K" (A f):D— K™ (f-g): D — K sind diffbar in 2o € D und § : D — K
ist diffbar in xg, falls A(xg) # 0 mit
a) (f+9)'(zo) = f'(z0) £ g'(x0) € K™}
b) (A ) (o) = Alwo) - f'(w0) + f(@o) - N (w0) € K™
) (f- )( 0) = f(20)" - ¢ (w0) + g(x0)T - f'(20) € K™*"
) (

ﬂ) _ K (z0) Mzo)—p(xo) A (z0)
A (A(20))2

(¢)

d
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Beweisidee. 1. nutze Definition diffbar.
2. nutze a) fir g = A
3. analog zu b)

4. zeige (3)' (20) = =328}, Rest folgt mit f = pu. -

m Beispiel 2.11
Sei f:De K" — K™, ce K, f diffbar in g € D

222 (¢ f) = ['(xy) (da c konst. Funktion D — K)

m Beispiel 2.12 (Polynom) &
Sei f: K — K, Polynom f(x) = Y aa!
1=0

k
= f diffbar Voo € K mit f'(zg) = 3 lagzh
=1

m Beispiel 2.13
Sei f = 4L rationale Funktion auf R (d.h. fi, f, : K — K Polynom)

= f ist diffbar auf K \ {Nullstellen von f5}

m Beispiel 2.14 (Sinus und Cosinus)
sin, cos : K — K (R bzw. C) Vzo € K.

Denn: ) ) , ,
siny e —e 1 e”’—l_’_e*“/—l y0,
2y 2 iy —iy ’
nutze exp Definition fiir sin, Differentialquotient und Additionstheoreme. Analog fiir den Kosinus.

2.3. Rechenregeln

Definition
Sei f: D C K™ — K™, D offen.

Falls f diffbar in allen g € D, dann heifit f differenzierbar auf D und Funktion f’ : D —
L(K™, K™) heifit Ableitung von f.

Ist zusétzlich Funktion f': D — L(K™, K™) stetig, dann heifit Funktion f stetig differenzierbar
(auf D) bzw. C'-Funktion (auf D).

CYD,K™):={f: D — K™| f stetig diffbar auf D}
m Beispiel 2.15
a) f(z)=a"Vz € R, k € Nxg

= fl(x) =k -2*"1Vr eR

= offenbar stetige Funktion

= f e C'(R,R)

b) f(x) =e"Vx e C
= f/(x) = e® Va € C stetig
= f e CYC,C)

¢) f(z) =|z]*Vx € R"
= f(z) = 2z Va € R", offenbar stetig
= f € CY(R",R)
m Beispiel 2.16
Sei f:R — Rmit f(0) =0, f(z) =22 -sin () vz #£0.

x
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Wegen

2 ol
|* - sin - | 0,

< |l
]

folgt
f(x) =o(lz]),z =0
= f(z)=f0)+0-(x—0)+o(Jz—0|),z =0
= f diffbar in z = 0 mit f'(0) =0

Rechenregeln liefern x # 0:

1 1
f’(x)z?x-sinf—cosg Vo #0

Fir xy := ﬁ gilt:

1 1
lim 2zp -sin— =0, lim cos — = +1
k— 00 Tk k—ro0 Tk

= lim f'(z) existiert nicht
z—0
= [ ¢ C'(R,R),
d.h. Ableitung einer stetigen Funktion muss nicht stetig sein.

Folgerung 2.17
Seien A\, p: D — K diffbar in x¢, D offen und A(zg) # 0
= (%) : D — K diffbar in zg mit

S

Beweisidee (Folgerung 2.17). Setzte in Satz 2.10 f = p (d.h. m = 1) und betr. Produkt ; - p. O

Satz 2.18 (Kettenregel) } :
Sei f:DC K" = K™ g:DcC K™— K' D,D offen, f diffbar in zy € D, g diffbar in f(z¢) € D
= go f: D — K!diffbar in 29 mit (go )’ = ¢'(f(x)) - f'(z) (€ K*")

Beweisidee.

= Behauptung O

m Beispiel 2.19 (z im Exponenten)
f:R—=R, f(z) =a” (a € R>g, a # 1). Offenbar a” = (eln“)x = evlna
= f(z) = g(h(x)) mit g(y) =¥, h(z) = z-Ina = ¢'(y) =e¥, h'(z) =Ina = f'(z) = e . Ina =
a”-Ina

m Beispiel 2.20 (Logarithmus)
f:Rsg— Rmit f(z) =log, x, a € Ryg und a # 1, xg € Ry
mit y = log, x, yo = log, xp ist x — x¢9 = a¥ — a¥°
Differentialquotient = f/(z) = ——, also f € C(Rxg)

z-lna’

Spezialfall: (In(z)) = L Vo > 0
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m Beispiel 2.21
Sei f:Rsg = R, f(z) =2" (r eR)

Wegen 2" = e 1% liefert Kettenregeln (analog zu Beispiel 2.19)

r-ln zg r
r-e rex 1
f(xo) = = O =p.af Vg > 0
Zo To

Spezialfall: f(z) = L = f'(z) = 7:&%
Zu Beispiel 2.16:

1 1 1 1 1
f'(x) =22 -sin — + 22 - cos — - (—2> =2z -sin — — cos —
x x x x x

m Beispiel 2.22 (Tangens und Cotangens)
tan: K\{Z +k-m|k€Z} - K,cot: K\{k-7w|keZ} - K

Quotientenregel sin’(q) cos(zg) — cos(zg) - sin(zo)

tan’(xg) =
(o) (cos(aco))2
2 .2
1
8 (o) + sin (o) = Vzg € Definitionsbereich

cos? () cos?(zo)

1
cot'(xg) = ——5— Vaxo € Definitionsbereich

sin“(xg)

Satz 2.23 (Reduktion auf skalare Funktionen)
Sei f = (f1,...,fm): D C K™ — K™, D offen, 2y € D. Dann gilt:

f diffbar in o & alle f; diffbar in 2o Vj =1,...,m
Im Fall der Differenzierbarkeit hat man:
fi(zo)
f (o) = : € KM (8)
fin (o)

» Bemerkung 2.24
Mit Satz 2.23 kann man die Berechnungen der Ableitungen stets auf skalare Funktionen f : D C
K™ — K zuriickfithren. Die Matrix in Gleichung (8) besteht aus m Zeilen fj(zo) € K'*™.

m Beispiel 2.25
Sei f: R — R? mit

t- 27t 27t) —t - sin(27t) - 2
£(t) = cos(2mt) ’ ) = cos(2mt) sin(2nt) - 27 € B2,
t - sin(27t) sin(27t) + ¢ - cos(27t) - 27

und f'(0) = ((1)), fl(1) = (2171')

Lemma 2.26
Sei f=(f1,f2): DCc K" = K* x K', D offen, 2y € D.

Funktion f ist diffbar in ¢ genau dann, wenn f; : D — K* und f, : D — K! diffbar in xg.
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Im Falle der Differenzierbarkeit gilt

F(ao) = [ 1)) ¢ grnxn ©)

f3(x0)

Hinweis: Da K* x K! mit K*t! identifiziert werden kann, kann man f auch als Abbildung von D
nach K**+! ansehen. Dementsprechend kann die Matrix in Gleichung (9) der Form

(k x n) Matrix
(I x n) Matrix

auch als ((k + 1) x n)-Matrix aufgefasst werden.

Beweisidee.
»=“ Man hat
f@) = f(wo) + f'(wo) - (x — wo) + R(z) - (& — w0), R(z) =0
da f'(20), R(z) € L(K™, K" x K")
= f'(z0) = (A1, A2), R(z) = (Ri(2), R2(z)))
mit Ay, Ri(z) € L(K™, K*), A2, R(z) € L(K™, K")
L fi(@) = fiwo) + A - (@ — 20) + Ry(@) (@ — z0), Rj(x) 222 0 (11)
= f; ist diffbar in zo mit f;(zo) = A, j = 1,2

(10)

= Behauptung
»<=“ (es gilt auch (11) mit A; = f;(z0))

Setzte
as (@) gy (M@
fa(z) Ry (z)
LU A R(z) € LK™, K* x K
ZBLE (@) = Jwo) + Al — z0) + R(@)(w — 20), R(@) 20
= f diffbar in zo und (9) gilt. O

Beweisidee (Satz 2.23). Mehrfache Anwendung von Lemma 2.26 (z.B. mit k =1,l=m —jfirj=1,...,m —
1) O

3. Richtungsableitung und partielle Ableitung

Sei f:DC K" — K™, D offen, x € D.

Ziel: Zuriickfiihrung der Berechnung der Ableitung f(z) auf die Berechnung der Ableitung fiir Funk-
tionen f: D C K — K

e Reduktionssatz = man kann sich bereits auf m = 1 einschranken

e fiir Berechnung der Ableitung von f ist neben den Rechen- und Kettenregeln auch der Diffe-
rentialquotient verfiighar

Idee: Betrachte f auf Geraden t — x+t-z durch x = skalares Argument t, t € K = Differentialquotient.

Spezialfall: z = e; = Partielle Ableitung
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Definition (Richtungsableitung)
Sei f:DC K" — K™, D offen, x € D, z € K™.

Falls a € L(K, K™) (2 K™) existiert mit
flx+t-z)=f(x)+t-a+o(t), t >0, te€ K, (1)

dann heifit f diffbar in z in Richtung z und D, f(x) := a heifit Richtungsableitung von f in « in
Richtung z

Satz 3.1
Sei f: D C K" — K™, D offen, x € D, z € K". Dann:

f diffbar in z in Richtung z mit D, f(z) € L(K,K™) <= lim flz+tz) = fz)

= a existiert und D, f(z) = a

t—0 t
Satz 3.2
Sei f: DC K™ — K™, D offen, f diffbar in x € D.
= Richtungsableitung D, f(z) existiert Vz € K™ und
D.f(z) = f'(z) =
Beweisidee. Definition Ableitung mit f(y) = f()..., y = x + tz, Ausrechnen, Behauptung O

3.1. Anwendung: Eigenschaften des Gradienten

Definition (Niveaumenge)
Sei f: D CR" — R, D offen, f diffbar in x € D. N¢ := {z € D | f(x) = C} heifit Niveaumenge
von f fiir x € R.

Definition (Tangentialvektor)
Sei v : (=6,0) = N¢ (6 > 0) Kurve mit v(0) = 0, v diffbar in 0.

Ein z € R\ {0} mit z = +/(0) fiir eine derartige Kurve v heifit Tangentialvektor an N¢ in z.
Offenbar gilt

Satz 3.3 (Eigenschaften des Gradienten)
Sei f: D CR” — R, D offen, f diffbar in x € D. Dann:

1) Gradient f’(z) steht senkrecht auf der Niveaumenge Ny(,), d.h. (f'(z), z) = 0 V Tangential-
vektoren 2z an Ng(,) in @

2) Richtungsableitung D, f(x) = 0 V Tangentialvektoren z an Ny(,) in =
3) Gradient f(x) zeigt in Richtung des steilsten Anstieges von f in « und |f’(z)| ist der steilste

Anstieg, d.h. falls f'(x) # 0 gilt fiir Richtung 7 := (2,

D;f(z) =max{D,f(z) ER |z € R"” mit |z| =1} = |f(x)]

Beweisidee.
1) Kklar, siche Definition Tangentialvektor

2) analog oben
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3. Richtungsableitung und partielle Ableitung Kapitel I: Differentiation

3) fiir |z| =1 gilt

D-f(@) = (' (#),2) = If @)I{Z,2)
<17 @l = 17 @) = HOLE — (7/@), 5 = D o)
= Behauptung O

Definition (partielle Ableitung)
Sei f: D C K™ — K™, D offen, z € D (nicht notwendigerweise diffbar in x).

Falls Richtungsableitung D, f(z) existiert, heiit f partiell diffbar beziiglich x; im Punkt x und
D., f(x) heifit partielle Ableitung von f beziiglich z; in .

» Bemerkung 3.4
Zur Berechnung von % f(z) differenziert man skalare Funktionen
J

z; = f(x1,...,2,...,2,) (dh. alle 2, mit k # j werden als Parameter angesehen).

Folgerung 3.5
Sei f: D C K" — K™, D offen, f diffbar in z € D

- 0
= D.f(z)= Zz]%f(x) Vz=(21,-..,2n) ER
j=1 /

Beweisidee. Definition D, f(z) = f'(x)z, z zerteilen als Summe z; - e;, f' reinziehen, zusammenfassen O

Theorem 3.6 (Vollstindige Reduktion)
Sei f = (f1,.-.sfm): D C K™ — K™, D offen, f diffbar in z € D. Dann:

(@) ZH@ . )
r@@| i |2 (@ @) 2| | e

m (T) azlfm(x) %fm(x)

JAcoBI-Matrix

Beweisidee.
zu a) Reduktion auf skalare Funktionen

zu b) Benutze f'(z) -2z = D, f(z)

zuc) fi(z) = (%fj (z),..., %fj(flﬁ)), sonst analog zu b) O
3.2. R-differenzierbar und C-differenzierbar

Jede C-difftbare Funktion f: D C C" — C™ ist auch R-diffbar. Die Umkehrung gilt i.A. nicht!

Definition (R-differenzierbar)
f:DcX =Y, D offen, (X,Y) = (R",C™) bzw. (C",R™) oder (C",C™) heifit R-diffbar in
zg € D, falls Ableitung A : X — Y R-linear ist.

Satz 3.7
Sei f: D C C— C, D offen, zyg € D. Dann:

f C-diffbar in zp < f R-diffbar in zp mit f,(z) = —ify(20)

Beweisidee.
»=" vgl. oben

»<=" z =1a + 1y, Zerteilen in Real- und Imaginé&rteil
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4. Mittelwertsatz und Anwendung Kapitel I: Differentiation

3.3. Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen

Definition (Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen)
Falls R-diffbar in zq ist

J2(20) = uz (20, y0) + vz (20, Y0), Jy(20) = uy(xo,y0) + ivy(zo, yo)
folglich

Ux(l’o,yo) = Uy(anyO)

f ist C-diffbar <
Uy(xo,yo) :—Um($o7y0)

CaucHy-RIEMANN-Differentialgleichungen

4. Mittelwertsatz und Anwendung

Definition (Maximum, Minimum)
Wir sagen, f: D C R" — R besitzt Minimum bzw. Maximum auf D, falls eine Minimalstelle bzw.
Maximalstelle oy € D existiert mit

f(zo) < fl2) f(x) = f(z) VeeD (1)

f hat ein lokales Minimum bzw. lokales Maximum in zg € D falls
Je>0: f(zo) < f(z) f(xo) > f(z) Va € Be(zo N D) (2)

Hat man in (1) bzw. (2) fiir z und z¢ ,,<* bzw. ,,>*, so sagt man strenges (lokales) Minimum bzw.
Maximum.

Theorem 4.1 (notwendige Optimalitéitsbedingung)
Sei f: D CR”™ — R, D offen, f sei diffbar in x € D und habe lokales Minimum bzw. Maximum

in xg. Dann:

f'wo) =0 (eR™™) (3)

Beweisidee. Fiir Minimum (Maximum analog) fixiere beliebiges z € R".

D offen
= 36>0:z0+t-z€ DVte (=60)

f diffbar in ¢, Minimum in xg
= 0< flmo+t-2)— flzo) =t f'(20)-2+o0(t), t =0
=L 0< f/(wo) - 2+ 0(1)
(diff. fim Pkt. 29) 222 0< f'(z0) -2 Vz €R”
fl(z0) - 2=0Vz € R"
f(xo) =0

o+ =

!

l

vl ]

Einfache, aber wichtige Anwendung;:

Satz 4.2 (Satz von Rolle)
Sei f: [a,b] C R — R stetig, —o0o < a < b < oo, f diffbar auf (a,b) und f(a) = f(b).
= 3 € (a,b): f(§) =0

12



4. Mittelwertsatz und Anwendung Kapitel I: Differentiation

Beweisidee. f stetig, [a,b] kompakt
OlersUase S, € [a,b] : f(x1) < f(z) < f(z2) Va

e Angenommen, f(z1) = f(z2) = f(a) = f konstante Funktion = f'(£) =0 V¢ € (a,b)
e Andernfalls sei f(z1) < f(a) = & =1 € (a,b) Ll L =0
e analog f(z2) > f(a)
Definition (abgeschlossenes, offenes Segment)
Setze fir z,y € K™
o [z,y] :={x+tly—=x) € R" |t € [0,1]} abgeschlossenes Segment (abgeschlossene Verbin-
dungsstrecke)

o (z,y):={x+tly—x) eR™|te(0,1)} offenes Segment (offene Verbindungsstrecke)

Theorem 4.3 (Mittelwertsatz)
Sei f: D C R®™ = R, D offen, f diffbar auf D und seien x,y € D mit [z,y] C D. Dann

I € (z,y): fly) — fl@) = (&) (y—2) (4)

» Bemerkung 4.4
e Fiir n = 1 schreibt man (4) auch als f'(§) = w falls « # y.

e Der Mittelwertsatz (MWS) gilt nicht fiir C oder m # 1.

e Theorem 4.3 gilt bereits fiir D C R™ beliebig, f stetig auf [z,y] C D, f diffbar auf (z,y) C
int D.

Beweisidee. Kontruiere eine Fkt. aus f, sd diese EGS von Satz von Rolle erfiillt, Ableitung von f berechnen
mit Kettenregel einsetzen in Satz von Rolle und fertig. Setzte ¢(t) = f(z +t(y — z)) — (f(y) — f(x))t Vt € [0,1]

Jdifibar 1 [0, 1] — R stetig, ¢(0) = (1) = f(=)

¢ diffbar auf (0,1) (verwende Kettenregel) mit

) =fr+tly—=) y—2)— (fy) - f(2) (5)
SEREE f(y) ~ f(@) = f ety —2) (v )
—— ——
=:{€(z,y)
= Behauptung O
Frage: Der MWS gilt fiir m = 1. Was ist bei m > 17
Folgerung 4.5
Sei f = (f1,.--,fm): D CR™ = R™, D offen, diffbar auf D, [z,y] C D. Dann
f1(61)
oo bm € (@) fly) — fla) = : (y—x) (6)
S (&m)
Beweisidee. Gleichung (6) ist dquivlanet zu m skalaren Gleichungen
fily) = fi(@) = fi(&)-(y—=), j=1,...,m
und diese Folgen direkt aus Theorem 4.3 fir f; : D — R. d
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4. Mittelwertsatz und Anwendung Kapitel I: Differentiation

Frage: Ist in MWS auch & = ... = &, moglich? Im Allgemeinen nein.

m Beispiel 4.6
Sei f:R — R? mit f(z) = ($°7) Vo € R.
Angenommen, 3¢ € (0,27) : f(27) — f(0) = f'(§)-(2r —0) =0
= 0=f'(¢ = (zzisnf), d.h. siné =cosé =0

=
= & =& in MWS ist nicht moglich.

Theorem 4.7 (Schrankensatz)
Sei f: D C K™ — K™, D offen, f diffbar auf D. Seien x,y € D, [z,y] C D. Dann

K€ (z,9) : [f (W) = fF@I < 1O =) < IOl - |y — ] (7)
beachte: Theorem 4.7 gilt auch fir K = C.
Beweisidee. Setze Normalenvektor v besteht aus der Differenz der Fktwerte. Konstruiere ¢ als Fkt des Realteils

des Skalarprod. von Abl. von f und v. Leite ¢ ab und nutze MWS und damit folgt die Beh.
Def. Sei f(z) # f(y) (sonst klar). Setzte v := EU=LE ¢ g™ offenbar |v| = 1.

T ) —f(@)]
Betrachte ¢ : [0, 1] — R mit ¢(t) := Re(f(z + t(y — x)),v) Da f diffbar, gilt (u, v) =
(f@+ sy —2)),v) = (fla+ty —2),v) + {(fl@+tly—2) (s =)y —a),v) +olls —t| - |y —a]), s > ¢ o
—o(fs—t])
und damit ist auch ¢ diffbar auf (0,1) mit
¢'(t) = Re(f'(z +t(y — x)) - (y —x),v) Ve (0,1)
MWS liefert: 37 € (0,1) : (1) —(0) = (1) (1—-0)
—_—
=Re(f(y)—f(z),v)
S (1) - F@)| =Re(fy) — F(@),0) =¢(1) - 9(0) =Re(f'(§) - (v — 2),v)
<) =) 0)] SIFE) - y=2)- ol *: Cavcny-
=1 SCHWARZ
<IF @Ol ly - =l

bekanntlich: f(z) = const Vo = f/(z) =0

Satz 4.8
Sei f: D C K" — K™, D offen, und zusammenhéngend.

f diffbar auf D mit f'(z) =0Vz € D = f(z) = const Vz € D.

Beweisidee.
1. e D offen, zusammenhéngend, K" normierter Raum St 158 p bogenzusammenhangend
e Wihle nun z,y € D = 3¢ : [0,1] — D stetig, ¢(0) =z, p(1) =y
e D offen = Vt € [0, 1] existiert r(t) > 0: By (¢(t)) C D
e Nach ?? ist ([0, 1]) kompakt und {B,.(¢(t)) | t € [0,1]} ist offene Uberdeckung von ([0, 1])

~~~~~
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4. Mittelwertsatz und Anwendung Kapitel I: Differentiation

2. Falls wir noch zeigen, dass f konstant ist auf jeder Kugel B,(z) C D ist, dann wire f(z) = f(y)
Zy bely Behauptung.
3. Sei B(z) C D, z,y € Br(2)
Schrankensatz
S fy) — f(= )|<||f'( Ol ly—=zl=0

—0

= fl@)=[f(y)
Lo f konst. auf By(z) O

m Beispiel 4.9
Sei f: D =(0,1)U(2,3) — R diffbar, sei f’(z) =0 auf D

Satz 4§ f(z) = const auf (0,1) und (2, 3), aber auf jedem Intervall kann die Konstante anders

sein.

Theorem 4.10
Sei f: DC K™ — K™, D offen, x € D.

Falls partielle Ableitung f.,(y), j = 1,...,n fiir alle y € B,.(z) C D fiir ein r > 0 existierten und
falls y — fo,(y) stetig in x fiir j =1,...,n
= f ist differentierbar in & mit f'(z) = (fs, (@), ..., fz,(x)) € K™*"

Beweisidee. Fixiere y = (y1,...,yn) € B-(0).

Betrachte die Eckpunkt eines Quaders in D: ap = z,ar ‘= ax—1 + yrex fir k=1,...,n
= an =T+ y.

Offenbar ¢ (t) = f(ar—1 + texyr) — f(ar—1) — tfz, (ar—1)yr stetig auf [0,1], diffbar auf (0,1) mit

©Ou(t) = for (ak—1 4 texyr)yn — fur (ak—1)yk
Lheorem 2010 (1) — @k (0)] = | f(ar) — flar—1) — fap (ani1)ys] < sg)pl)\so%(i)l, k=1,...,n
te(0,

Es gilt mit A := (f1(z),..., %, (2)):

If@+y) = fl@) = Ayl = |D flan) = flar-1) = fo, (2)ys
k=1
2 3 1F(@0) = flowor) = e (@
v Zm — k(O] + | For (@)t — Fo ()]

Def._np;c
< Iylz sup [ for (ar—1 4+t - exyr) = for, (ar-1)| + | (ar-1) = fa,, ()]

2 |y|zsup |fmk(ak L tery) = Fo @)+ 20y (@m1) — o, (@)

k=1

y—0
=:p(y)—>0, da part. Ableitung fafk stetig in x

= fle+y) = f(y) + Ay + R(y) mit EDL < p(y) 222 0 (d.h. R(y) = ol|y))
& fist diffbar in z mit flx)y=A O

4.1. Anwendung des Mittelwertsatzes in R
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4. Mittelwertsatz und Anwendung Kapitel I: Differentiation

Satz 4.11 (Monotonie)

Sei f: (a,b) C R — R diffbar, dann gilt:
i) f'(x) >0 (£ 0) Vz € (a,b) & f monoton wachsend (monoton fallend)
ii) f'(x) >0 (<0) Vz € (a,b) = f streng monoton wachsend (fallend)
iii) f'(z) =0 Vzx € (a,b) & f konst.

» Bemerkung 4.12
In ii) gilt die Riickrichtung nicht! (Betr. f(z) = 2® und f/(0) = 0)

Beweisidee (jeweils fiir wachsend, fallend analog). Sei z,y € (a,b) mit x < y.
»,= in 1), ii), iii)

Nach Theorem 4.3 3¢ € (a,b) : f(y) — (z) = f'(€)(y —z) =0 Lybe, Behauptung
L= in 1), iii)

0= w Y% f'(z) = Behauptung -

Satz 4.13 (Zwischenwertsatz fiir Ableitungen)
Sei f: (a,b) C R — R diffbar, a < z1 < 2 < b. Dann

flx) <y < fl(z2) = 3T € (21,22) : f1(E) =
(analog f(z2) < v < f(z1))

Beweisidee. Sei g : (a,b) — R mit g(z) = f(z) — vz ist diffbar auf (a,b)

Weierstrafl
4

3% € [z1, x2] mit g(Z) < g(z) Vz € [21, 22]
Angenommen, ¥ = 1

= 0 < 9000 T8, ' (21) = f'(21) =7 <0

T—x1

= #(fiir Minimum: f'(z) > 0)

= x1 < Z, analog ¥ < 2

Sheorem 4L g = g'(z) = f'(z) — v = Behauptung O

Betrachte nun ,,unbestimme Grenzwerte“ lim £@) der Form %, 2 wie z.B. lim & = lim «, lim S22,
y—x g(=) z—0 z—0 ~z—0 T

Satz 4.14 (Regeln von de I’Hospital)
Seien f,g: (a,b) C R — R diffbar, ¢’(z) # 0 Vz € (a,b) und entwender
i) lim f(z) =0, liﬁr)lg(x) =0, oder
i) Tim f(2) = o0, lim g(a) = o0
Dann gilt:
f'()
9'(y)

f(y) . - fly) L f(y)

= lim

9(v) vla g(y)  v—a g'(y)

(Analoge Aussagen firr z 1 b, £ — 400, £ — —00)
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4. Mittelwertsatz und Anwendung Kapitel I: Differentiation

» Bemerkung 4.15
1) Analogie zu S. 9.34 Satz von Stolz

2) Grenzwerte Form 0 - oo, 1°°, 0°, 00?, 0o — 0o angewendet werden, mit folg. Identitéiten:

a-f= of = Bina a—B:a<1—)

@l @

Beweisidee.
zu i) Mit f(a) := 0, g(a) := 0 sind f, g stetig auf [a, b)

L vz e (a,b) 3¢ =&(2) € (a,z) : gg; = 5:58 Wegen £(z) — a fiir z — a folgt die Behauptung

zu i) Sei lim Lo} =y € R (y = oo shnlich)

Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (0BdA) f(z) # 0, g(z) # 0 auf (a,b). Sei € > 0 fest

= 36>0: g:gg —7‘ <eV¢e (a,a+ ) und
W -I@ | 7 i@ FE| |1 o )
‘g<y>—g<x> reeCare |90 — (@) gf@)'* 7O ”’“ Vo € (@a+0), 9(@) # 90)

f@) _ @)~ f@) 15
9(z)  9y) —g(@) 1- LY
N——

zla 1

f(@)  f@-f(z)
9~ st | <& Vz € (a,a+d)

@) fw—i@| | fw—fa@)
f8 - T+ | I8 -] <22 Ve e (@at )

= 352>0:52<61und|

f@)
(=) 7’ <

e>0 beliebig Behauptung

andere Fille:
e 1 1 b analog

=

e r — 400 mittels Transformation x = % auf y | 0 zuriickfithren

e r — —oo analog

m Beispiel 4.16

lim 822 — 1 denn lim Lin,x), = lim &% =1
z—0 % z—0 z z—0

] Belsplel 4.17. 1 . (lnz) - 1
limz-Inz = lim —— =0, denn lim ~——- = lim —4- =0
x—0 z—0 > x—0 (%) x—0 -2

m Beispiel 4.18

. _ . . 2—-2 4 .
lim 2225952 — 1 denn es ist lim % = lim
x—0 z x—0 ( ) z—0

beachte: Satz 4.14 wird in Wahrheit zweimal angewendet.

2sin ¢ Beispiel 4.16 1
2z - .

m Beispiel 4.19
lim (1+%)" =e¥ Yy € R mit

T—00

n(14y/e AN 2
(142) = ern(+2) = =552 i WQ+3) gy 82 g, .
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5. Stammfunktionen Kapitel I: Differentiation

(vel. Satz 13.9)

5. Stammfunktionen

Sei f:DC K" — K™*"
Frage: Existiert eine Funktion F' mit F’' = f auf D?

Definition (Stammfunktion, unbestimmtes Integral)

F:D C K" — K™ heifit Stammfunktion oder unbestimmtes Integral von f auf D, falls F' diffbar
und F'(z) = f(z) Ve € D

Betrachte zunéchst den Spezialfall n = m = 1. Sei f : D C K — K, D offen. Die Beispiele zur
Differentiation liefern folgende Stammfunktionen

fir K =R und K =C: fir K =R:
f(z) Stammfunktion F'(x) f(z) Stammfunktion F'(x)
sinz —cosx a® "
cosz sinw ¥ —7eett (2>0,a e R\ {-1})
e* e* 1 In|z| (x e R\ {0})
ok ettt (ke zZ\{-1}) =z arctanz

Satz 5.1 (partielle Integration)
Seien f,g: D C K — K, D Gebiet mit zugehorigen Stammfunktion F,G: D — K.

Falls f - G : D — K Stammfunktion, dann auch (F - g) : D — K mit

/F-gdsz(m)G(m) —/f-de

Satz 5.2 (Integration durch Substitution)
Sei f: D C K — K, D Gebiet, mit Stammfunktion F': D — K und sei ¢ : D — D diftbar. Dann
hat f(o(.) - ¢'(.) : D — K eine Stammfunktion mit

/ @) - ¢ (z) dz = F(p(x))

Beweisidee. F(p(.)) ist nach der Kettenregel auf D diffbar mit

T F(e@) = F'(e(2)) - ¢'(@) = f(p(2)) - ¢ (@) O

Satz 5.3
Sei f: I CR — R, I offenes Intervall, f(z) # 0 auf I, dann gilt

F@) 4
[ az=misa)

18



Kapitel 11
Integration

Integration kann betrachtet werden als
e verallgemeinerte Summation, d.h. fu fdz ist Grenzwert von Summen
e lineare Abbildung [ : F — R iiber f;(af + fBg)dx = oaf: fdz+ ,Bfabgdx Funktionen, d.h. als F: Menge

Grundlage benétigt man ein ,, Volumen* (Maf) fiir allgemeine Mengen M C R. der

Wir betrachten Funktionen f : D C R™ — RU{+o00}, welche komponentenweise auf f : D C R — Funktionen
K* erweitert werden kann. Benutze C™ = R?™ fiir K = C.

Vgl. Buch: Evans, Lawrence C.; Gariepy, Ronald F.: Measure theory and fine properties of functions

6. Messbarkeit

Wir fiihren zunéchst das LEBESGUE-Mafl ein und behandeln dann messbare Mengen und messbare
Funktionen.

6.1. Lebesgue-Maf}

Definition (Quader, Volumen)
Wir definieren die Menge

Q:={L x...x I, CR"|I; C R beschrinktes Intervall}

() ist auch als beschriinktes Intervall zugelassen. Q € Q heifit Quader.
Sei |I;| := Lénge des Intervalls I; C R (wobei |@] = 0), dann heifit

U(Q) = |Il| """ |In| fiierle...XIneQ

Volumen von

Definition (Lebesgue-Maf})
Dafiir betrachte eine (Mengen-) Funktion |.| : P(R™) — [0, co] mit

oo

|pe| = inf ZU(Qj) M C U Qj, Q; € Q Quader VM C R", (1)

Jj=1 Jj=1

die man LEBEGUE-Maf} auf R™ nennt.

Satz 6.1
Es gilt:

M, C My = |M;| < | M,
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6. Messbarkeit Kapitel II: Integration

und die Abbildung g — |u| ist o-subadditiv, d.h.

U Me| <D 1My, fiir M; CR™, j € Ny,
j=1 k=1

Beweisidee. e klar

e Finde Quader Qx; mit My C UQk;, > v(Qk;) < M| + 55 Wegen U, Mk C Uy, v(Qk,) <
> ney | M| + € folgt

s

M| <

2

0(Qi) < 3 M|+ O
k=1

k

1 1

J

Definition (Nullmenge)
N C R”™ heifit Nullmenge, falls |N| = 0. Offenbar gilt:

Folgerung 6.2
Es ist v(Q) = |Q| YQ € Q

Damit im folgenden Stets |Q| statt v(Q)

Beweisidee. v(Q) = v(clQ) und |Q| = |c1Q\” = (@ abgeschlossen. Finde neue Quader Q; mit Q@ C JQ);
und > v(Q;) < |Q] + . Da @ kompakt = Uberdeckung durch endlich viele Q;, geeignete Zerlegung von

Qi = v(Q) <3 v(Qy) = QI <v(Q) < [Q| +¢ U
Definition
Fine Eigenschaft gilt f.ii. auf M C R™, falls eine Nullmenge existiert, sodass die Eigenschaft
Vax € M\ N gilt. Man sagt auch, dass die Eigenschaft fiir fast alle x € M gilt.
6.2. Messbare Mengen
Definition (messbar)
Eine Menge M C R™ heifit messbar, falls
M| = |MNM|+|M\M| YMeR
Beim Nachweis der Messbarkeit muss man nur ,,>“ priifen.
Satz 6.3
(a) 0, R™ sind messbar
(b) M C R™ messbar = M® = R\ M messbar
(c) My, My, ... C R™ messbar = U;)il M;, ﬂ;’il M; messbar

Beweisidee. . } .
e wegen || =0 und: |[M| < |M\ 0| = |M]|
e wegen MNM =M\ M, M\ M=MnMC® = Behauptung
e offenbar M; N ... N M} messbar und M; U ... U M}, messbar, wihle A = |J M; = A messbar O

Satz 6.4
Es gilt:

(a) alle Quader sind Messbar (Q € Q)
(b) Offene und abgeschlossene M C R™ sind messbar

(c) alle Nullmengen sind messbar
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(d) Sei M C R™ messbar, My C R™, beide Mengen unterscheiden sich voneinander nur um eine
Nullmenge, d.h. |(M \ My) U (Mo \ M)| =0
= M, messbar.

6.3. Messbare Funktionen
Definition (messbar) -
Eine Funktion f : D € R — R heifit messbar, falls D messbar ist und f~!(U) fiir jede offene
Menge U C R messbar ist.

Definition (charakteristische Funktion)
Fiir M C R™ heifit x, : R = R mit

_J1, zeM
=0, zeRN\M

charakteristische Funktion von M.

Definition (Treppenfunktion)
Eine Funktion A : R™ — R heif3t Treppenfunktion, falls es M;,..., M, C R™ und ¢1,...,¢c; € R
gibt mit

k
W) = 3 a0, (@)

Definition (Nullfortsetzung) B -
Fir f: D C R® — R definieren wir die Nullfortsetzung f : R” — R durch

<N f(x), ze€D
~ o, r €R"\ D

m Beispiel 6.5
Folgende Funktionen sind messbar

e Stetige Funktionen auf offenen und abgeschlossenen Mengen, insbesondere konstante Funk-
tionen sind messbar

e Funktionen auf offenen und abgeschlossenen Mengen, die f.ii. mit einer stetigen Funktion
iibereinstimmen

e tan, cot auf R (setzte z.b. tan (§ + k) = cot(km) = 0 Vk)
o z — sin auf [—1,1] (setzte beliebigen Wert in z = 0)

e xR — Rist fiir [0M| = 0 messbar auf R (dann ist x auf int M, ext M stetig)

7. Integral

7.1. Integral fiir Treppenfunktionen

Sei h : R — R messbare Treppenfunktion mit

k
h = chXMj,d.h. ¢; € R, M; C R messbar
j=1
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7. Integral Kapitel II: Integration

Definition (integrierbar, Integral, Integralabbildung)
Sei M C R messbar.

h heifit integrierbar auf M, falls |M; N M| < oo Vj : ¢; # 0 und

k
/Mhdx:: /Mh(m)dxzzzcm\Mjmm (1)

j=1
heifit (elementares) Integral von h auf M.

Menge der auf M integrierbaren Treppenfunktionen ist 7' (M). [,, : T*(M) — Rmit h — [, hdx
ist die Integral-Abbildung .

Man verifiziert leicht
Folgerung 7.1
Sei M C R™ messbar. Dann gilt:

a) (Linearitit) Integralabbildung [, : T'(M) — R ist linear
b) (Monotonie) Integral-Abbildung ist monoton auf T*(M) ,.d.h

h1 < hg auf M = / hldxg/ hodz
M M
¢) (Beschrinktheit) Es ist | [,, hdxz| < [, |h|dx Vh € T*(M)

d) Fiir h € TH(M) gilt:
/ |h|de =0 < h=0{fi. auf M
M

Hinweis: [}, |k|d« ist Halbnorm auf dem Vektorraum T (M).
7.2. Erweiterung auf messbare Funktionen
sinnvoll:

e Linearitdt und Monotonie erhalten

e eine gewisse Stetigkeit der Integral-Abbildung
hi — f in geeigneter Weise = / hpydz — / fdx (2)
M m

nach ?? sollte man in (2) eine Folge von Treppenfunktionen {hy} mit hy(z) — f(x) f.ii. auf M betrachten,
aber es gibt zu viele konvergente Folgen fiir einen konsistenten Integralbegriff.

m Beispiel 7.2
Betrachte f = 0 auf R, wéhle beliebige Folge {ax} C R, dazu eine Treppenfunktion

() = k-ay auf (0, %)
¥ o sonst

Offenbar konvergiert hi gegen 0 f.ii. auf R und man hat hy — 0 f.ii. auf R und fR hpdx = oy

= je nach Wahl der Folge «,, liegt ganz unterschiedliches Konvergenzverhalten der Folge
fR hy dx vor

= kein eindeutiger Grenzwert in (2) moglich

= stérkerer Konvergenzbegriff in (2) notig
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7. Integral Kapitel II: Integration

man definiert: hj; — f genau dann wenn (gdw.) [, [hx — fldz — 0
= Integralabbildung stetig beziiglich dieser Konvergenz.

Wegen [y, |hx —ly|daz < [ |hp — fldz+ [,, | — f|d2 miisste [, |hgx — hy|d 2 Klein sein VA, 1 groB.

7.3. Lebesgue-Integral

Definition (L'-Chauchy-Folge, Lebesgue-Integral)
Sei M C R™ messbar, Folge {h;} in T'(M) heiBt L!-Cauchy-Folge (kurz L1-CF), falls

Ve>0§|koeN:/\hk—hl|dx<s Vh,1 > ko
M

Messbare Funktion f : D C R® — R heifit integrierbar auf M C D, falls Folge von Treppenfunk-

tionen {hy} in T(M) existiert mit {hy} ist L1-CF auf M und Hy — f f.ii. auf M. (4)
Fiir integrierbare Funktion f heifit eine solche Folge {hs} zugehorige L!-CF auf M.

Formel (3)
Wegen unbekannt

Folgerung 7.1
'/ hkdxf/ hldx ‘/ (hkfhl)dx S / |hk7hl|d:c (5)
M M M M

ist {[,, hi dz} CavcHY-Folge in R und somit konvergent.

Der Grenzwert

/mfdx::/Mf(x)dx::kILrEO/thdx (6)

heifit (LEBESGUE)-Integral von f auf M.

Hinweis: Integrale unter dem Grenzwert in (6) sind elementare Integrale gemés (1).

Definition (Menge der integrierbaren Funktionen)
Menge der auf M integrierbaren Funktionen ist

LY(M) := {f:M cR" - R]| f integierbar auf M}

Satz 7.3
Definition des Integrals in (6) ist unabhingig von der speziellen Wahl einer L!-CF {h;} zu f.

Vgl. Integral [, hdz einer Treppenfunktion geméB (1) mit dem in (6):

Offenbar ist konstante Folge {hx} mit hy = h Vk L'-CF zu h

:>5aiz)7'3 Integral [,, hdz in (6) stimmt mit elementarem Integral in (1) iiberein.
6

Folgerung 7.4

Fiir eine Treppenfunktion stimmt das in (1) definierte elementare Integral mit dem in (6) definier-
te Integral iiberein. Insbesondere ist der vor (1) eingefiihrte Begriff integrierbar mit dem in (4)
identisch

= wichtige Identitét (1) mit Treppenfunktion y s fiir |M| < oo:

|M\:/ ldx:/ dz VM € R, M messbar,
M M

d.h. das Integral liefert Maf fiir messbare Mengen.
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Satz 7.5 (Rechenregeln)
a) [y fEgde=[,, fdz=£ [, 9dz, [,,cfdx=c[,, fdx

b) [y fxpde = [ fdz
) fy fde = [, fdz + [, fdz
d) f=fti., [, fdz = [, fdz
e) Nullfortsetzung f auf jeder messbaren Menge M, I} vz fdT = fﬁfdx

C

Beweisidee. In Treppenfunktionen umwandeln, Integral per Betrag auseinanderziehen O

Satz 7.6 (Eigenschaften)
Es gilt

a) (Integierbarkeit) Fiir f : M C R” — R messbar gilt:
f integrierbar auf M < |f| integrierbar auf M
b) (Beschrénktheit) Sei f integrierbar auf M, dann

oo

¢) (Monotonie) Seien f, g integrierbar auf M. Dann

f<gfi auftM = /fdx§/9d13
M M

d) Sei f integrierbar auf M, dann

/ Ifldz=0 & f=0"fi.
M

In Analogie zur Treppenfunktion ist || f|l1 := [, |f|d 2 auf L'(M) eine Halbnorm, aber keine Norm
(Ifll = 0% f =0). ||f|l1 heiBt L!-Halbnorm von f.

Hinweis: Eine lineare Abbildung A : X — Y ist beschrinkt, wenn ||Az|ly < c||z|x
= Begriff der Beschrénktheit in b).

Beweisidee.
zu a) Sei f integrierbar auf M und sei {hy} L'-CF zu f
= |hi| — |f] f.i. auf M.

Folgerung 7.1

Wegen fM||hk\—|hl||da: < fM|hk—hl|d:rist {|h&|} L*-CF zu |f| [lee] = 18] <
= |f]| ist integrierbar. la — B
beachte: andere Richtung spiiter Va,B € R

zu b) Fiir eine L'-CF {h} zu f gilt nach Folgerung 7.1 c):

M M

Da {|hx|} L'-CF zu |f| ist, folgt die Behauptung durch Grenziibergang.
zu c¢) Nach den Rechenregeln ist g — f integrierbar, wegen |g — f| = g — f f.ii. auf M folgt

b
/ g— fdzx
M

) A
<[ o= r1as™E [ gdo- [ fda
M M M

0<

= Behauptung
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zu a) fiir ,,<=* wihle f* (f = fT—f7) jeweils eine monotone Folge von Teilfolge (TF) {h,f} gemif 77, Folglich
liefert Hy, = h; — hy, eine Folge von TF mit hy — f f.i. auf M.
Wegen || < |f| f.it. auf M ist [, |he|dx < [, |f]dz.
Folglich ist die monotone Folge [’ o [he] d in R beschrinkt
= konvergent.

Da h,f jeweils das Vorzeichen wie fi haben und die Folge monoton ist, gilt

[[he] = |hl] = || = [he| = |he — hi| Y1 >k

/|h17hk|dl‘:/ |hl|f|hk‘d$=‘/ ‘h”dxf/ |hk|dl'
M M M M

Als konvergente Folge ist { [, |hx| dz} CAUCHY-Folge in R und folglich ist {hx} L'-CF und sogar L'-CF
zu f

= f integrierbar
zu d) Fiir f =0 f.ii. auf M ist offenbar [, |f|dz = 0.
Seinun [, |f|dz =0, mit My :={x € M ||f| > ;} Vk € N ist

0:/ |f\dw+/ |f|dm2/ de+/ Lazs> L >0
M\ M;, My, M\ M, My K k

= |Mg| =0 Vk, wegen {f # 0} = Ucny M

= [{f£0} <Y Ml =0

k=1
= Behauptung O

und somit auch

vi>k

Folgerung 7.7
Sei f auf M integrierbar

a) Fir aq, ag € R gilt:
a1 < f<ag fii.auf M = al\M|§/fdx§a2\M|
M

b) Esgilt f>0fi.auf M = [, fda>0

¢) Es gilt: M C M messbar, f > 0 f.ii. auf M

= fdz < fdzx
M M

(linkes Integral nach 77 77)

Beweisidee.
zu a) Wegen [, ajdx = aj|M]| fiir [M| endlich folgt a) direkt aus der Monotonie des Integrals.

zu b) folgt mit a; = 0 aus a)

zu ¢) folgt, da x,7 - f < f f.ii. auf M und aus der Monotonie O

In der Voriiberlegung zum Integral wurde eine gewisse Stetigkeit der Integralabbildung angestrebt. Das
Integral ist beziiglich der L'-Halbnorm stetig.

Satz 7.8 -
Seien f, fr : D C R™ — R integrierbar auf M C R™ und sei

lim /M fo— fldz=0 (lfc— £ = 0)

= lim/fkdw:/fdx
k—oo M M
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Weiterhin gibt es eine Teilfolge {fi/} mit frr — f f.ii. auf M.

Beweisidee. Aus der Beschrinktheit nach Satz 7.6 folgt
/ fedx — / fdx
M M
= 1. Konvergenzaussage

Wéhle nun eine TF {fx, }; mit [, |fx, — fldz < ;47 VI € N.

g/ £ — fldz 22% 0
M

Fiir € > 0 sei M, := {z € M | limsup |fx, — f| > ¢}
l—o00

= M. C | J{lfs, —fl>e} VieN
l=j

= 1 o I 1 1 .
> M W= f> <1 Y [ M= flae< 23 gar =g VieN
=3 =3 =3

= M.=0Ve>0

= fi H—OO> f f.i. auf M 0

Satz 7.9 (Majorantenkriterium)
Seien f, g : D C R™ — R messbar, M messbar, |f| < g f.i.. auf M, g integrierbar auf M
= f integrierbar auf M

Man nennt g auch integrierbare Majorante von f.

Lemma 7.10 -
Sei f: D C R" — R messbar auf M, sei f > 0 auf M und sei {hy} Folge von Treppenfunktionen
mit

0<hi <hy<...<f und / hi d z beschrankt (7)
M
= {hy} ist L'-CF zu f und falls {h;} — f f.ii. auf M ist f integrierbar (vgl ?7)

Beweisidee. Offenbar sind alle hy, integrierbar und wegen der Monotonie gilt

/hkdl‘—/ hlda:
M M

Da {[,, hx dz} konvergent ist in R als monoton beschrénkte Folge ist diese CF in R
= {hy} ist L'-CF

Falls noch hy — f f.ii. = {hs} ist L'-CF zu f = f ist integrierbar d
Beweisidee (Satz 7.9). (mit f auch |f| mesbbar nach ?7)

:/ lhe — hy|dz Yk > 1
M

Es existiert eine Folge {hx} von Treppenfunktionen mit
0<hi<hy <...<|fI<yg

auf M und {hit} — |f| f.i. auf M.

Da {[,, hk dz} beschrinkt ist in R da g integrierbar ist
L oo {hi} ist L'-CF zu |f|
= |f| integrierbar
Sate g f integrierbar auf M O
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Folgerung 7.11 _
Seien f, g : M C R™ — R messbar, |M| endlich. Dann

a) Falls f beschrénkt ist auf M, dann ist f integrierbar auf M

b) Sei f beschrinkt und g integrierbar auf M
= f - g ist integrierbar auf M

Hinweis: Folglich sind stetige Funktionen auf kompaktem M integrierbar (vgl. Theorem von Weierstraf)

Beweisidee. Sei |f| < a auf M fiir a € Q
zu a) = konstante Funktion f; = « ist integrierbare Majorante von |f|

Majoranten-

zZu 1 2 = Q- 1S o Integrierpare ajorante zu . ehauptun;
b) Mit g| ist fo integrierbare Majorant g Behauptung O

kriterium

7.4. Grenzwertsitze

/ v fedo AN / o [ dx Vertauschbarkeit von Integration und Grenziibergang ist zentrale Frage — grund-
legende Grenzwertsiitze [, |fr — f|dz — 0

Theorem 7.12 (Lemma von Fatou)

Seien fi : D C R™ — [0, 00] integrierbar auf M C D Vk € N

= f(z) := likm inf fy(x) Yo € M ist integrierbar auf M und
—00

</ fdxz)/ liminffkdxgliminf/ frdz,

falls der Grenzwert rechts existiert.

Keine Gleichheit hat man z.B. fiir {hs} aus Beispiel 7.2 mit oy, = 1 Vk

hk:{h-ak T € [0,%]

0 sonst

Dann

k—o0

/liminfhkdm:/ 0dz =0 <liminf | hpydz =1
M M k—oo R

Theorem 7.13 (Monotone Konvergenz)
Seien fi : D C R™ — R integrierbar auf M C D Vk € Nmit f; < fo < ... fii. auf M
= f ist integrierbar auf M und

(/Mfdm:> /Mklilrgofk(x)dx:kli_g)lo Mfkd:v

falls der rechte Grenzwert existiert.

» Bemerkung 7.14
Theorem 7.13 bleibt richtig, falls man f; > fo > ... f.i. auf M hat.

Ferner ist wegen der Monotonie die Beschrinktheit der Folge { [ o Jeda} fir die Existenz des
Grenzwertes ausreichend.
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Bewetsidee (Theorem 7.13). Nach Theorem 7.12 ist f — f1 = klim fr — f1 integrierbar auf M und damit auch
— 00
f=(-f)+h

= /f—fldwglim/fk—fldx
M k— o0 M
Monotonie
:nm/ fkd:c—/ fidz < /fdw—/ frdz
k— o0 M M M M

/Mf—f1d93 O

Theorem 7.15 (Majorisierte Konvergenz)
Seien fi, g : D C R™ — R messbar fiir £ € N und sei g integrierbar auf M C D mit |fi| < g f.i.
auf M Vk € Nund fi —: f fii. auf M

- kli_{go/lek—fldeO (8)

(/ fda::)/ lim fpdx = lim/ frdax,

wobei alle Integrale existieren.

und

Beweisidee. Nach dem Majorantenkriterium sind alle fj f.ii. integrierbar auf M.

Nach Theorem 7.12 gilt:
/ 2gdx:/ liminf\?g—|fk—f||dxSliminf/ 29 — |fx — fldzx
M M k—oo k—oo  Jar

:>Ozlikminf—fM|fk—f|d$:>(8)%Behauptung O
— 00

Folgerung 7.16 _

Seien fr : D C R™ — R integrierbar auf M Vk € N. Sei |M| < oo und konvergieren die fr —: f
gleichméBig auf M

= f ist integrierbar auf M und [, fdz = khﬂr{)lo Joyy fedz

Beweisidee. ko € N mit | fi(z)| < |fro(z) + 1| Vo € M, k > ko.
Da fr, + 1 integrierbar auf M folgt die Behauptung aus Theorem 7.15. O

Theorem 7.17 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Sei M C R™ kompaket und zusammenhéngend, und sei f: M — R stetig

= 3€€M:/Mfdw=f(§)-|M|

Beweisidee. Aussage klar fiir |M| = 0, deshalb wéhle |M| > 0.
Da f stetig auf M kompakt

Weierstrass - 3 Minimalstelle z1 € M, Maximalstelle z2 € M und v := / fdzx
M

Fol. 7.7
=EEE L f(x) < \WV\ < f(z2)

Zwischenwertsatz

= Behauptung
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7.5. Parameterabhingige Integrale

Sei M C R™ messbar, P C R” eine Menge von Parametern und sei f: M x P — R.

Betrachte parameterabhéngige Funktion

F(p):= [ f(z,p)d 9)

M

Satz 7.18 (Stetigkeit)
Seien M C R™ messbar, P C R™ und f: M x P — R eine Funktion mit

e f(-,p) messbar Vp € P
e f(x, ) stetig fiir fast alle (fa.) x € M
Weiterhin gebe es integrierbare Funktion g : M — R mit
e |f(z,p)| < g(z) fir fa. x € M
= Integrale in (9) existieren Vp € P und F ist stetig auf P.

Beweisidee. f(-,p) ist integrierbar auf M Vp € P nach Satz 7.9. Fixiere p und {px} in P mit pr — p. Setzte

fk( ) = flz, pk) Stetigkeit von f(z, -) liefert fr(z) = f(z,pr) ——> f(z,p) fir fa. € M. Alajo- fonv,
fok dm—>fM (z,p)dx = F(p) = Behauptung O

Satz 7.19 (Differenzierbarkeit)
Seien M C R™ messbar, P C R™ offen und f : M x P — R mit f(-,p) integrierbar auf M Vp € P.
und

o f(x, ) stetig diffbar auf P fiir fa. z € M

Weiterhin gebe es eine integrierbare Funktion g : M — R mit
o |fp(z,p)| < g(z) fir fa. x € M und Vp € P

= F aus (9) ist diffbar auf P mit

= [ fHepds (10)
M
Hinweis: Das Integral in (10) ist komponentenweise zu verstehen und liefert fiir jedes p € P einen Wert

im R™.

nur p; als Parameter und fixiert andere p;, dann liefert

Betrachtet man fiir p = (p1, .. ) eR
= f (x,p)dx fir j =1,.

(10) die partielle ABleitung F

7.6. Riemann-Integral

ebenfalls: Approximation von der zu integrierenden Funktion f durch geeignete Treppenfunktionen

Sei f:Q CR” = R mit @ € Q eine beschrinkte Funktion. Betrachte die Menge der Treppenfunk-
tionen To(Q), der Form

l l
h=>Y cixg, mit |JQ;=0a,
j=1 j=1

Q; € Q paarweise disjunkt, ¢; € R.
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Quader {Q;};=1,...; werden als Zerlegung zugehorig zu h bezeichnet.

Definition (Feinheit, Riemann-Summe, Riemann-Folge)
Fiir Quader Q' = F] x ... x Fy € Q mit Intervallen F; C R heifit o¢/ := max || (|I}] - Inter-
J

valllinge) Feinheit von Q' (setzte oy = 0).

Fir h = Z;Zl ¢jXq@, heiBit oy := maxoq, Feinheit zur Treppenfunktion h.

Treppenfunktion h = Z;zl cixQ, € To(Q) heiBt zuldssig (RIEMANN-zuldsssig) fiir f falls Vj
Jx; € Qj : ¢j = f(x;), d.h. auf jedem Quader Q; stimmt A mit f in (mindestens) einem Punkt x;
iiberein.

Zu zulédssigen h nennen wir S(h) := 22:1 NS Zé.:l f(z;) - |Q;] RIEMANN-Summe zu h.

Folge {hy} zuldssiger Treppenfunktionen zu f, deren Feinheit gegen Null geht (d.h. oy, — 0) heifit
RIEMANN-Folge zu f.

f heifit RIEMANN-integrierbar (kurz R-integrierbar) auf @, falls S € R existiert mit
S = lim S(hg) (11)
k—oco

fir alle RIEMANN-Folgen {hj} zu f.

Grenzwert fQ f(z)da := S heift RIEMANN-Integral (kurz R-Integral) von f auf Q.

Satz 7.20
Sei f:Q CR" — R stetig und @ € Q abgeschlossen
= f ist (LEBESGUE) integrierbar und RIEMANN-Integrierbar auf @ mit R—fQ fdaz = fQ fda.

Beweisidee (Satz 7.20). Als stetige Funktion ist f auf Q messbar und beschrinkt und somit L-integrierbar.
Fixiere € > 0 und sei h = Zé’;l J(zk;)xq,; RIEMANN-Folge von Treppenfunktionen zu f.
Fiir |Q| = 0 folgt die Behauptung leicht, da S(hx) =0 Vk € N

Sei nun |@| > 0. Da f auf kompakter Menge Q gleichmifig stetig ist, existiert § > 0 mit |f(z) — f(Z)| < el
falls |z — Z| < 4.

Da op, — 0 3ko € N: on, < 5 Vk > ko
= |v— 2| <0 Vr,& € Qg falls k> ko und |f(z) — f(z;)] < a7 Vo € Qk; mit k = ko
= |fo fda = fyhda| < [y 1f = hulda < &7+ 1Q1 = & Vk = ko

Da S(h) = fQ hi dz und € > 0 beliebig folgt S(hx) — fQ fda.

Fiir jede RIEMANN-Folge {hy} zu f ist f R-integrierbar und Behauptung folgt. O

8. Integration auf R

8.1. Integrale konkret ausrechnen

Theorem 8.1 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Sei f: I — R stetig und integrierbar auf Intervall I C R und sei xg € I. Dann

a) F:I— R mit F(z) := f;o f(y)dy Vz € I ist Stammfunktion von f auf I.
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9. Satz von FUBINI und Mehrfachintegrale Kapitel II: Integration

b) Fiir jede Stammfunktion F : I — R auf F gilt:

b
F(b)—F(a):/ f(z)dx Va,bel

Beweisidee.
a Fixiere x € I. Dann gilt fiir ¢t # 0

~ _~ T+t T x4+t
M:%(/m fdy_/wofdy):%/w Fdy =),

wobei nach alle Integrale existieren. Mit Mittelwertsatz der Integralrechnung:
=Vt #03& € [,z +t] (bzw. [z + ¢, ] fir ¢ <0): (t) = ﬁf(&)\ﬂ = f(&)
= F'(z) = lim »(t) = f(z) = Behauptung

b Fiir eine beheblge Stammfunktion F von f gilt: F(z) = F(z) + c fiir ein ¢ € R = F(b) —

F(b) — = [0 fdz— [* fdz = [’ fdx

Satz 8.2 (Differenz von Funktionswerten)
Sei f: D C R" = R™, D offen, f stetig diffbar, [z,y] C D. Dann

1 1
=/ f’(x+t<y—x>)-<y—x>dt:/ F(a + tly — @) dify - @)
0 0

Beweisidee. Sei f = (f1,...,fn), ¢k : [0,1] = R mit @ (t) := fx(z+t(y — z))
= ¢ ist diffbar auf [0, 1] mit <pk( ) fllz+tly—2)) (y—=2x)
= fi(y) — fe(x) = pr(1) — & (0 fo ¢, (t)dt = Behauptung

8.2. Uneigentliche Integrale

Satz 8.3
Sei f : [a,b] — R stetig fiir a, b € R. Dann

b
f integrierbar auf (a,b] < liin / |f|dx existiert
xrla a

Beweisidee. Hinrichtung: Majorisierte Konvergenz, Riickrichtung: Majorisierte Konvergenz

9. Satz von Fubini und Mehrfachintegrale

F(a)

Theorem 9.1 (Fubini)
Sei f: X xY — R integrierbar auf X x Y. Dann

a) Fiir Nullmenge N C Y ist x — f(z,y) integrierbar auf X Vy € Y \ N
b) Jedes F : Y — R mit F(y) := [y f(x,y)dz Vy € Y\ N ist integrierbar auf ¥ und

/Xxyf(%y)d(w,y)Z/YF(y)dyz/Y(/Xf(x,y)dw)dy
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9. Satz von FUBINI und Mehrfachintegrale Kapitel II: Integration

Definition (iteriertes Integral, Mehrfachintegral)
Rechte Seite heiflt iteriertes Integral bzw. Mehrfachintegral.

Satz 9.2 (Satz von Tonelli)
Sei f: X XY — R messbar. Dann

f integrierbar < /Y</X|f(a:,y)|dx)dy oder /X(/}/|f(x,y)dy>dx

existiert.

Beweisidee.

»,=“ Mit f auch |f| integrierbar und die Behauptung folgt
»<“ offenbar f integrierbar auf X x Y, {fx} wachsend, fx — f, mit Fubini: { [, fxd(z,y)} beschrinkte

Folge, mit majorisierter Konvergenz folgt f integrierbar
9.1. Integration durch Koordinatentransformation

Definition (Diffeomorphismus, diffeomorph)
Sei f:U C K™ — V C K™ bijektiv, wobei U, V offen.

f heilt Diffeomorphismus, falls f und f~! stetig diffbar auf U bzw. V sind.
U und V heiflen dann diffeomorph.

Theorem 9.3 (Transformationssatz)
Seien U, V C R” offen, ¢ : U — V Diffeomorphismus. Dann

f:V — R integrierbar < f(o(-))|det¢'(y)| : U — R integrierbar
und es gilt

/ Fo@) ¢ @) dy = / f(z)dz
U \%

m Beispiel 9.4
Sei V = Br(0) C R Kugel mit Radius R > 0.

4
Zeige: |Bg(0) :/ 1d(z,y,2) = §7TR3
1%

Benutze Kugelkoordinaten (Polarkoordinaten in R?) mit

T 7 cos a cos 3
y | =wlr,a,B):= | rsinacoss
z rsin 3

Fiir (r,a,8) €U : (0,R) x (—m,m) x (—%,%).
Mit H := {(2,0,2) € R |z <0} und V :=V \ H gilt: |H|gs =0
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9. Satz von FUBINI und Mehrfachintegrale Kapitel II: Integration

w:U— V diffbar, injektiv, und

cosacosS —rsinacosf —rcosasinf
o (r,a, ) = sinacos8 rcosacosfS —rsinasing
sin 3 0 rcos 3

= Definiere ¢'(r, o, B) = 2 cos § # 0 auf U

Sate278 @ : U — V ist Diffeomorphismus

=~ |Ba(0 >\—/1d<m v2) = [ 1+ [ 1)

/|dew (r,a,B)|drdadB + |H| F“b“”/ / / r2cosfdfdadr
. z

/ / r 51n67% adr:/ / 2r2dadr:/ drr?dr
-7 0 —T 0

4
= —7wR3
o 3

MH

*777"3

3
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Kapitel II1
Dzifferentiation I

10. Hohere Ableitungen und Taylor-scher Satz

Definition (zweite Ableitung)
Betrachte nun f : D ¢ K™ — K™, D offen, f diffbar auf D. Falls g := f': D — L(K", K™) =: i,
diffbar in z € D ist, heif3t

f'(x):=g'(x) € L(K", Y1) = L(K", L(K",K™) ) (1)
————

S mxn

zweite Ableitung von f in X.

Definition (k-fach differenzierbar)
f heiBt k-fach differenzierbar (auf D), falls f(¥)(x) existiert Vo € D.

f heiBt k-fach stetig diffbar (auf D) oder C*-Funktion, falls f k-fach diffbar und f* : D — Y
stetig.
CK(D,K™) :={f : D — K™ |f k-fach stetig diffbar auf D}
Speziafalln =1: f: DC K —- K™

f(@) € Yy = L(K, K") = K™

f'(x) €Yo = LK, Y1) =L(K,K™)= K™
Allgemein: f*)(z) € Yy = L(K,Y;,_1) = L(K,K™) = K™, dh. fir n = 1 kann f*)(x) stets als
m-Vektor in K™ betrachtet werden.

m Beispiel 10.1
Sei f: R — R mit

f@) = {ez x>0

0 x <0
= f)(x) existiert Vo € R, k € N mit f(*)(0) = 0 Vk, d.h. f € C*(R,R) Vk € N,
Man schreibt auch f € C*°(R,R)
Riume Yj: = L(K", Y1) = Km™xn",
Fir AeY,=L(K",Yr_1) und y1,...,yx € K" gilt:

Ay €Yi1=L(K", Y 2),
(Ay1) - yo €Yy o=L(K",Y;_3)

Ausdriicke links sind offebar linear in jedem y; € K™ separat, j =1...,k
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10. Hohere Ableitungen und TAYLOR-scher Satz Kapitel III: Differentiation 11

Definition (k-lineare Abbildung)
Betrachte

X, .= L*(K",K™)
={B:K"x...x K" — K™ |y; = B(y1,...,ys) linear fiir jedes j =1,...,k }
—_—————
k-fach

B € X}, heif3t k-lineare Abbildung . X}, ist Vektorraum.

m Beispiel 10.2
Fiir 3-lineare Abbildung B € L3(R,R?) mit

x
Bay2)=| "
(z+y)z
ist z.B. nicht linear als Abbildung auf R3.
Satz 10.3
Fir k € Nist Iy : Yy, — X mit
(I A) (Y1, - -, Yg) i= ( .. ((Ayl)yg) yk) VAeY,, y; € K", j=1,...,k (2)

ein Isomorphismus beziiglich der Vektorraum-Struktur (also X3 = Y3).

Hinweis: Somit kann f)(z) auch als Element von X}, betrachtet werden, d.h. f*)(z) € X} =

LF(K™, K™)
Damit wird z.B. (??) zu

fllaty) - z=f(z) 2+ (@) (y,2) +o(ly]) - 2 Vze€ K" (3)
und fiir n = 1 gilt

FO@) ) = P @)y Wy €K
—— —
EK™ Produkt von Zahlen

Beweisidee. I offenbar linear auf Yy, Iy injektiv, denn Ix(A) =0 gdw. A =0
Zeige mittels Vollstéandiger Induktion: I, surjektiv.

IA: Offenbar ist X1 = Y7 und I1A = A = I surjektiv
IS:  Sei Ix surjektiv und wihle beliebiges B € Xp1.

Setze By, := B(y1, ..., ) € Xx Yyn € K", B € L(K", X},)

= A:=1I;'Be L(K"Y})=Ye (4)
@

= (L1 A, yrs1) = (- ((Ay)yz) - uksr) = (Ix(Ayn)) (g2, - -, Yes1)
@ 5
= (By1)(y2s - yk+1) = B(y1, .-, Yrt1)

= B =1I;t1-A = Ir41 surjektiv
= Ij; Isomorphismus
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10. Hohere Ableitungen und TAYLOR-scher Satz Kapitel III: Differentiation 11

Norm: in Xy, Yy: fiir A € Y}, folgt durch rekursive Definition

( ((Ay) y) y) <|Ally, Yy € K™,y £0
ly1l ) y2| Y|
= (- ((Ay)ye) o) < I Alvalwllyel - lykl Yoo .. yp € K© (5)

Norm fiir A € Xy = L¥(K™, K™):
[Allx, = sup{|A(ys, ... u)l | y; € K, y;| < 1}
Analog zu (5) folgt fiir A € Xj:

A1, -yl < Allxg vl - lye] Yy € K (6)

Satz 10.4
Mit Isomorphismus I, : Y, — X aus Satz 10.3 gilt:

HAllx, = [Allvi. VA€ Yz

Beweisidee. Selbststudium / UA O

10.1. Partielle Ableitungen

Sei X = (z1,...,x,) € K™; d.h. z; € K, eq,..., e die Standard-Einheitsvektoren
Wiederholung: Partielle Ableitung f,, (z) = %f(x) = D,, f(x) ist Richtungsableitung f'(x,e;) =
D, f(z) € L(K,K™). '

Definition (partielle Ableitung)
Nenne fg, (z),..., fz, (z) partielle Ableitung 1. Ordnung von f in X

Fiir g : D — X definieren wir die partielle Ableitung %g(m) = go,;(z) € L(K, X) analog zu 77:
glx+t-ej) =g(x)+go ()t +o(t), t =0, t € K (7)
Fir g = f, : D — L(K,K™) ist dann g,, € L(K,L(K,K™)). Fiir g = f,, : D — L(K,K™) ist

dann g, € L(K,L(K,K™)) = L*(K,K™) = K™ die partielle Ableitung f, . («) von f in 2 nach
x; und x;.

Andere Notation: Lgf(x), Dy, f(), ...

Bacjaci

Die fz,.,(x) heiflen partielle Ableitung 2. Ordnung von f in .

Mittels Rekursion
0
ijl...xjk (517) = aixlfac”x,k (8)

erhélt man schrittweise die partielle Ableitung der Ordnung k& € N von f in a:

8k

- LMK, K™
ax]k . .8Ij1 f(x) e ( ’ )

Fiopyoiey (@) = Doy oy, (@)

Berechnung durch schrittweises Ableiten von xj, — f(z1,...,2n), j, = fo; (T1,...,25) usw.
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10. Hohere Ableitungen und TAYLOR-scher Satz Kapitel III: Differentiation 11

m Beispiel 10.5
Sei f:R? — R mit f(z,y) = ysinz Vz,y € R und

fo(z,y) = ycosx fy(z,y) = sinz
fea(T,y) = —ysinz fyy(2,y) =0
fajy(w,y):COSfE fyz(xvy)zcosx
Beobachtung: f.,(7,y) = fy(7,y)
Abkiirzende Schreibweise:
o3 3
fx,-xm (v) = Wf(x) = @f(x)
0
fmzjzjmmf(l‘) = mf@)
Definition (Hesse-Matrix)
Firm=1 (dh. f: D CR" = K) ist
fere () oo frye, (2)
: : =: Hess(f)
frcn-m(x) coo Jrpa, ()
die HESSE-Matrix , die alle partiellen Ableitungen 2. Ordnung enthlt.
m Beispiel 10.6
Sei f = (fl,fg) :R?2 — R? mit
f1(3317$2) _ x%m
fa(z1,22) T1x2 + x%
Folglich
2z x?
fai (21, 72) = o far (21, 72) = '
T2 x1 + 229
und
2x1T9 x%

T3 1 + 229
ist die JACOBI-Matrix sowie

2172 2501

Hess(f) = |7 Hess(f2) =
1

Anschaulich: alle partiellen Ableitungen 2. Ordnung bilden eine 3D Matrix.

Theorem 10.7
Sei f: D C K" — K™, D offen, x € D. Dann
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10. Hohere Ableitungen und TAYLOR-scher Satz Kapitel III: Differentiation 11

(a) Falls f*)(z) existiert, dann existieren alle partiellen Ableitungen der Ordnung % in 2 und
ey @) = G (e e 9)

(b) Falls alle partiellen Ableitungen fi, .
und falls diese stetig sind
= f ist k-fach diffbar, d.h. f*)(z) existiert.

. der Ordnung k fiir alle y € B,.(z) C D existieren

J

Beweisidee. Jeweils mittels vollstéindiger Induktion nach K ausgefiihrt:
a) basiert auf Vollst. Reduktion

b) basiert auf Kap. MWS Existenz part. Abl. O

m Beispiel 10.8 (nochmal Beispiel 10.6)
f@(x) = f"(z) € L*(R? R?) existiert Va = (1, 22) € R? nach Theorem 10.7 und kann als Vektor
von der HESSE-Matrix dargestellt werden:

2$2 2!,61
Hess 2¢1 0
FO) = (D) -
Hess fo 0 1
1 2

Was ist nun f”(z)(y1,y2) fiir (Vektoren) y;, yo € R??

(@) (y1,92) = () ((y“), (y21>) = @ (@)(yr1er + yrzez, yare1 + yazes)

Y12 Y22

= yllf”(x)(617 y2) + y12f”(l‘)(€2, Y2) Linearitat!
= yoryi f" (@) (e1, e1) + yrayar [ (@) (e2, €1) + y11yoa f” () (e1, €2) + yr2y2a f” () (e2, €2)
9)
= y11Y21 70, (%) + Y1291 far 20 () + Y2192 fanar () + Y12Y22 faras () (€ R?)
((Hess f1)(w)y1,y2)

= € Rz Vyh Y2 € RQ
((Hess f2)(w)y1,y2)

Folgerung 10.9
Fiir f = (21,...,fm): D C K™ — K™, D offen, es existieren alle f)(z) fiir z € D. Dann

((Hessf1)(2)y1,y2)
FO@) (Y1, 2) = : € K™ Vyy,y2 € K" (10)

((Hessfm)(2)y1, y2)
Frage:: Kann man die Reihenfolge bei partiellen Ableitungen vertauschen? (vgl. Beispiel 10.5)

m Beispiel 10.10
Sei f:R? — R? mit
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10. Hohere Ableitungen und TAYLOR-scher Satz

Kapitel III: Differentiation II

und folglich

y(a'+4a®y® —y*)
B (@2 1y?)?
T,Y) =< .. =
fe(2,y) lim M =0 sonst
t—0

—y Yy € R, also fy,,(0,0) = -1
xz Vo € R, also f;(0,0) = +1

insbesondere £, (0,y)
fy(Iao) =

analog

Satz 10.11 (Satz von Schwarz)

fir (2,) # (0,0)

Fir f: D CR®™ — R™, D offen. Mogen die partiellen Ableitungen f,, fz;, fo,z;, auf D existieren.

Falls f;,.; stetig in x € D
= ijam (z) existiert und f-’l)i-’l)j (z) = ijxi (z)

Folgerung 10.12
Sei f: D C R® — R™, D offen, f k-fach diffbar (d.h. f € C*(D,R™))

(12)  (13) fehlt

= alle partiellen Ableitung bis Ordnung k existieren und die Reihenfolge kann vertauscht werden.

10.2. Anwendungen

Satz 10.13 (notwendige Integrabilititsbedingung)
Sei f = (f1,...,fn): D CR™ = R", D Gebiet, f stetig diffbar.

Damit f eine Stammfunktion F' : D — R besitzt, muss folgende Integrabilitdtsbedingung erfiillt

Gebiet:
offen,

sein:

i
8581‘ Zj

0

f](x)za—fz(x) VeeD, i,j=1,...,

Beweisidee. f habe Stammfunktion F = F € C%(D)

= Fuje(2) = 52 fi(2) Vo € D,i,j
Schwarz

m Beispiel 10.14
Vgl. Bsp vom Kapitel Stammfkt. a € R:

zZusam-
menhéngend

n (13)

= 0
7 +y
Betrachte die Ableitungen
o) = ax, o alwy) =2
(18 a=2
Satz 10.15

Sei f: D C R" — R, D offen und konvex, f stetig diffbar. Dann:
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a) f konvex & (f'(x),y —z) < f(y)f(x) Vz,y € D
b) falls sogar f € C?(D), dann:
f konvex & f"(z) = (Hessf)(z) positiv definit Vo € D

Beweisidee. Vgl. Literatur O

10.3. Taylor-scher Satz

Ziel: Bessere Approximation als durch Linearisierung

Verwende allgemeine Polynome ¢ : K™ — K der Ordnung k, d.h.

—ao—l—Zabe—&— Z Qi TiTi + ..+ Z Gy n Ty v T, (14)

i,j=1 J1s5dk

mit ag, a;, a;; € K gegebene Koeffizienten

Wiederholung: f € C(D): f(z+y) = f(z)+0(1),y—0
feCHD): fx+y) = fx)+ fl@)y+oyl), y = 0

Theorem 10.16 (Taylor-scher Satz)
Sei f: D C K™ — K™, D offen, k-fach diffbar auf D, x € D. Dann

flx+y) = +Z f(J) x)y + Ry (y) falls [z, +y] C D, (15)

wobei
B < = [FP @+ ]| < = [0 + )| ot (16)

fiir ein 7 = 7(y) € (0,1)
Fir K =R, m =1 gilt auch

1
Ri(y) = 17" (@ + my)y* (17)
(LAGRANGE Restglied)
Falls f € C*(D, K™) gilt:
1
Ri(y) = /M @)y* + ollyl*), y = 0 (18)

Definition (Taylorpolynom, Taylorentwicklung)
Rechte Seite in (15) ohne Restglied heifit Taylorpolynomvon f in « vom Grad k — 1.

(15) heifit Taylorentwicklungvon f in z.

Folgerung 10.17 (Taylor-Formel mit partiellen Ableitungen)
Sei f: D C K™ — K™, d offen, f k-fach diffbar auf D, z € D, [e,c+y] C D:

k—1
1
fla+y) = ;,Zfa“ e, ()5 Y+ Br(), (19)

=1 Jj=1
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I wobel y = (y1,...,yn) € K™ (d.h y; € K Zahlen).

Beweisidee. Benutze (9)

m Beispiel 10.18
Sei f:R? - Rmit f(z) = (23 + 2122 + sinza) (z = (21, 22))

Taylorentwicklung in xo = (1,7), y = (y1,y2) € R%

Flo ) = Fw) + o)y + 37" (@)y? + 57" o)y + ollyl?)
Offenbar sind

flay=| 2t (@) = (Hessf)(@) = | ©

1 + COSTo 1 —sinzs
und es ergibt sich

f(l'o + y) = f(fl?o) —+ f$1 (gco)yl + fo (xO)QQ
+ %fzml(xo)y% + %f1112 (z0)y1y2 + %fwﬂz (x)y2

1
+ 3 Frnnse(w0)y + ol

1
=1+7r+(2+7r)y1+0-y2+yf+y1y2+0-y§+gy§’+0(|ylg)7 y—0

Frage: Falls f € C*°(D) existiert, dann

flz+y) Zf(x)*Z%f(k)(m)yk—km firk=1,....n

Definition (Taylorreihe)
Rechte Seite in (20) hei$t Taylorreihevon f in z.

m Beispiel 10.19
Sei f: C — C mit f(z) =sinz fiir x =0, dann

0 k gerade
*) (o) =
S0 {(—1)’“ fir k=20 +1

= (20) hat die folgende Form:

3 5

ny=uy—2 Y% _ PN e
siny =y 3!—1—5!4—...—2( 1) 21 firi=0,...,00

2l+1

Diese gilt Vy € C (vgl. Definition Sinus in Kap. 13), analog Cosinus

m Beispiel 10.20
Sei f: R — R mit

e"r x>0
ﬂ@—{o "
Nach Beispiel 10.1: f € C=(R), f*)(0) =0 Vk € N
(20
=L fy)=0) vy = ¢
= (20) gilt nicht fiir alle f € C*°(D)

fﬂ?ll’z +
fIle =
2fI1I2

(20)
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Wiedeholung: Eine Reihe ist konvergent, falls die Folge der Partialsummen konvergieren, und damit
(20) gilt, muss die Reihe auch gegen f(x + y) konvergieren!

Satz 10.21 (Taylorreihe)
Sei f: DcC K™ — K™, D offen, f € C>*°(D,K™), x € D, B.(z) C D. Falls

lim Ry(y) =0 Yy € B,(x)

k—oc0

= Taylorformel (20) gilt Vy € B,.(z) und f heift analytisch in x.

Beweisidee. Folgt direkt aus Theorem 10.16 O

m Beispiel 10.22
sin, cos, exp : C — C sind jeweils analytisch in allen z € C und (20) gilt jeweils Yy € C (klar fiir
x = 0) aus der Definition, fiir 2 # 0 erfolgt der Nachweis als UA / Selbststudium.

11. Extremwerte

11.1. Lokale Extrema ohne Nebenbedingung

Definition (definit, semidefinit, indefinit)
f%®) (z) fiir k > heiflt positiv definit (negativ definit), falls

fP @)yt >0(<0) VyeR\{0}

und positiv (negativ) semidefinit mit > (<).
) heift indefinit, falls

Fy1,y2 € R*\ {0}« fR) (2)yf <0 < fB ()b

Satz 11.1 (Hinreichende Extremwertbedingung)
Sei f: D CR™ =R, D offen, f € C¥(D,R), x € D, k > 2 und sei

fll@)y=...=fEbY =0
Dann:
a) f hat strenges lokales Minimum (Maximum), falls f*)(z) positiv (negativ) definit

b) f hat weder Minimum noch Maximum, falls f*)(z) indefinit.

Beweisidee. Taylorscher Satz! O
Test Definitheit in Anwendungen: HESSE-Matrix A € R™* ist

e positiv (negativ) definit < alle Eigenwerte sind positiv (negativ)

e indefinit = 3 positive und negative Eigenwerte
Sylvester’sches Definitheitskriterium: Fiir n = 2 gilt

e det(A) < 0 < indefinit

o det(A) > 0,a; < 0 < negativ definit (Maximum)
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12. Inverse und implizite Funktionen Kapitel III: Differentiation 11

e det(—A) > 0,a; > 0 < positiv definit (Minimum)

Algo Bestimmung Art und Lage Extremwerte: Gegeben sei eine Fkt. f : R” — R
a) Bestimme n-partielle Ableitung von f und suche Pkte., die f = 0 erfiillen

b) Bestimme Hesse-Matrix von f
c¢) setze gefundene Pkte. in Hesse Matrix von f ein und berechne die det(Hess(f)), damit bekommt

man die Art der Extremwerte.

11.2. Lokale Extrema mit Gleichungsnebenbedingung

Satz 11.2 (Lagrange-Multiplikatorregel, notwendige Bedingung)
Seien f: D CR®" - R, g: D — R™ stetig, diffbar, D offen und sei x € D lokales Extremum von
f beziiglich G, d.h.

Ir>0:f(2) 5 fly) Yy € By(x)

mit g(y) = 0.
Falls ¢'(x) regulér, d.h.

rang ¢’ () =m

dann
INER™: f(2)+ATg'(x) =0

Definition (Lagrangescher Multiplikator)
A oben heifit Lagrangescher Multiplikator

Finden Extremwerte mit Lagrange-Multiplikatoren: Gegeben seien f : R®™ — R und g : R” —
Rm
a) Berechnene f’(z) + ATg'(x) = 0, wobei A € R™ (f’ und ¢’ mit vollst. Reduktion in Kap. 18)
b) Beachte es miissen gleich viele Gleichung fiir Unbekannte sein

¢) Gleichungssystem l6sen und alle Unbekannten angeben

11.3. Globale Extrema mit Abstrakter Nebenbedinung

Frage: Bestimme sogenannte globale Extremalstelle i, Tmax-
Strategie: a) Bestimmte lokale Extrema in D
b) Bestimme globale Extrema auf 0D

¢) Vergleiche Extrema aus a) und b)

12. Inverse und implizite Funktionen

Definition ((lokale) Losung) ~
Funktion § : D C K™ — K™ heifit (lokale) Losung von in z auf D falls

flz,9(x))=0 VYzeD
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Theorem 12.1 (Satz iiber implizite Funktionen)
Sei f: D CR™x K™ — K™, D offen, f stetig und

a) f(zo,yo) = 0 fiir ein (zg,yo) € D

b) die partielle Ableitung f, : D — L(K™, K™) existiert, ist stetig in (2o, yo) und f,(zo,yo)
ist regular

Dann:
1) 3r,p>0: Vo € By(z9) 3y =5 € B,(yo) mit f(z,g(x)) =0 und g : Br(x0) = B,(yo) stetig
2) falls zusétzlich f: D — K™ stetig diffbar
= auch g stetig diffbar auf B, (z¢) mit

7 (2) =~ fy(z,5(2)) " - fola, glx)) € K™

_/

mxXn mXn

m Beispiel 12.2
Sei f:R xR — R mit f(z,y) = 22(1 — 2?) — y? Vo,y € R.

Offenbar ist

fe(z,y) = 22(1 — 2?) — 22% = 22 — 423
fy(z,y) = =2y

Suche Losungen von f(z,y) =0
e yy=0: fy(20,0) = 0 nicht reguldr = Theorem nicht anwendbar

® yo # 0 fy(z0,90) # 0, also regulér.
Sei f(20,y0) = 0 = z.B. (w0,0) = (%, 2¥2) ist Nullstelle von f
= Jr,p > 0, Funktion g : f(z,g(x)) =0Vz € Br(%)

u(3) = %ﬁ und g(z) ist einzige Losung um Bp(%i)

sl 12vz) 1 V2v2
y<§):_fy<§’7> ‘fx<§’ 9 )

(1) (-a) e

e yg =0, zg = 1: hier ist f,(1,0) = —2, also regulir
= T lokale Losung Z(y): f(Z(y),y) =0 Vy € Bz(0) und #'(0) =0
e yo =0, o =0: f,(0,0) = f,(0,0) = 0 nicht regulér

= in keiner Variante Anwendbar.

Theorem 12.3 (Satz iiber inverse Funktionen)

Sei f:U C K™ — K", U offen, f stetig diffbar, f'(x) regulér fiir ein 2o € U

= Es existiert eine offene Umgebung Uy C U von xg, sodass Vg := f(Up) offene Umgebung von
Yo := f(xo) ist, und die auf Uy eingeschriinkte Abbildung f : Uy — Vp ist Diffeomorphismus.

Beweisidee. benutze f: Dx K™ — K™ und f(z) = f(z)—y =, f stetig und stetig diffbar = Satz iiber implizite
Funktionen = f’ stetig diffbar = f ist Diffeomorphismus O
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Satz 12.4 (Ableitung der inversen Funktion)
Sei f: D C K™ — K", D offen, f injektiv und diffbar, f=! diffbar in y € int f(D)

-1

= (Y w=7("1w)
(bzw. (f 1) (y) = f'(z)~" falls y = f())

Spezialfalln = m = 1: (f~1)'(y) = W

Beweisidee. benutze f(f~*(y)) = y und f~'(f(z)) = =, Kettenregel, f'(f~*(y)) - (f7')'(y) = id, andere
Gleichung analog, gleichsetzen, Behauptung O

Satz 12.5
Sei f: D C K™ — K™, D offen, f stetig diffbar, f'(z) regulir Va € D
(a) (Satz iiber offene Abbildungen) f(D) ist offen
(b) (Diffeomorphiesatz) f injektiv = f: D — f(D) ist Diffeomorphismus

Beweisidee.

(a) M C D offen, yo € f(M) = Jxo € M : yo = f(x0) = Satz iiber inverse Funktionen = 3V, C f(M) von
yo = Behauptung

(b) offenbar 3f ' : f(D) — D = Satz iiber inverse Funktionen = f~ ! stetig diffbar = Behauptung d

13. Funktionsfolgen

Betrachte fr : D € K™ — K™, D offen, f; diffbar fiir kK € N
Frage: Wann konvergiert { fi}ren gegen diffbare Funktion f mit f;, — f’

Satz 13.1 (Differentiation bei Funktionsfolgen)
Sei fr: D C K™ — K™, D offen, beschrankt, f; diffbar V& und

(a) ff. —: g gleichmiBig auf B, (z) C D
(b) {fx(xo)}r konvergiert fiir ein z¢ € B,.(x)
= fr —: f gleichmiBig auf B, (z) und f ist diffbar auf B, (z) mit

fely) = f'(y) Yy e B, (z)

13.1. Anwendung auf Potenzreihen

Sei f: Br(xzg) C K — K gegeben durch eine Potenzreihe
f(z) = Zak(:x —x0)* V€ B,(x0)
k=0

. . _ 1
Wiederholung: R = Y P
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Satz 13.2
Sei f: B.(z9) C K — K Potenzreihe
= f ist diffbar auf B, (z¢) mit

Fla) = Z kay(z — xo)k_l Va € By(x0)
k=1

46



	Inhaltsverzeichnis
	Differentiation
	Wiederholung und Motivation
	Lineare Abbildungen
	Landau-Symbole

	Ableitung
	Spezialfälle für K=R
	Einfache Beispiele für Ableitungen
	Rechenregeln

	Richtungsableitung und partielle Ableitung
	Anwendung: Eigenschaften des Gradienten
	R-differenzierbar und C-differenzierbar
	Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen

	Mittelwertsatz und Anwendung
	Anwendung des Mittelwertsatzes in R

	Stammfunktionen

	Integration
	Messbarkeit
	Lebesgue-Maß
	Messbare Mengen
	Messbare Funktionen

	Integral
	Integral für Treppenfunktionen
	Erweiterung auf messbare Funktionen
	Lebesgue-Integral
	Grenzwertsätze
	Parameterabhängige Integrale
	Riemann-Integral

	Integration auf R
	Integrale konkret ausrechnen
	Uneigentliche Integrale

	Satz von Fubini und Mehrfachintegrale
	Integration durch Koordinatentransformation


	Differentiation II
	Höhere Ableitungen und Taylor-scher Satz
	Partielle Ableitungen
	Anwendungen
	Taylor-scher Satz

	Extremwerte
	Lokale Extrema ohne Nebenbedingung
	Lokale Extrema mit Gleichungsnebenbedingung
	Globale Extrema mit Abstrakter Nebenbedinung

	Inverse und implizite Funktionen
	Funktionsfolgen
	Anwendung auf Potenzreihen


	Anhang

