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1. Das gewohnliche Interationsverfahren

1. Das gewdhnliche Interationsverfahren

1.1. Fixpunkte

Seien ein Vektorraum V', eine Menge U C V und eine Abbildung ® : U — V gegeben. Dann heifit
x* € U Fixpunkt der Abbildung @, falls ®(z*) = z* gilt. Die Aufgabe

O(x) ==

eigentlich die Aufgabe, diese Gleichung zu 16sen) wird als Fixpunktaufgabe bezeichnet. Die Abbildung
® heiflit Fixpunktabbildung. Im Unterschied zur Fixpunktaufgabe heif3t

F(x)=0

Nullstellenaufgabe. Zu jeder Nullstellenaufgabe gibt es eine dquivalente Fixpunktaufgabe (z.B. F(z) =
0 < ®(z) =z mit &(z) := F(z)+z) und umgekehrt (z.B. &(z) = v < F(x) = 0 mit F(x) := &(x) —z).

1.2. Der Fixpunktsatz von Banach

Der folgende Satz gibt (unter gewissen Bedingungen) eine konstruktive Moglichkeit an, einen Fixpunkt

naherungsweise zu ermitteln.

Satz 1.1 (Banach)
Seien (V, ||-||) ein Banach-Raum, U C V eine abgeschlossene Menge und ® : U — V eine Abbildung.
Die Abbildung ® sei selbstabbildend, d.h. es gilt

d(U) CU.
AuBerdem sei ® kontraktiv, d.h. es gibt A € [0,1), so dass
[@(x) — ®(y)[| < Az —yl, fir alle 2,y € U.

Dann besitzt ® genau einen Fixpunkt z* € U. Weiterhin konvergiert die durch

erzeugte Folge {x*} fiir jeden Startwert 2 € U gegen z* und es gilt fiir alle k € N

|zFtt — ¥ < ﬁkaH — 2%|| a posteriori Fehlerabschéitzung, (2)
k41
|z*+ — 2| < ﬁﬂxl — 2°|| a priori Fehlerabschitzung, (3)
A
|25t — 2*|| < ﬁﬂxk — z"|| Q-lineare Konvergenz mit Ordnung A. (4)
Beweis. Verlesung zur Analysis. O

Die in Satz 1.1 vorkommende Zahl A € [0,1) wird Kontraktionskonstante genannt.
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1.3. Gewohnliches Iterationsverfahren

Durch 1 erklédrte Verfahren heifit gewohnliches Interationsverfahren oder Fixpunktiteration. Kritisch ist

dabei, ob die Vorraussetzungen (9 ist selbstabbildend und kontraktiv) erfiillt werden kénnen. Dies wird
in diesem Abschnitt im Fall V' = R™ mit einer beliebigen aber festen Vektornorm || - || untersucht. Die

zugeordnete Matrixnorm wurde mit || - ||« bezeichnet.

Lemma 1.2
Sei S C R™ offen und konvex und ® : D — R"™ stetig differenzierbar. Falls L > 0 existiert mit

|® ()|« < L fiir alle z € D, (5)
dann ist ® Lipschitz-stetig in D mit der Lipschitz-Konstante L, d.h. es gilt
|®(x) — ®(y)|| < L||z — y|| fiir alle z € D. (6)

Die Umkehrung dieser Aussage ist ebenfalls richtig.
Beweis. 1. Sei 5 erfiillt. Mit Satz 5.1 aus der Vorlesung ENM folgt

1
[®(z) — ()l = | / P (y+t(z —y)(z —y)dt| < llz—yll Sup 12 (y +t(z—y)l- (7
0 €10,
fiir alle x,y € D. Also liefert 5 unter Beachtung der Konvexitat von D die Behauptung.
2. Sei nun 6 erfiillt. Angenommen es gibt § € D mit
[® (@)« > L. (8)

Unter Beriicksichtigung der Definition der zugeordneten Matrixnorm ||||. folgt, dass d € R™ existiert mit
Ild|]| =1 und H<I>/(gjd)|\ = ||®(9)]|+- Wendet man nun ENM mit z := § + sd und y := § an, so folgt fiir alle
s > 0 hinreichend klein

|®(5 4 sd) — (7))

| < Lljsd|| = sL (9)

und
Jo-+s0) -9 = | [ @' (54 1sd) syt
-1 [ (54 tsd) syt + / & () (s syt — / ' () (sd) syt
> o' (g0 = ] sup 93+ t50) - 8 ).
= s(|®" @) - 2 19" (9 + tsd) — @ (9)]].)

= SL,

wobei sich die letzte Ungleichung wegen 8 und der Stetigkeit von ® ergibt. Offenbar hat man damit einen

Widerspruch, so dass die Annahme falsch ist. O
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m Beispiel 1.3
Die Nullstellenaufgabe cos x — 2z = 0 sei zu l6sen. Eine mogliche Formulierung als Fixpunktaufgabe

ist
®(x) = z mit &(x) := —x + cosx

Offenbar ist ® : R — R selbstabbildend. Weiter ergibt sich

/

¢ () =—-1—sinz

Fir 2 € D := (0,1) gilt daher |® (z)| > 1. Mit Lemma 1.2 folgt |®(z) — ®(y)| > |z — y| fiir
mindestens ein Paar (x,y) € D x D. Somit ist ® in D nicht kontrahierend. Definiert amn & aber
durch ®(z) := 1/2cosz, so ist die Fixpunktaufgabe 1/2cosx = x wiederum zur Nullstellenaufgabe

dquivalent und es folgt

Damit hat man |® (z)| < 1/2 fiir alle z € R. Also ist die zuletzt definierte Abbildung ® kontra-
hierend auf R (und dort natiirlich selbstabbildend), so dass die Vorraussetzungen des Banachschen

Fixpunktsatzes erfiillt sind. Die Fixpunktiteration mit ®(z) = 1/2cosz und z° := 1 ergibt:

add table here!!! (10)

Nehmen wir an, die Vorraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes seien gegeben. Dann héngt die
Konvergenzgeschwindigkeit der Fixpunktiteration offenbar von der Kontraktionskonstanten A € [0,1)
ab. Je kleiner A ist, desto schneller ist ist die KOnvergenzgeschwindigkeit. Unter Umstdnden kann die
Umformulierung einer Fixpunktaufgabe mit Hilfe einer anderen Fixpunktabbildung helfen, die Konver-
genzgeschwindigkeit zu verbessern (ggf. auf Kosten der Grofle der Menge U, in der die Vorraussetzungen
des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt sind.) Ein Beispiel zu Konstruktion einer Fixpunktabbildung
mit lokal beliebig kleiner Kontraktionskonstante gibt Abschnitt 1.4. In Abschnitt 2.1 wird gezeigt, wie
Fixpunktabbildungen zu iterativen Losung von linearen Gleichungssystemen eingesetzt werden kénnen.
Im Weiteren bezeichne B(z*,r) := die abgeschlossene Kugel um «* mit Radius r (bzgl. einer passenden

Norm).

Satz 1.4 (Ostrowski)
Seien D C R" offen und ® : D — R" stetig differenzierbar. Die Abbildung ® besitze einen Fixpunkt
z* € D mit ||® (z*)||. < 1. Dann existiert 7 > 0, so dass das gewdhnliche Iterationsverfahren fiir

jeden Startpunkt z° € B(x*,7) gegen 2* konvergiert.

Beweis. TODO! O




Anhang
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