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Kapitel I

Korper

1. Korpererweiterungen

Sei K, L, M Korper.

» Bemerkung 1.1
In diesem Kapitel bedeutet “Ring” immer kommutativer Ring mit Einselement, und ein Ringho-
momorphismus bildet stets das Einselement auf das Einselement ab. Insbesondere gibt es fir jeden

Ring einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus : Z — R.
» Bemerkung 1.2
(a) Ein Korper ist ein Ring R, in dem eine der folgenden dquivalenten bedingungen gilt:
1) 0# 1 und jedes 0 # x € R ist invertierbar
2) R* =R\ {0}

4

)
)
3) R hat genau zwei Hauptideale (ndmlich (0) und (1))
) (0) ist ein maximales Ideal von R

)

5) (0) ist das einzige echte Ideal von R
6) (0) ist das einzigste Primideal von R
(b) Insbesondere sind Korper nullteilerfrei, weshalb Ker(Z — K) prim ist.
(¢) Aus (5) folgt: Jeder Ringhomomorphismus K — L ist injektiv
(d) Der Durchschnitt einer Familie von Teilkérpern von K ist wieder ein Teilkérper von K.

Definition 1.3 (Charakteristik)
Die Charakteristik von K, char(K), ist das p € {0,2,3,5,7,...} mit Ker(Z — K) = (p).

m Beispiel 1.4
1. char(Q) = 0 und char(F,) = (p) (p = Primzahl), wobei F, = Z/pZ

2. Ist Ky C K Teilkorper, so ist char(Ky) = char(K).

Definition 1.5 (Primkorper)
Der Primkorper von K ist der kleinste Teilkorper von K. (existiert nach Bemerkung 1.2(d))
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Satz 1.6
Sei F der Primkorper von K.

(a) char(K)=0& FXQ

(b) char(K)=p>0<F =F,

Beweis. “<”: Beispiel 1.4
“="Im(Z - K) CF und Im(Z — K) 2 Z/Ker(Z — K)
(a) Im(Z - K)2Z/(0) 2Z = F = Quot(Im(Z — K)) = Quot(Z) 2 Q
(b) Im(Z — K) = Z/(p) 2 F, ist Teilkorper von K = F =Im(Z — K) 2 F, O

I Definition 1.7 (K6rpererweiterung)

Ist K ein Teilkorper von L, so nennt man L eine Kopererweiterung von K, auch geschrieben L | K.

Definition 1.8 (K-Homomorphismus)

Seien Ly | K und Lo | K Korpererweiterungen.

1. Ein Ringhomomorphismus ¢: L1 — Ly ist ein K-Homomorphismus, wenn ¢|x = idgx (i.Z.
@ : L1 — Lz)

2. Homg (L1, Lo) = {p | ¢ : L1 — Lo ist K-Homomorphismus}

3. Ly und Ly sind K-isomorph (i.Z. L1 = Ls), wenn es einen Isomorphismus: ¢ € Homg (L1, La)
gibt.

» Bemerkung 1.9
L | K eine Korpererweiterung, so wird L durch Einschrinkung der Multiplikation zu einem K-
Vektorraum.
I Definition 1.10 (Ko6rpergrad)
[L: K] :=dimg(L) € NU {0}, der Korpergrad der Koérpererweiterungen L | K.

m Beispiel 1.11

(a) [K:K]=1

(b) [C:R] =2 (Basis (1,)) (aber (C: R) = o0)

(¢) [R: Q] = oo (mit Abzdhlarbarkeitsargument oder siehe §2)
(d) [K(z): K] =00 (K(z) = Quot(K]z]) (vgl. GEO IL8)
Satz 1.12

Fir K CL C M Korper ist [M : K| =[M : L]-[L: K]
(“Korpergrad ist multiplikativ”)

Beweis. Behauptung: Sei x1,...,z, € L K-linear unabhingig und y1,...,ym € M L-linear unabhingig
= x;y;5,t € {1,...,n},j7 € {1,...,m} K-linear unabhéngig.
Beweis: Zij Xijxiy; = 0 mit \;; € K
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u

-L-l.u. - K-l.u.
= Z]. (Z )\”JLZL) Y; = 0 % ZZ /\ijl‘i =0 Vj y]:> )\ij =0 Vi,Vj
%

o [L:K|]=o00oder [M:Ll=c0o=[M:K|]=00

e [L:K|]=n,[M:Ll=m< o0
(z1,...,zn) Basis des K-Vektorraum L und (y1,...,Ym) Basis des L-Vektorraums M

= {zwy;:i=1,...,n;5 =1,...,m} K-linear unabhéngig und
Zi,j Kzy; = Zj (ZZ )\ijmi) y; = M, also ist
{ziyj:i=1,...,n;5=1,...,m} Basis von M O

Definition 1.13 (Korpergrad endlich)
L | K endlich :& [L: K] < cc.
Definition 1.14 (Unterring, Teilkérper)

Sei L | K eine Korpererweiterung aq, as, ..., a, € L.

1. Klas,...,ay] ist kleinster Unterring von L, der K U {ay,...,a,} enthilt (“aq,...,a, iber

K erzeugt”)
2. Klaq,...,ay] ist kleinster Teilkorper von L, der K U {aq,...,a,} enthilt (“von “as,...,a,
iiber K erzeugte”, “aq,...,a,” zu K adjungieren)

3. L|K ist endlich erzeugt :< aq,...,a, € L: L= K(a1,...,a,)

4. L|K ist einfach :& existiert a € L : L = K(a)

» Bemerkung 1.15
(a) L | K endlich = L | K endlich erzeugt.

(b) Klay,...,a,] ist das Bild des Homomorphismus

Klzy,...,2n] — L
f |—>f(a1,...,an)

und K(aq,...,a,) ={af: a, B € Klay,...,an],8 # 0} = Quot(K|ag,...,as])
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2. Algebraische Korpererweiterungen

Sei L | K eine Korpererweiterung.
Definition 2.1 (algebraisch, transzendent)
Sei @« € L. Gibt es ein 0 # f € K mit f(a) = 0, so heilt « algebraisch iiber K, andernfalls

transzendent uber K.

m Beispiel 2.2
(a) a € K = « ist algebraisch iiber K (denn f(a) =0fir f =X —a € K)

(b) V=1 € Q(y/—1) ist algebraisch iiber Q (denn f(v/—1) =0 fiir f = X? +1€ Q)
v—1 € C ist algebraisch iiber R

» Bemerkung 2.3
Sind K C L C M Korper und o € M algebraisch iiber K, so auch iiber L.

Lemma 2.4

Genau dann ist o € L algebraisch iiber K, wenn 1, o, @2, ... K-linear abhingig sind.

Beweis. Fiir Ao, \1,--- € K, fast alle gleich Null, so ist

Z)\iai :@f(a)zOfﬁrf:Z)\iXieK O
i=0

=0

Lemma 2.5

Betrachte den Epimorphismus

K[z] — K|ao]
f = f(a).

Pa

Genau dann ist « algebraisch iiber K, wenn Ker(p,) # (0). In diesem Fall ist Ker(¢q) = (fo) mit

einem eindeutig bestimmten irreduziblen, normierten f, € K.

Beweis. K Hauptidealring = Ker(va) = (fa), fa € K, 0.E. sei fo normiert. Aus K[a] C L nullteilerfrei folgt,

dass Ker(pq) prim ist. Somit ist fo prim und im Hauptidealring also auch irreduzibel. O

Definition 2.6 (Monimalpolynom, Grad)
Sei o € L algebraisch tiber K, Ker(p,) = (fo) mit f, € K normiert und irreduzibel.

1. MinPol(« | K) := fq, das Minimalpolynom von « iiber K.

2. deg(a | K) i< deg(fa), der Grad von « iiber K.
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Satz 2.7
Sei o € L.

1. « transzendent tiber K
= Klo] 2 K, K(a) 2k K(X), [K(a) : K] = .

2. « algebraisch iiber K
= Kla] = K(a) 2 K/MinPol(a | K) , [K(a): K)] =deg(a | K) < co und
La,...,a%8@ K1 st K Basis von K(a).

—

Beweis. (a) Ker(¢a) = (0) = ¢q ist Isomorphismus (da zusétzlich injektiv)
= K(a) 2k Quot(K|a]) 2k Quot(K) = K(X)
= [K(a): K] =[K(z): K] =

~—

(b) Sei f = fo = MinPol(a | K), n = deg(a | K) = deg(f).
o f irreduzibel = (f) # (0) prim %(f) ist maximal
= Klo] = K/(f) ist Korper = Kla] = K(a)

e 1,a,...,a" ! sind K-linear unabhéngig:

n—1 n—1
Saai=0=Y nx'e(n) "EE" n=o0vi
i=0 i=0

1,e,...,a" ! ist Erzeugendensystem: Fiir g € K ist

g=¢qf+rmit g,r € K und deg(r) < deg(f) =n

und
9(@) = q(a) f(a) +r(a) = ()
i
somit K =Im(ps) ={g(a): g€ K} ={r(a): r € K,deg(r) < n} = Z?;Ol Ko O

m Beispiel 2.8
(a) p € Z prim = /p € C ist algebraisch iiber Q.
Da f(X) = X? — p irreduzibel in @ ist (GEO I1.7.3), ist MinPol(,/p : Q) = X — p, [Q(/D) :
Q] =2.

2mi

(b) Sei {, =e» €C (peNprim). Da®, = &=L = XP~1 4 XP=2 ... 4+ X +1 € Q irreduzibel
in Q ist (GEO I1.7.9), ist MinPol(¢, | Q) = @, [Q({,) : Q] = p — 1. Daraus folgt schlieSlich
[C:Q>[Q():Q=p—-1Vp=[C:Q]=00=[R:Q] =o0.

(¢) e € R ist transzendent iiber Q (HERMITE 1873), 7 € R ist transendent iiber Q (LINDEMANN
1882).

Daraus folgt: [R: Q] > [Q(7) : Q] = co. Jedoch ist unbekannt, ob z.B. 7 + e transzendent ist.
Definition 2.9
L | K ist algebraisch :< jedes o € L ist algebraisch tiber K.
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Satz 2.10
L | K endlich = L | K algebraisch.

Beweis. a€ L, [L: K] =n=1,a,...,a" K-linear abhingig s algebraisch iiber K. ]

Folgerung 2.11
Ist L = K(aa,...,q,) mit ag,...,q, algebraisch iiber K, so ist L | K endlich, insbesondere

algebraisch.

Beweis. Induktion nach n:

e n=0:V
e n>0: K1 :=K(an,...,0n-1)
= L = Ki(aw), a, algebraisch iber K7 (Bemerkung 2.3)
= [L: K] = [Ki(an): Ki] - [K1: K] O
—_—— ——
<oo nach Satz 2.7 <oo nach IH
Folgerung 2.12
Es sind dquivalent:

1. L | K ist endlich.

2. L | K ist endlich erzeugt und algebraisch.

3. L=K(a,...,q,) mit ai,...,q, algebraisch tiber K.

Beweis. e (1) = (2): Bemerkung 1.15 und Satz 2.10
o (2) = (3): trivial
e (3) = (1): Folgerung 2.11 O

» Bemerkung 2.13
Nach Satz 2.7 ist

« algebraisch iiber K & Kla] = K(a)

Direkter Beweis fiir (=):
Sei 0 # B € K[a]. Daraus folgt, dass f(8) = 0 fiir ein irreduzibles 0 # f = Y"1 a;,X* € K. Durch
Einsetzen von 8 und Division durch 8 erhélt man (auch wegen der aus der Irreduzibilitéit

L07Q Bt =—ag (a1 +axB+ - +a,B"") € K[B] C K]

Satz 2.14
Seien K C L C M Korper. Dann gilt:

M | K algebraisch < M | L algebraisch und L | K algebraisch

Bewets. (=) klar, siche Bemerkung 2.3.
(<) Sei a € M. Schreibe f = MinPol(a | L) = "  aiz’, Lo := K(ao,...,an)
= f € Lo [QL']
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= [Lo(a) : Lo] < deg(f) < o0
= [K(a: K)] <[K(ao,...,an,a): K| =[Lo(a) : Lo] [Lo : K]
e — N —

<oo < nach 2.7
= « abgebraisch iiber K

RV | K algebraisch. O

Folgerung 2.15
K= {a € L: « algebraisch iiber K} ist ein Korper, und ist o € L algebraisch {iber K, so ist schon
acK.
Beweis. e a,f €K :
= K(a, ) | K endlich, insbesondere algebraisch
= a+p,a—8,a-8,a ! € K(a,p) alle algebraisch iiber K, also K(«, ) C K.
o « € L algebraisch iiber K:
= K(a) | K algebraisch
= K | K algebraisch EY K(a | K) algebraisch, insbesondere a € K. O

Definition 2.16 (relative algebraische Abschluss)
K = {a € L: «a algebraisch iiber K} heiBt der relative algebraische Abschluss von K in L.

m Beispiel 2.17
Q= {a € C: « algebraisch tiber K} ist ein Korper, der Korper der algebraischen Zahlen. Es ist
[Q,Q] = o0, z.B. da [Q(¢,) : Q] = p—1 fiir jedes p prim. (algebraische Erweiterung die nicht endlich
ist.)




Anhang
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