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Kapitel I

Interpolation

1. Grundlagen

Aufgabe:
Gegeben sind n + 1 Datenpaare (zq, fo), - -, (Zn, fn), alles reelle Zahlen und paarweise verschieden.
Gesucht ist eine Funktion F': R — R, die die Interpolationsbedingungen

F(l‘o):fo,...,F(l‘n):fn (1)

genligt.
Definition (Stiitzstellen, Stiitzwerte)

Die x¢ bis z,, werden Stiitzstellen genannt.

Die fy bis f,, werden Stiitzwerte genannt.

Die oben gestellte Aufgabe wird zum Beispiel durch

gelost. Weitere Moglichkeiten sind: Polygonzug, Treppenfunktion, Polynom, ...
e In welcher Menge von Funktionen soll F' liegen?

e Gibt es im gewdhlten Funktionenraum fiir beliebige Datenpaare eine Funktion F, die den Inter-

polationsbedingungen geniigt (eine solche Funktion heifit Interpolierende )?
o Ist die Interpolierende in diesem Raum eindeutig bestimmt?

e Welche weiteren Eigenschaften besitzt die Interpolierende, zum Beispiel hinsichtlich ihrer Kriimmung

oder der Approximation einer Funktion f: R — R mit fx = f(zg) flr k =0,...,n
o Wie sollte man die Stiitzstellen wéhlen, falls nicht vorgegeben?

e Wie lasst sich die Interpolierende effizient bestimmen, gegebenenfalls auch unter der Berticksichtigung,

dass neue Datenpaare hinzukommen oder dass sich nur die Stiitzwerte &ndern?

m Beispiel 1.1
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k 0 1 2 3 4 5

T in s 0 1 2 3 4 5

frin°C | 80 858 86,4 93,6 983 99,1
Interpolation im
e Raum der stetigen stiickweise affinen Funktionen
¢ Raum der Polynome héchstens 5. Grades

¢ Raum der Polynome hochstens 4. Grades (Interpolation im Allgemeinen nicht 16sbar, Regres-

sion notig)
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2. Interpolation durch Polynome

IT,, bezeichne den Vektorraum der Polynome von Hochstgrad n mit der iiblichen Addition und Skalar-

multiplikation. Fir jedes p € II,, gibt es ag, ..., a, € R, sodass
p(z) = aps™ + ap_12" M 4 a1z + ag (1)

und umgekehrt.

2.1. Existenz und Eindeutigkeit

Satz 2.1
Zu n+1 Datenpaaren (xq, fo), - - ., (Zn, fn) mit paarweise verschiedenen Stiitzstellen existiert genau

ein Polynom p € II,,, dass die Interpolationsbedingung Gleichung (1) erfiillt.

Beweis. o Existenz: Sei j € {0,...,n} und L; : R — R mit
o — (r—x0) - (r—xjm1)(x—xjt1) -+ (T —xp
Lj(x)::H — ':('_ ) ‘_J' )(_J+) ._)
o T T i zj—xo) (@ — @i—1)(@y — @) (zj — an)
i#]

das LAGRANGE-Basispolynom vom Grad n. Offenbar gilt L; € II,, und

1 k=3
Lj(xr) = = 0jk (2)
0 k+#j
Definiert man p : R — R durch
p(@) =Y fi-Ly(x) (3)
§=0

so ist p € II,, und auBlerdem erfiillt p wegen Gleichung (2) die Interpolationsbedingung Gleichung (1)

o Eindeutigkeit: Angenommen es gibt Interpolierende p,p € II,, mit p # p. Dann folgt p — p € II,, und
(p —p)(xk) = p(xr) — p(zx) =0 fur £ =0,...,n. Also hat (p — p) mindestens n + 1 Nullstellen, hat aber
Grad n. Das heifit, dass (p — p) das Nullpolynom sein muss. O

Definition (Interpolationspolynom)

Das Polynom, dass die Interpolationsbedingung erfiillt, heifit Interpolationspolynom zu (xg, fo), - - -, (Tn, fn)-

» Bemerkung 2.2
o Die Darstellung Gleichung (3) heifit LAGRANGE-Form des Interpolationspolynoms.

o Um mittels Gleichung (3) einen Funktionswert p(x) zu berechnen, werden O(n?) Operationen
genotigt; bei gleichabstédndigen Stiitzstellen kann man diesen Aufwand auf O(n) verringern.
Andern sich die Stiitzwerte, kann man durch Wiederverwendung von den L;(x) das p(z) in

O(n) Operationen berechnen.

¢ Man kann zeigen, dass Lg bis L,, eine Basis von II,, bilden.
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2.2. Newton-Form des Interpolationspolynoms

p(x) =co+c1(x —xzp) + o —xzp)(x — 1)+ -+ en(x—x0) ... (T —Tpo1) (4)

mit Koeflizienten co,...,c, € R. Die Berechnung des Koeflizienten ¢; kann rekursiv durch Ausnutzen

der Interpolationsbedingung Gleichung (1) erfolgen. Fiir ¢ erhdlt man
!
fo=p(x0) = co

Seien cg bis cj_1 bereits ermittelt. Dann folgt:

Jj—1
fj ; p(.’ﬂ]) = Co + ch(.’bj — LC()) . (l‘j — l’kfl) +Cj ((Ej - xo) e (Cﬂj - .’bj,l)
k=1

bekannt

bekannt

» Bemerkung 2.3
o Der Aufwand um die Koeffizienten cq, ..., c, zu ermitteln ist O(n?). Kommt ein Datenpaar
hinzu, kann man Gleichung (4) um einen Summanden erweitern und mit O(n) Operationen

Cn+1 bestimmen.

« Sind die Koeffizienten cy, . . ., ¢, in Gleichung (4) bekannt, dann benétigt man zur Berechnung

von p(z) O(n) Operationen.

e Die Polynome Np,..., N, : R — R mit
No=1 und N;=(z—2x0)...(x—xj_1)

heilen NEWTON-Basispolynome und bilden eine Basis von II,,.

Die Koeffizienten cy, ..., ¢, ergeben sich wegen Gleichung (1) auch als Losung des folgenden linearen
Gleichungssystems:
1 Co fo
1 (xl — xo) c1 fl
1 (z2—20) (22 —20)(22 —21) e =]
n—1
1 (xn—z0) (n—mo)(zn—21) ... ][I (zn—x) Cn fn
i=0

Die Systemmatrix dieses linearen Gleichungssystems ist eine reguldre untere Dreiecksmatrix.

Zu effizienten Berechnung eines Funktionswertes p(x) nach Gleichung (4) mit gegebenen Koeffizienten
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¢o, - - ., cn kann man das HORNER-Schema anwenden. Uberlegung fiir n = 3.

p(x) =co+c1(x — o) + ca(r — zo)(z — 21) + cs(z — x0) (T — 21)(z — x2)

=co+ (x — x0) [cl + (z —x1) [ea + (z — m2)es]

Fiir beliebiges n liefert das den folgenden Algorithmus:

m Algorithmus 2.4 (Horner-Schema fiir Newton-Form)

Input: n, z, cg,..., Cn, Tgy...s T
1 p=cn
2 do j = n-1, 0, -1
3 p=o¢ + (x - z;)p
4 end do

2.3. Interpolationsfehler

Definition (Maximum-Norm)

Die Norm

19/l := max [g(z)| fiir g € Cla, ]
z€la,b]

definiert die Maximum-Norm in C|a, b].

Satz 2.5
Sei f € Cla,b]. Dann existiert zu jedem € > 0 ein Polynom p. mit ||f — pc|| < e.

Also liegt die Menge aller Polynome (beliebig hohen Grades) direkt in Cla, b].

Definition 2.6 (Stiitzstellensystem)

Stiitzstellensystem : a < x(()") <. < x%n) < b. Weiterhin bezeichne p,, € II,, das zu den Datenpaa-

ren (x,g"), (ac;c"))) gehorende eindeutig bestimmte Interpolationspolynom.

Satz 2.7 (Satz von Faber 1914)
Zu jedem Stiitzstellensystem gibt es f € Cla, b], sodass (p,,) nicht gleichméBig gegen f konvergiert.
lpn, — flloo — O bedeutet, dass (p,) gleichméafig gegen f konvergiert.

Nach einem Resultat von ERDOS/VERTESI (1980) gilt sogar, dass (p,(z)) fast iiberall divergiert.

m Beispiel 2.8 (Runge)
dquidistante Stitzstellen xy, ..., z,, p € 1I,, als Interpolationspolynom
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Stiitzstellen | interpoliertes Polynom
2522
2 1— 26
4 3,315652% — 4,2771922 + 1
8 53,6893x% — 102, 81525 + 61, 3672x* — 13,20322 + 1
16 15403, 126 — 49713, 5z + 63743, 8212 — 4187020 +
152062% — 3100, 3525 + 351, 984x* — 22, 775922 + 1
Sy
— Runge-Funktion
—— Interpolation 2 Stiitzstellen
2.5 1 . ..
—— Interpolation 4 Stiitzstellen
—— Interpolation 8 Stiitzstellen
2+ Interpolation 16 Stiitzstellen
1.5
0.5
s
—04  —02 0.2
—0.5 |
11
-1.5

Anmerkung

Wer mit Mathematica selber diese Polynome berechnen will, muss folgende Befehle benutzen:

o Funktion definieren: f[x_]:=1/(1+25x"2)

« Interpolationspolynome ausrechnen: Expand [InterpolatingPolynomial [Table [{i,f[i]},

{i,-1,-1,Schrittweite}],{x}]1]

o plotten: Plot [f [x],InterpolatingPolynomial [Table [{i,f[i]},{i,-1,-1,Schrittweite}

1,{x}1,{x,-1,1}]
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Satz 2.9

Sei f € C"*[a,b] und gelte a < 2o < ... < x, < b. Mit p,, € II,, werde das zu den Datenpaaren
(20, f(0)), -y (Tn, f(x,)) gehorende Interpolationspolynom bezeichnet. Dann existiert zu jedem
x € [a,b] eine Zahl & € (a,b), so dass

n+1 T
il = ) = Ww(z) fiir alle = € [a, b]
wobei w(z) = (x — xg) - ... - (x — )

Beweis. Fir x = xx mit k = 0,...,n ist nicht zu zeigen, da p, die Interpolationsbedingung erfiillt. Sei nun

z € [a, b] fest gewdhlt mit © ¢ {zo, ..., zn}. Weiter seien

k- I@-pm@ o g JBUoR
w(m) t— f(t) _pn(t) - Kw(t)

Man stellt unter Beachtung der Interpolationsbedingung fest, dass F'(z9) = F(z1) = ... = F(z,) = 0 und
F(z) = 0. Also besitzt F mindestens n + 2 paarweise verschiedene Nullstellen in [a, b]. Da F € C""[a, b] erhalt
man durch n + 1-fache Anwendung des Satzes von Rolle, dass F("*Y mindestens eine Nullstelle £(z) in (a, b)
besitzt. Also folgt

0=F"V(E(@) = FOV(E() - pi T (E(@) K w™ TV (E())

=0 Konstante

Da w™th) — (n + 1)}, erhédlt man

_ [V (E)
K= (n+1)!

Da z € [a, b] beliebig gewihlt war, ist die Behauptung bewiesen. O

m Beispiel 2.10
Sei f € C?[a,b] mit || f|lec < M. Weiter sei a = 1o < 1 = ¢ + h = b. Mit Satz 2.9 folgt:

£~ po@)] = [T @ )@ )
< %M A@)h - (1— Az))h
< %M 2 (2)(1 = Mx))
s
< éM - h?
h
20 . o

Sz=x0+ A (1 —x0) =Az1 + (1 — N)ag
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3. Interpolation durch Polynomsplines

3.1. Polynomsplines

Zur Abkiirzung bezeichne A eine Zerlegung des Intervall [a,b] durch die Stiitzstellen a =: 2o < ... <
T, = b.

Definition 3.1 (Polynomspline)

Ein Polynomspline vom Grad m € N und Glattheit [ € N zur Zerlegung A ist eine Funktion

s € C'a, b] mit

= Sl € ik =0,n—1

Dabei bezeichnet s die Einschrankung von s auf das Intervall [z, zx1]. Die Menge aller

fﬁkqfﬂk+1]
Splines wird mit S, (A) bezeichnet.

Folglich ist ein Polynomspline s € S, (A) auf jedem der Teilintervall [z, z+1] ein Polynom vom
Hochstgrad m. AuBerdem ist s € S! (A) in allen Punkten z € [a, b] (also auch in den Stiitzstellen) -
mal stetig differenzierbar. S! (A) ist mit der iiblichen Addition und Multiplikation ein Vektorraum.

Speziell ist SY(A) die Menge aller stetigen stiickweise affin linearen Funktionen.

m=1 m>3
=0 [ >1
[ [
% — A % — A
Zo Z1 T2 T3 T4 Zo Z1 T2 T3 T4

3.2. Interpolation durch kubische Polynomsplines

Gegeben sei eine Zerlegung A und die Stiitzwerte fo, ..., f,. Gesucht ist eine Funktion s € S}(A) mit
[ = 1,2 derart, dass

s(xg)=fr firk=0,..,n (1)

Jede derartige Funktion heifit kubischer Interpolationspline .

Konstruktion eines solchen Splines:

hy =x_1—x firk=0,...n—1

my = s (zg) firk=0,..,n—1

Wegen [ € {1,2} ist s zunéchst stetig differenzierbar. Wegen sy = $[[3, 4,.,] fiir & = 0,...,n — 1 und

m = 3 kann man folgenden Ansatz fir s, benutzen:

sp(x) = ap(x — o) + bp(z — 21)% + cp(@ — zp) + di, (2)
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Aus den Interpolationsbedingungen Gleichung (1) und der stetigen Differenzierbarkeit aller Funktionen

in s € 8! (A) fiir | > 1 ergeben sich folgende Forderungen an sy, k = 0,...,n — 1:

sp(zk) = fr und  sp(Tpr1) = ferr

sp(zk) =myp und  s)(Tpe1) = Mpp1

Diese liefern:

und damit:

sk(Tha1) = arhi + behi + mihi + fi = fi

st (Tpr1) = 3aghi 4 2bkhy +my, = M

Damit ergeben sich a; und by als eindeutige Losung fiir das lineare Gleichungssystem

hy  hi\ [ar Jevr = fro — mucfi

3hi Qhk bk Mmrg+1 — Mg

Die Determinante ist —h{ # 0.

Satz 3.2
Sei eine Zerlegung A des Intervalls [a, b] gegeben. Dann gibt es fiir beliebig gewéhlte reelle Zahlen

fos s fn und my, ..., m,, einen Interpolationsspline s € S3(A), der den Interpolationsbedingungen
s'(xg) = mg, ..., 8'(Tn) = My

geniigt. AuBlerdem gilt: s|iz, 5,,,] = sk fiir k=0,...,n-1 mit s;, entsprechend Gleichung (2), wobei

sich ag, by, ¢k, di, aus Gleichung (4) und Gleichung (5) ergeben.

Fiir die Wahl der my, gibt es verschiedene Moglichkeiten, zum Beispiel:

o Falls Ableitungswerte der zu interpolierenden Funktion f bekannt sind, kann man my = f’(ay)

setzen.

e Man wihlt my,...,m, so, dass s zweimal stetig differenzierbar ist, das heit s € S3(A) statt
s € S(A) gilt.

3.3. Interpolation mit kubischen C?-Splines

Damit ein kubischer Interpolationsspline s zu S3(A) gehért, muss neben den Forderungen in Glei-
chung (3) die Stetigkeit von s” an den Stiitzstellen zy,...,2,_1 gewéhrleistet sein. Also hat man

zusdtzliche Bedingungen

s (Tr41) = Sjy1 (@p4) fiir k=0,..,n -2

10
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Mit Gleichung (2) ergibt sich s”(z) = 6ax(z — xo) + 2by fir & € [z, Tp41] und damit s} (zx41) =
6arhy + 20, und 87 (Tpy1) = 2bg1, also

3agh + by =bgy1 fir k=0,....,n—2 (6)
Aus Gleichung (5) folgt
-2 1
ap = h73(fk+1 — fe) + ﬁ(mk + Mikt1)
k k
3

b = 5 (for1 — fu) — hik(ka + M)

hi;

fir k =0,...,n — 1. Wegen Gleichung (6) erhdlt man fir k =0,...,n — 2

—6 3 3 1

Ti(fkﬂ — fr) + E(mk +mpy1) + hfi(fkﬂ — fr) — H(ka + Mpy1)
—6 1

= hT(ka — frt1) — T(ka+1 + Mpy2)
k+1 k+1

Damit folgt

1 1 3 3
—(mg + 2mpi1) + ——2mpr1 + Mps2) = o5 (Ferr — fr) + 55— (Frer2 — frt1)
Iy Pyt h; i
3hi41 3h,
bzw. hgyimi + 2(hg1 + he)mes1 + hgmgio = I (fet1 — fu) + Tt (frr2 = fre1)
+

Also miissen die n 4+ 1 Zahlen my, ..., m,, den n — 1 Gleichungen des linearen Gleichungssystems

Ao 2 o Mo To
/\1 2 M1 ma ™
)\n—2 2 Hn—2 My, Tn—2

geniigen, wobei Ay, pg, 1 durch

N = hgt1
R
hi + hiy1
o=
k f—
hi + hi11
3h 3h
TR = an (fr41 — fo) + i (fr42 = frs1)

hi(hi + hit1) hi+1(hk + hrs1)

11
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fir £k =0,...,n — 2 gegeben sind. Die Systemmatrix und die erweiterte Systemmatrix haben den Rang

n — 1. Somit ist das Gleichungssystem losbar, besitzt aber keine eindeutige Losung. Um solche zu

erhalten, kann man zusétzliche Bedingungen stellen, etwa

(a)

natiirliche Randbedingungen:
s"(xg) = 8" (zn) =0 (7)
Diese sind gleichbedeutend mit
s (z0) = 6ag(x —x) +2bp =0 und  s_;(xp) = 6an—1(zn — Tp-1) + 2by—1 =0
Also folgt

bp=0 und 3ap,_1hp_1+b,_1=0

Nutzt man noch die Darstellung fiir by sowie fiir a,,—; und b,,_1, so folgt

3
2mg +my = %(fl —fo) und my_1+2m, = (fn = fa-1)

hnfl

Fiigt man beide Gleichungen geeignet zum obigen System hinzu, erhilt man ein lineares Glei-
chungssystem mit einer reguldren trigonales Systemmatrix. Dieses kann in O(n) Operationen

gelost werden.

Vollstiindige Randbedingungen: Sind f/(a) und f/(b) bekannt, dann kénnen die zusétzlichen
Bedingungen

§'(x0) = f'(a) und  '(zn) = f'(b) (®)

mittels mg = f'(a) und m,, = f'(b) geeignet in das Gleichungssystem eingefiigt werden, so dass

man analog zu Fall (a) eine trigonale regulire Systemmatrix erhélt.

Periodische Spline-Interpolation: Falls

und f"(a) = f”(b) gilt, dann sind
§'(xg) = 8'(x,) und s"(zg) = " (x,,) (10)

sinnvolle Randbedingungen, woraus sich zwei zusétzliche lineare Gleichungen zur Ergénzung des

Gleichungssystems ableiten lassen.

(nicht in der Vorlesung) Not-in-knot Bedingung: Es soll zusitzlich
so (z1) = s{'(z1) und s 5(wp—1) = 871 (Tn1)

gelten, das heifit s ist auf [xg,z2] und auf [2,_2,2,] ein Polynom dritten Grades. Man erhélt

daraus die Forderungen ay = ay und a,_s = a,_1, woraus sich zusétzliche Gleichungen in den

12
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Variablen mg, m1, ms und m,_s, m,_1, m, ergeben.

3.4. Eine Minimaleigenschaft kubischer C*-Interpolationssplines

Durch

b
/f z)dz bzw. gl := /g(a:)de fiir f,g € L*[a,b]

ist ein Skalarprodukt bzw. eine Norm in L?[a,b] definiert.

Satz 3.3
Seien f € C?[a,b], A eine Zerlegung von [a,b] und f := f(xy) fiir k = 0, ...,n. Fiir einen Inter-
polationsspline s € S3(A), der die natiirlichen, vollstindigen oder periodischen Randbedingungen

(bei letzteren gelte Gleichung (9)) erfiillt, gilt:
Is"113 = 1713 = IF" = 8”15 < 1F”113
Beweis. Durch Nachrechnen sieht man
b b b b
[ wr@ra - [ -s@ra= [(ora [ @] e
Es wird nun J := f: [f"(z) — §"(z)] s" (z)dz = O gezeigt. Mit Hilfe partieller Integration folgt

b
J=[f(2) -5 @)] " @ / [/'(@) - & (@)] 8" (x)da

wobei s”’ auf jedem Teilintervall [z, zx+1] konstant ist. Dies ergibt wegen Gleichung (1)

n—1

/: @)~ @)] " @de = 3 5" +—) A:Mf'(x)—s'(x)dm

> s (xk + *) ([f @) = s(@esn)] = [F(ar) = s(@n)])
k=

3 =
[l
- o

O

=0
und damit
J=[f(@) = s'@)]s"@)a = [£(6) = ') s" () = [f'(a) = §'(@)] s"(a)
Nutzt man nun noch Gleichung (7), Gleichung (8) bzw. Gleichung (9) mit Gleichung (10), so folgt J =0. O
Anmerkung
¢ Gleichung (7): natiirliche Randbedingungen: s”(a) = s (b) = 0
o Gleichung (8): vollstdndige Randbedingungen: s(a’) = f'(a), s'(b) = f'(b)

o Gleichung (9) und Gleichung (10): periodische Randbedingungen: s'(a) = s'(b), s (a) = s'(b),
f'(a) = f'(b)
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3. Interpolation durch Polynomsplines

Kapitel I: Interpolation

3.5. Interpolationsfehler bei kubischer C?-Interpolation

Anmerkung

Die CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung hat folgende Form:

Satz 3.4

| (90| <INl - llglle

Seien f € C?[a,b], A eine Zerlegung von [a,b] und f := f(xy) fiir k = 0,...,n. Fiir einen Inter-

polationsspline s € S2(A), der die natiirlichen, vollstindigen oder periodischen Randbedingungen
(bei letzteren gelte Gleichung (9)) erfiillt, gilt:

wobei h := max{ho, ...

1
17 = slloo < A1

Beweis. Die Funktion r := f — s hat wegen Gleichung (1) die n+ 1 Nullstellen o, ..., . Der maximale Abstand

benachbarter Nullstellen ist h. Nach dem Satz von Rolle besitzt ' mindestens n Nullstellen. Der Abstand zweier

Nullstellen von r’ ist durch 2k nach oben beschriinkt. Sei z € [a, b] so gewdhlt, dass |r'(2)| = ||r’||cc. Dann gilt

|z — 2°| < h fiir die z am nichsten liegende Nullstelle 2° von 7. O.B.d.A. sei 2° < z. Mit der CAUCHY-SCHARZ-

Ungleichung folgt:

I+

CS z z
< / ' (z)?dx - / 1%dz
UG J,0 20

< A3

x: Anwendung des Hauptsatzes der Integralrechnung

(11)

Sei nun y € [a, b] so gewéhlt, dass |r(y)| = ||7]|eo. Dann gilt |y —yo| < ?/2 fiir die y am néchsten liegende Nullstelle
y° von r. 0.B.d.A. sei y° < y. Mit Gleichung (11) ergibt sich

I7lloe = Ir(y) — r(y°)| =

r'(z)dx

Mit Satz 3.3 hat man ||r”||2 < || f||2 und damit die Behauptung.

» Bemerkung 3.5

Yy
1 1.
< max |r” (x)| / do < 5l lleo < 5A7 I
yO

Besitzt f eine hohere Glattheit, so kann die obige Fehlerschranke beziiglich der h-Potenz verbessert

werden. Es lassen sich ferner Abschiatzungen fir || f' — s'||oo und ||f” —

§"]| 0o herleiten.

14



Kapitel 11

numerische Integration (Quadratur)

1. Integration von Interpolationspolynomen

Fiir eine Funktion f € Cla,b] ist eine Ndherung fiir den Wert des bestimmten Integrals

b
J(f) = / f(2)dz

gesucht. Seien a < zp < ... < x, < b Stitzstellen und fi, = f(xg) fir £ = 0,...,n. Weiter bezeichne

pn, € I, das zugehorige Interpolationspolynom. Dann kann man

Qulf) = J(pn) = / pu(z)da

als Naherung fiir J(f) verwenden. Mit der LAGRANGE-Form des Interpolationspolynoms sieht man, dass
b on n b
Qn(f) = / S feLi(@)de =" fi- / Ly(x)dx
¢ k=0 k=0 @

das heifit die Quadraturformel @, (f) ist die gewichtete Summe von Funktionswerten der Funktion f
mit den Gewichten f; Ly(z)dz.

15



2. NEWTON-COTES-Formeln Kapitel II: numerische Integration (Quadratur)

2. Newton-Cotes-Formeln

Falls die Stiitzstellen gleichabsténdig sind mit ¢y = @ und z,, = b, das heifit
Tpt1 =z +h firk=0,...,n—1 (1)

mit der Schrittweite h = b:—)/“ gilt, so nennt man @, (f) geschlossene NEWTON-COTES-Formel . Ist

b—a
n+27

NEWTON-COTES-Formel . Im Folgenden wollen wir uns auf den Fall geschlossener NEWTON-COTES-

a < xo und x, < b und gilt Gleichung (1) mit h = so bezeichnet man @, (f) als offene

Formeln beschranken.

16



3. spezielle NEWTON-COTES-Formeln Kapitel II: numerische Integration (Quadratur)

3. spezielle Newton-Cotes-Formeln

Fiir n = 1 erhélt man die Trapezformel mit zg = a, 1 = b und h = b — a wie folgt:

b b
Q) = fo / Lo(x)dz + /i / Ly(z)dz

Mit
e
[ fo-su o) - (5 -0+5)-
/ab Lyi(x)dx = g
folgt

QU= 5o+ 1)

Fir Polynomgrad n = 2 erhilt man auf dhnliche Weise die SiMPSON-Formel (auch KEPLER’sche

Fassregel genannt):
h
Q2(f) = g(fo +4f1 + fa)

Fiir Polynomgrade bis n = 6 findet man weitere Formeln in der Literatur. Formeln nur n > 6 werden

aus numerischen Griinden nicht verwendet. Es kénnen dann negative Gewichte auftreten.

Satz 3.1
(a) Sei f € C?[a,b]. Dann gilt:

]' 1!
Q1) = ()] < k1" s
(b) Sei f € C*[a,b]. Dann gilt:
Q) = T < kN Dle

Beweis.  (a) Fir die Trapezformel erhilt man mit Satz 2.9

1Q1(f) = J(H)l =

/a " f@) = pr (@)

17



3. spezielle NEWTON-COTES-Formeln Kapitel II: numerische Integration (Quadratur)

Mit y ==z — aT'H’ ergibt sich:

T—a= +b—a = —l—ﬁ und =z —b= +a—b —y_h
TYT Ty TV “YT Ty TV
b h /2 "2
h h 1 1
/ Iz — a)(@ — b)|de = —/ (v+35)(-3)d=— (50— n%)| =3
a —h/2
—h/a
(b) Zur Analyse des Quadraturfehlers der SIMPSON-Formel untersuchen wir zunéchst
b
W= / (z —a)(z —z1)(z — b)dz
— ab
W= / [(x —a)(x — z1)(xz — b)|dz
Mit der Substitution y :=x — z; folgen x —a =y + h, z —x1 =y und x — b =y — h, also
b
W=/ (y+h)y(y — h)dy =0 (1)
da die zu integrierende Funktion y — (y + h)y(y — h) ungerade ist. Weiter erhélt man
- h h 1
L R A T @
—h 0

Wegen Satz 2.9 haben wir

£@) ~pa(e) = T C D ) = L) + L€ @) - £ @)uie)

fiir alle = € [a, b]. Insbesondere ist daher x + f"/(£(z)) eine Funktion aus C*[a, b]. Durch Integration folgt
mit Gleichung (1):

1

/ £@) - pa(a)de| = £ | (@) / wz)dz + / (" (€@)) = £ (o1))w(z)da

6
Ll
— 5| [ e - @t ®
b
< max { @) = £ () - / |w<:c>|dm}
z€[a,b] o
Da f € Cla, b] erhdlt man mit dem Mittelwertsatz
7 (@) = £ (@2)] = [F9 @) - Je = 2] < Bl
mit ¢ € (a,b). Deshalb und wegen Gleichung (2) folgt aus Gleichung (3) weiter
b
@) = 1) = | [ 10 ateas) < o) 0

18



3. spezielle NEWTON-COTES-Formeln Kapitel II: numerische Integration (Quadratur)

» Bemerkung 3.2

Durch verfeinerte Abschitzungen kann man in Satz 3.1 b)

Qa) = T = g h I ()

erreichen. Auch fir Quadraturformeln @, (f) mit n > 2 lassen sich entsprechende Ergebnisse fiir
den Quadraturfehler herleiten, insbesondere hat der Quadraturfehler fiir n = 3 mit f € C*[a, b] die
Ordnung h® und fiir n = 4 mit f € C%[a,b] die Ordnung h".

19



4. Zusammengesetzte NEWTON-COTES-Formeln Kapitel II: numerische Integration (Quadratur)

4. Zusammengesetzte Newton-Cotes-Formeln

Um den Quadraturfehler weiter zu reduzieren, bietet es sich unter Beriicksichtigung der Abschitzung
des Quadraturfehlers in Satz 3.1 an, das Intervall [a, b] in r Teilintervalle zu zerlegen und auf jedem der
Teilintervalle dieselbe Quadraturformel (niedriger Ordnung) anzuwenden. Dazu wird das Intervall [a, b]
in | = rn Elementarintervalle gleicher Lange zerlegt, wobei n die Ordnung des auf jedem Teilintervall
zu verwendenden Interpolationspolynoms ist. Mit fy, ..., fi werden die Funktionswerte an den Stellen
zr = a + kh fir £ = 0,...,] bezeichnet, wobei h = b’Ta die Lange des Elementarintervalls ist. Die

zusammengesetzte Trapezformel ist dann gegeben durch:

Tu(f) = g(fo +2fi+2fa+ .. +2fi-1+ f1)

die zusammengesetzte SIMPSON-Formel durch

Sn(f) = g(fo +d4fi+2fa+4fs+ ... +2fia+4fii1+ fi)

Satz 4.1
(a) Fiir f € C?[a,b] gilt

b—a ,,
T () = T < 5 W1l
(b) Fiir f € C*[a,b] gilt
b—
19(F) = T < Lok 1FDlloo

Beweis. Wendet man Satz 3.1 auf die SIMPSON-Formel (unter Beachtung von Gleichung (4)) fir [z, Zk42]

anstelle von [a, b] an, so folgt

rol o pmgps
1 5 b—a
- = [Su(f) — dz| < —rh°|| fP o < R oo
50 = I = 510 = 3 [ e < gl Ol < Gsnt 1)
k=0 Y T2k
und damit Behauptung b). Behauptung a) zeigt man auf dhnliche Weise. O
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5. GAuss’sche Quadraturformeln Kapitel II: numerische Integration (Quadratur)

5. Gauss’sche Quadraturformeln

Wir gehen zunéchst vom Interpolationsfehler (vgl. Satz 2.9)

FU (E())

£@) = pale) = o

wp(z) fir z € [a, b]

mit wy,(z) = (x — zg)...(x — x,) aus. Bezogen auf das ganze Intervall [a, b], kann man etwa ||f — pn|co
oder ||f — pnl|2 als MaB fiir diesen Fehler verwenden. Da man iiber f("+1) nicht verfiigt, wird anstelle
dessen ||wy||eo oder ||wpy]|2 untersucht. Dieses Fehlermaf ist offenbar nur von der Lage der Stiitzstellen
Zo, ..., Tp, € [a,b] abhingig. Zur Vereinfachung beschrédnkt man sich zunéchst auf das Intervall [—1, 1].
Die Aufgabe, die Funktion

R7H - R
Fo :
Foo(zoyeyxy) +— max |(z—xzg)...(x — z,)|
z€[—1,1]

unter der Bedingung (zo, ..., ¥,) € [—1,1]"*! zu minimieren, hat als Losung die Nullstellen des soge-

nannten TSCHEBYSCHOW-Polynoms 7;,1 der Ordnung n + 1. Die Funktion

Rn+! - R

LR 1 2 2
Fy(x0,..xn) = [ (x—x0)%.(x — zn)?dx

wird unter der Bedingung (o, ..., z,,) € [—1,1]"*! durch die Nullstellen des sogenannten LEGENDRE-Polynoms

P,,+1 minimiert. Die LEGENDRE-Polynome koénnen rekursiv wie folgt definiert werden:

1

Po(t)

Pi(t) =1t

(k4 1)Pryq1(t) = (2k + 1)t Py (t) — kPr_1(t)

fir alle t € R und k = 1,2, .... Fiir n = 1 erhélt man zum Beispiel Py(t) = 2 — % mit den Nullstellen

Ty = i?. Das Interpolationspolynom zu diesem Stiitzstellen und den Stiitzwerten fo = f(xg) sowie
fi = f(z1) lautet dann (in der LAGRANGE-Form)

Tr — oI Tr — X
@ (z) = fo +fi
o — T1 r1 — X0

1o 1
/ * xldx\/g/ x—ﬁ de =1
_1 2o — 1 2 1 3

1
Tr — X
/ de =1
_1 1 — Xo

Wegen
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5. GAuss’sche Quadraturformeln Kapitel II: numerische Integration (Quadratur)

hat man die GAUSS-LEGENDRE-Quadraturformel fiir das Integral fil fl@)dz fir n = 1:

f Vs +f v3
3 3
Man kann zeigen, dass die GAUSS-LEGENDRE-Quadraturformel mit n+1 Stiitzstellen (also den Nullstel-
len von P, 1) Polynome bis zum Grad 2n + 1 exakt integriert. Bei den geschlossenen NEWTON-COTES-
Formeln ist dies nur bis Grad n (falls n ungerade) bzw. bis zum Grad n+1 (falls n gerade) moglich (vgl.

Ubungsaufgabe). Spezielle Modifikationen der GAUSS-LEGENDRE-Quadratur beziehen einen Randpunkt
(GAUss-RADAU) oder beide Randpunkte (GAUSS-LOBATTO) des Integrals mit ein.

Falls iiber [a,b] zu integrieren ist, fiihrt eine Variablentransformation auf ein Integral tiber [—1,1] zum

Ziel. Mit
2 xia—i—b
yib—a 2

ergibt sich x = b‘%y + “7“’, dz = I’_T“dy und

b b—a [! b—a a+b
/Qf(x)dx: 5 /_1f< 5 Y+ 5 )dy
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Kapitel I1I
direkte Verfahren fiir lineare Gleichungs-

systeme

1. Gauss’scher Algorithmus fiir quadratische Systeme

1.1. Grundform des Gauss’schen Algorithmus

m Beispiel 1.1

2x1 — 229 +423 =10 E;
x1 + 3xg + 63 = 25 FEs
—x1+ 2290+ x3=06 Es

E; behalten — E{, Es — +E1 — Eb, Es+ 1E, — E}

2%1 — 2%2 + 4£C3 =10 Ei
4xo + 4x3 = 20 Eé
xo + 3r3 =11 Eé

EY behalten — EY, E} behalten — EY, E} — 1E}) — EY

21’1 — 2(E2 + 4(E3 =10 Ei/
4o + 423 = 20 Eé/
251;‘3 =6 Eé’
=sx3=3,12=2,271=1

Alle drei Systeme sind dquivalent, das heiflt ihre Losungsmengen sind gleich. Das letzte System wird

Dreieckssystem oder System in Zeilenstufenform oder gestaffeltes System genannt.

Gegeben seien A = (a;5) € R™™ und b = (b;) € R™. Gesucht ist, falls vorhanden, eine Losung des

linearen Gleichungssystems

a11x1 + ... + apr, = b

n1%1 + . A+ GpnTp, = by
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1. GAuss’scher Algorithmus fiir quadratisckafitelelhke direkte Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme

bzw. in Matrix-Schreibweise: Az = b.

Prinzipielles Vorgehen

1. Vorwiértselimination (unter Voraussetzung der Durchfithrbarkeit): Schrittweise Transformation der

erweiterten Koeflizientenmatrix
(A,b) = (A pWy = (AP p2) 5 = (AW ™)) = (U, 2)

wobei U eine obere Dreiecksmatrix ist. Der Eliminationsschritt (A®) 5(k)) — (AK+D) pk+1) fijr
k=1,...,n — 1 verwendet die Eliminationsfaktoren
aiy

lir =
K (k)
A

um die i-te Zeile der neuen Matrix aus der alten Matrix zu bestimmen

neue Zeile i = alte Zeile 4 firte=1,..,k

neue Zeile ¢ = alte Zeile ¢ — ;i - neue Zeile k firi=k+1,...,n

2. Riicksubstitution (unter Voraussetzung der Durchfiihrbarkeit): Losung des Gleichungssystems

Uz = z nach z fir gegebenes U, z

m Algorithmus 1.2 (Vorwirtselimination)

Input: n, A, b
1 do k=1, n-1
2 do i = k+1, n
3 lik = ai / apk
4 bi = bi = likby
5 do j = k+1, n
6 aij = aij = ligak;
7 end do
8 end do
9 end do

Output: (U, z) und l;, fiir ¢ > k. U steht in der oberen Hilfte von A mit Hauptdiagonale, b enthélt

z, die Zahlen [;; lassen sich in der unteren Halfte von A abspeichern.

m Algorithmus 1.3 (Riicksubstitution)

Input: n, U, 2
1 do i =mn, 1, -1
2 s =0
3 do j = i+1, n
4 s = s + uxy
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1. GAuss’scher Algorithmus fiir quadratisckafitelelhke direkte Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme

5 end do
6 end do

Output: z

Der Aufwand bei uneingeschrinkter Durchfithrbarkeit von Algorithmus 1.2 ist ~ %n?’ und Algorithmus 1.3

ist ~ n?

Durchfiihrbarkeit

Der Algorithmus 1.2 ist genau dann durchfithrbar, wenn agz) #£( fur alle k =1,...,n — 1 gilt. Gilt auch
aSﬁl) # 0, so folgt u;; # 0 fiir i = 1, ...,n und damit die Durchfiihrbarkeit von Algorithmus 1.3.
Definition 1.4 (streng diagonaldominant)

Eine Matrix A = (a;;) € R™*™ heifit streng diagonaldominant , wenn

n
|CL”‘| > Z |aij| fir alle 1 = 0,...,n

=1
i

Lemma 1.5
Ist die Matrix A € R™*"™ streng diagonaldominant, so sind Algorithmus 1.2 und Algorithmus 1.3

durchfiihrbar

Beweis (nicht in der Vorlesung). Die Matrix AWM gei streng diagonaldominant. Weiter seien die Matrizen A
fiir ein k € {1,...,n — 1} durch Vorwértselimination erzeugt und streng diagonaldominant. Dies zieht |a,(€i)| >0
nach sich, so dass die Erzeugung von A%+ qurch Vorwiértselimination wohldefiniert ist. Es wird nun gezeigt,
dass A®TY wieder streng diagonaldominant ist. Da AW = A als streng diagonaldominant vorausgesetzt wurde,
folgt dann die Durchfiihrbarkeit der gesamten Vorwértselimination durch vollsténdige Induktion. Sei ¢ > k eine

Zeile der Matrix A*TD . Dann hat man

(k) o, (F)
(k) Yy Yk

n

Z‘ (k+1)| Z ‘ (kJrl) Z

ij (k)
j=k+1 j=k+1 D,
J;ﬁz J#i J#i
(k) (k)
Z |az; <k> Z |ax;
j=k+1 j=k+1
J#i J#

k k
< 1a®] = 1a®) + |2

k
| (101 - 1ai21)

(k)

k
=la (k)|_ ak)a’l(cz>
(k)
(k) ( )
a(k> Qi Qg
= | (k)
Ak
jai ™|

Falls ¢ < k, so andert sich ATV gegeniiber A®) beziiglich der Zeile 7 nicht. Also ist A®*Y streng diagonaldo-
minant und man schlieft auf die Durchfiihrbarkeit der Vorwértselimination fiir £k = 1, ...,n» — 1 und insbesondere
auf |a§f)| > 0 fiir i = 1, ..., n. DIe Matrix A™ enthilt die Matrix U im oberen Dreieck, deren Diagonalelemente
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1. GAuss’scher Algorithmus fiir quadratisckafitelelhke direkte Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme

sind gerade aﬁ”, ey a,(ﬁl), also ist auch die Riicksubstitution wohldefiniert. O

1.2. Pivotisierung

Die Regularitit der Matrix A € R™*™ ist zwar dquivalent zur Losbarkeit des linearen Gleichungssystems
Az = b, fir jeden beliebigen Vektor b € R", jedoch sichert die Regularitiat nicht die Durchfithrbarkeit
der Grundform des GAuss’schen Algorithmus. Um die Durchfiihrbarkeit bei reguldrem A zu erzwingen,

kann man eine Spaltenpivotisierung der Matrix durchfiihren. Dabei werden in jedem Durchlauf der

Vorwirtselimination auf bestimmte Weise Zeilen der Matrix (A, b) vertauscht:
o Bestimme p = p(k) € {k, ...,n}, sodass |al(fz) = max \ag:)|.
k-te Spalte von A®*) heifit Pivotspalte , a;’,? heifit Pivotelement , die Regularitdt von A sichert
dann az(jz) #0

« Vertausche die Zeilen p und & in der Matrix (A®), p(R)).
praktisch: Zeilentausch nicht ausfithren, sondern einen Permutationsvektor mitfiihren.
formal: Beschreibung der Zeilen- und Spaltenvertauschungen durch Permutationsmatrizen. Dazu
sei m: {1,...,n} — {1,...,n} eine Permutation und e; bezeichne den i-ten kanonischen Einheits-

vektor. Dann heifit Pr = (ex(1), ..., €x(n)) Permutationsmatrix .

Satz 1.6
Ist die Matrix A regulér, so ist der GAUSS’sche Algorithmus mit Spaltenpivotisierung (bei exakter
Arithmetik) durchfithrbar.

Weitere Pivotisierungstechniken sind insbesondere die Zeilenpivotisierung (in Analogie zur Spaltenpivo-

tisierung) und die vollsténdige Pivotisierung .

1.3. LU-Faktorisierung
Der k-te Schritt von Algorithmus 1.2 (ohne Pivotisierung) ldsst sich schreiben als

ARED — 1, A
bk+1 _ Lkb(k)
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1. GAuss’scher Algorithmus fiir quadratisckafitelelhke direkte Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme

mit der GAUSS’schen Eliminationsmatrix

k
1
1
L =
1 k-te Zeile
—lgy1e 1
_ln,k 1
Satz 1.7
Es gelten
1
1
L' = 1
lev1x 1
Vo 1
1
l21 1
Lyt st =\ kL =L
lnl ln2 ln3 1

Beweis.  (a) Zunichst erkennt man, dass Ly = 1 — lke{, wobei 1 € R™™"™ die Einheitsmatrix und e, € R™

den k-ten kanonischen Einheitsvektor bezeichnen. Damit erhalt man

Lk(:ﬂ. +4 lkef) = (1]. — lkeg)(]l +4 lkGZ)
=1- lkeg + lkef — lkeflkef

(;) 1

(%) lge} =0, da I, erst an der k + 1-ten Stelle einen Wert hat, aber ey nur an der k-ten Stelle eine 1 hat
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1. GAuss’scher Algorithmus fiir quadratisckafitelelhke direkte Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme

(b) Es wird durch vollstdndige Induktion gezeigt, dass
k
Lot Ll =14 lief (2)
=1

fur kK = 1,...,n — 1 gilt. Daraus ergibt sich unmittelbar die zweite Aussage des Satzes. Fur k = 1 folgt
Gleichung (2) direkt aus Teil (a). Sei nun Gleichung (2) fiir ein k < n— 1 erfiillt. Dann folgt mit e lx+1 = 0
fir ¢ < k, dass

k
Lite Lyl = (1 + Zlm?) Lyl
=1
k
= (1 + Zlm?) (]l =+ lk;+1eg+1)
=1

k k
T T T T
=1+ lie; + lkt1€ky1 + E lie; lt1€k41
i=1 i=1
k41

=1+ Z lieT 0
=1

Aus A®+HD = 1, A®) nach Gleichung (1) folgt
A=AD =L7'A® = =7t LAY = LU

und analog b = Lz.

Satz 1.8
Seien A € R™*" b € R™ gegeben. Falls Algorithmus 1.2 ohne Pivotisierung durchfiithrbar ist, dann
gilt A = LU mit der oberen Dreiecksmatrix U = A und der unteren Dreiecksmatrix L = (I;3)
mit
0 i<k
lik=q1 i=k

lir 1>k

m Algorithmus 1.9 (LU-Version der Grundform des Gauss’schen Algorithmus)
Input: A,b

1 compute L,U
2 solve Lz=b

3 solve Ux=z
Output: =, L, U

Der Aufwand an Rechenoperationen bei uneingeschriankter Durchfiihrbarkeit: %n?’ + 2n2.

Ein Vorteil der LU-Version besteht darin, dass man mit einer ermittelten LU-Faktorisierung von A das

Gleichungssystem Ax = b fiir mehrere rechte Seiten b mit dem Aufwand von je 2n? l6sen kann.
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1. GAuss’scher Algorithmus fiir quadratisckafitelelhke direkte Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme

Satz 1.10
Sei A € R™*" reguliar. Dann gibt es eine durch Zeilenvertauschungen aus A hervorgegangene
Matrix A, fir die Algorithmus 1.2 ohne Pivotisierung durchfiihrbar ist und A = LU.

Beweis. Nach Satz 1.6 ist der GAUSS’sche Algorithmus mit Spaltenpivotisierung durchfiihrbar. Wendet man die
dabei vorkommenden Zeilenvertauschungen vor Beginn von Algorithmus 1.2 auf A an, entsteht die Matrix A.
Fiir A = A liefert Satz 1.8 die Darstellung A = LU. Die Regularitit von U folgt aus der Regularitit von A mit
dem Determinantenmultiplikationssatz. O

1.4. Gauss’scher Algorithmus fiir trigonale Systeme

Sei A € R™ ™ trigonal, das heifit

o B
Yo ar P

Y3 Qs B3

Tn—1 On—1 Pn-1

P)/n o n

Die Speicherung kann mittels geeigneter Vektoren, etwa

o = (alv ~~~van)T ﬁ = (ﬁla ~'~a5n71a0)T Y= (Oa'VQv "'7’YH)T (4)

erfolgen. Angenommen Algorithmus 1.2 ist ohne Pivotisierung durchfiihrbar. Dann gibt es eine LU-
Faktorisierung von A. Aus der Trigonalitat von A und aus A = LU ergibt sich die folgende Gestalt fiir
Lund U

1 dy B
lh 1 dy fo
L = Is 1 und U = (5)

ﬂn—l

mit dy = o1 und I, = dZil’ dp = oy — kB, fir k=2, ..., n.

m Algorithmus 1.11 (LU-Faktorisierung einer trigonalen Matrix ohne Pivotisierung)
Input: a, B, entsprechend Gleichung (3) und Gleichung (4)

1d1=0[1
2 do k = 2, n
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3 gy = v [/ dp—
4 dp = ar - B
5 end do

Output: I = (0,1s, ...,1,)T, d = (dy, ...,d,)7T fiir Gleichung (5)

» Bemerkung 1.12
Der Aufwand fir Algorithmus 1.11 betrégt etwa 3n Operationen. Auch das Losen der Dreiecks-
systeme Lz = b und Uz = z ist billig (je etwa 2n?). Bei Spaltenpivotisierung kommt in U im
Allgemeinen eine zweite Nebendiagonale hinzu. Die dargestellte Verfahrensweise lasst sich auf Sys-

teme mit Bandmatrizen erweitern, die mehr als je eine untere bzw. obere Nebendiagonale besitzen.
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2. Cholesky-Faktorisierung fiir symmetrische positiv definite Ma-

trizen

Definition 2.1 (positiv definit)
Eine Matrix A € R™*"™ heif§t positiv definit , wenn

2T Ar >0 Va e R"\{0}

Bekannt sind folgende Zusammenhénge:
o Falls A symmetrisch ist, besitzt A nur reelle Eigenwerte.

e Sei A symmetrisch. Dann ist A genau dann positiv definit, wenn alle Eigenwerte von A positiv

sind.

e Fine Matrix A ist genau dann positiv definit, wenn ihr symmetrischer Anteil %(A + AT) positiv
definit ist.

2.1. Existenz der Cholesky-Faktorisierung

Satz 2.2
Sei A € R™*™ symmetrisch und positiv definit. Dann existiert genau eine untere Dreiecksmatrix
L = (ljx) mit lgx > 0, sodass

A=LLT

Beweis. Mittels vollstandiger Induktion. Fiir n = 1 gilt A = (a11) mit a;1 > 0 (wegen positiver Definitheit).
Also gilt die Behauptung genau fiir L = (l11) mit l11 = \/a11. Sei nun die Behauptung fiir n — 1 erfiillt. Die
Matrix A kann man wegen ihrer Symmetrie mit geeigneten A, ; € R™~YV*X=D 4 ¢ R"1 und a,, € R

schreiben als

Aus der positiven Definitheit von A folgt

T

0<<a:> A<x>=mTAn1x (2)
0 0

das heifit A, _1 ist positiv definit. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es genau eine untere Dreiecksmatrix
Lo = (lghl)) mit l,(;,z*l) >0 firk=1,...,n—1.Um A als Produkt der Form L,LL mit einer unteren

Dreiecksmatrix L, € R™*™ mit ausschlieflich positiven Hauptdiagonalelementen darzustellen, ist der Ansatz
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mit freien Parametern ¢ € R™™! und L., > 0 die einzige Moglichkeit. Der Ansatz liefert

L,1 0 LT . ¢ Ln LT | Ln_ic A1 a

c lnn 0 lnn TLT Te+12, at Ann
Also miissen ¢ und l,, den Bedingungen L,_ic = a und cle+ lfm = ann geniigen. Da L, 1 regulér ist, folgt
c=1Lya (3)

so dass c eindeutig bestimmt ist. Es wird nun gezeigt, dass ann — ¢’ ¢ > 0 ist und damit I2,, > 0 folgt. Somit ist
dann [, in L, durch die Bedingung [,,, > 0 eindeutig festgelegt auf l,,, = Vann — c¢Tc. Da A positiv definit ist
und die Darstellung Gleichung (1) mit A,—1 = L,_1LT_, nach Induktionsvoraussetzung angenommen werden

kann, folgt

0< (a:T,y)A (x

) = xTLn_les,lx + 2yaT:v + yQann
Yy

fiir alle (z,y) € R™™! x R mit (27, ) # 0. Setzt man speziell (z,y) = (£, 7)) mit
&=Ly 1) 'Ly'a und g =-—1
so folgt mit Gleichung (3) das Gewiinschte.

0< aT(LZ_l)fngila — 2aT(Lg_1)71L;11a + nn = —cLC+ ann O

2.2. Berechnung des Cholesky-Faktors

Sei A wieder symmetrisch und positiv definit. Aus A = LL7 folgt durch elementweises Vergleichen

beider Matrizen

l

k
air = (LL )i =Y 1 (L)i; = > lijlk;
j=1

j=1
Dies sind w Gleichungen fiir w Unbekannte l;,, da A symmetrisch ist. Diese Gleichungen lassen
sich durch spaltenweise Bestimmung der l;; in L wie folgt 16sen.

m Algorithmus 2.3 (Cholesky-Faktorisierung)
Input: n, A symmetrisch und positiv definit

1 do k =1, n

2 gk = akk—Z;:ll 13

3 do i = k+1, n

4 o= (e - S ) 7 ba
5 end do

6 end do

Output: l;p fir 1 <k <i<n
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» Bemerkung 2.4
Der Aufwand von Algorithmus 2.3 betrigt etwa % Operationen. Der Algorithmus ist genau dann
durchfiihrbar, wenn A symmetrisch und positiv definit ist. Andernfalls entsteht im Verlauf des Ver-
fahrens ein nicht-positiver Wert unter der Wurzel. Um das Ziehen der Quadratwurzel zu vermeiden,

kann man anstelle von A = LLT die Umformung
A=LL" =LD'D*D'L"

mit D = diag(l11, ..., lnn) verwenden. Dann ist L =1LD1 genau eine untere Dreiecksmatrix mit
Iy = 1 fir k = 1,...,n und D = D? eine Diagonalmatrix mit D = diag(/3,,...,12,)), sodass die
sogenannte LDL-Faktorisierung A = LLT = LDLT folgt.

m Algorithmus 2.5 (Wurzelfreie Cholesky-Faktorisierung)
Input: n, A symmetrisch und positiv definit

1 do k =1, n

- k—17"27—
2 dgr = agk — Zj:l lij djj
3 do i = k+1, n

— bl — N

4 Lir = (aik — Zj:l djjlijlkj) / dpg
5 end do
6 end do

Output:lf;,%fﬁrlgkgign

Der Aufwand betragt etwa %% Hat man die Faktorisierung A = LDL” bestimmt, so ist auch die

LU-Faktorisierung von A bekannt: A = LU mit U = DL”.
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3. Lineare Quadratmittelprobleme

Das lineare Gleichungssystem Az = b mit A € R™*" und b € R™ besitzt genau dann eine Losung, wenn
rang(A) = rang((A,b)). Falls m > n, so heifit das Gleichungssystem iiberbestimmt . Im Allgemeinen
gilt dann rang(A) < n < rang((A,b)), so dass das Gleichungssystem keine Losung besitzt. Der Fall
der Nichtlosbarkeit kann auch fiir m < n eintreten, falls rang(A) < m. Anstelle des Systems Az = b

betrachtet man folgende Ersatzaufgabe :
||Az — b||2 — min (1)

die als lineares Quadraturmittelproblem bezeichnet wird. Kurz schreibt man dafiir auch Az = b.

Satz 3.1
Seien A € R™*™ und b € R™ gegeben. Da ist das lineare Quadraturmittelproblem Gleichung (1)

losbar.

Beweis. Die restringierte Optimierungsaufgabe
fW)=lly—=>bll2—> min mitye L={Az|zeR"} (2)
ist offenbar genau dann 18sbar, wenn Gleichung (1) eine Losung besitzt. Wegen f(0) = ||b]|2 und 0 € L hat
f(y) = min - mit y € L, [ly = bll> < [|b] 3)

dieselbe Losungsmenge wie Gleichung (2). Der zuléssige Bereich {x € L | ||y — b||2 < ||b]|2} dieser Optimierungs-
aufgabe ist nicht-leer, abgeschlossen und beschrinkt. Da zudem f : R™ — R stetig ist, besitzt Gleichung (3)
nach dem Satz von WEIERSTRASS eine Losung. Also sind auch Gleichung (2) und Gleichung (1) lésbar. O

m Beispiel 3.2

Seien

—_

Dann ist der lineare Teilraum L gegeben durch L = x|z € R j. Anschaulich ergibt sich,
1

dass eine Losung y* € L von Gleichung (2) der Bedingung (y* —b) L L geniigen muss. Daraus folgt

T

%
[\
[

S
—_

Y

%
(e}
—

S
—

Y

fiir alle » € R. Einzige Losung von Gleichung (2) ist damit y* = (1,1)7. Somit ist 2* = 1 die einzige
Loésung von Gleichung (1).
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L

N

\\ kleinster Abstand
L 4
b

3.1. Die Gauss’schen Normalgleichungen
Satz 3.3
Seien A € R™*" und b € R™ gegeben. Dann gilt:

(a) Jede Losung des linearen Quadraturmittelproblems Gleichung (1) 1ost die
GAuss’schen Normalgleichungen

AT Az = ATb (4)

und umgekehrt.

(b) Falls rang(A) = n (dies impliziert m > n), so ist AT A positiv definit und Gleichung (1)

besitzt genau eine Lésung, niamlich o* = (AT A)~LATb.

(c) Falls rang(A) < n, so ist AT A positiv semidefinit und singulér und Gleichung (1) besitzt

unendlich viele Losungen.

Beweis.  (a) Die Zielfunktion ¢ : R™ — R der zu Gleichung (1) dquivalenten Aufgabe
1 2 .
o(z) = §\|Ax —b||3 = min (5)
lasst sich schreiben als
(Az —b)" (Az — b)

(T AT Az — 20" Az + b7b)

N~ N~

Die notwendige Optimalitatsbedingung fiir Gleichung (5) lautet V(z) = 0, das heifit
AT Az = A"

Also ist jede Losung von Gleichung (1) auch eine Losung der GAuss’schen Normalgleichungen Glei-
chung (4). Da ¢ eine konvexe Funktion ist (wegen VZp(x) = AT A positiv semidefinit), ist Gleichung (4)
zugleich eine hinreichende Optimalitdtsbedingung, das heifit jede Losung von Gleichung (4) 16st Glei-
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chung (1).

(b) Sei rang(A) = n. Dann hat A vollen Spaltenrang und Az # 0 fiir alle z # 0. Folglich gilt 27 AT Az =
(xTAT)(Az) = ||Az||3 > 0 fiir alle & # 0. Also ist A positiv definit und damit reguldr. Somit sind
die GAuss’schen Normalgleichungen Gleichung (4) eindeutig losbar, ihre Losung ist z* = (AT A)~tATb.
Wegen Teil (a) ist dies auch die einzige Lésung von Gleichung (1).

(c) Sei rang(A) > n. Dann gibt es £ # 0 mit A% = 0. Folglich ist einerseits A positiv semidefinit (denn
2T AT Az = ||Az||3 > 0) aber andererseits AT A% = 0 und AT A daher singulir. Da nach Satz 3.1 das
lineare Quadraturmittelproblem Gleichung (1) eine Losung besitzt, muss nach Teil (a) auch Gleichung (4)

16sbar sein. Aufgrund der Singularitit von A7 A hat Gleichung (4) unendlich viele Lésungen. d
Sei z* eine Losung von Gleichung (1). Dann gilt wegen Satz 3.3
0=ATAz* — AT = AT (Az* —b)

Dies ist dquivalent zu folgenden Aussagen
o 0=aTAT(Az* —b)
o (Az* —0) L Ax
o (Az*—-0b) L L

m Algorithmus 3.4 (Prinzip des Normalgleichungsverfahrens)
Input: A € R™*™ mit rang(A) =n, b € R™

G

C

transpose (A) * A

transpose(A) * b
compute L

solve Lz=c

g W N =

solve transpose(L)x = z
Output: z, L

» Bemerkung 3.5
Der Aufwand betrigt etwa mn? Operationen zur Berechnung der unteren Hilfte von G, %3 flir
die CHOLESKY-Faktorisierung sowie je n? fiir die Losung der Dreieckssysteme. Offenbar ist der
Aufwand fiir kleine n giinstig. Nachteilig beziiglich numerischer Fehler kann sich beim Normalglei-
chungsverfahren die schlechte Kondition (siehe spéter) der Matrix A7 A auswirken. Abhilfe schaffen
geeignete Nachiterationen oder andere Verfahren (HOUSEHOLDER, SVD) zur Losung des linearen

Quadraturmittelproblems.

3.2. Orthonormalisierungsverfahren nach Householder

Ziel ist zundchst die Beschreibung eines Verfahrens zur sogenannten ()R-Faktorisierung einer Matrix
A € R™*™ das heif3t es sollen Matrizen Q € R™*" und R € R™*"™ bestimmt werden, so dass

A=QR
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gilt, wobei @ eine orthogonale Matrix (Q~! = Q) und R eine verallgemeinerte obere Dreiecksmatrix
der Form

Ry
R= (falls m > n)

0
R=(Ry,R2) (fallsm <mn)

mit einer oberen Dreiecksmatrix Ry € R™*™ bzw. einer oberen Dreiecksmatrix R; € R™*™ und einer
Matrix Ry € R™* (=) jst. Spiter wird die QR-Zerlegung zur Losung von Quadraturmittelproblemen
(fiir den Fall rang(A) = n) eingesetzt.

Satz 3.6
Sei w € R™ gegeben mit w”w = 1. Dann ist die HOUSEHOLDER-Matrix

H=1-2ww’
symmetrisch und orthogonal, das heifit es gilt H = HT = H~!.

Beweis. Offenbar gilt HT = 1 — 2ww” = H. Weiter erhéilt man

H'H = (1 - 2ww")(1 - 2ww”) =1 — 4ww” + 4ww  w)w’ =1 O

Die Wirkung einer HOUSEHOLDER-Matrix H auf einen Vektor a € R™ (bei Multiplikation mit diesem

Vektor) lasst sich wie folgt veranschaulichen. Zunéchst hat man
Ha = (1-2ww")a=a—-2ww"a=a—- (2w’ a)w

T T

Wegen (a — wlaw)Tw = aTw — wTa = 0 (beachte wTw = 1) liegt a — wT aw auf der Ebene & = {y €

R™ | yTw = 0} und Ha liegt beziiglich dieser Ebene (als Spiegelebene) spiegelbildlich zu a.

Satz 3.7

Es seien a € R™ mit a ¢ span(e;) und

a + pey .
w=-——-— mitpeE ||a —|la
Ha/'i_pell|2 {” ||23 || HQ}

gegeben. Dann gilt

Ha = —pe

Beweis. Wegen a ¢ span(e;) folgt a + pe1 # 0. Also ist w wohldefiniert mit w”w = 1 und man erhalt

a”(a +pe1) a+ per ()

Ha=(1-2ww)a=a- 2w a)w=a-2
lla +per]l lla+perf

Da p € {[lall2, —[lal|2}, gilt

la+ perll3 = a"a+ 2pa”er + p* = 2 (a+ pe1)
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Deshalb liefert Gleichung (6) Ha = a — (a + pe1) = —pe. O

Satz 3.7 wird fiir die schrittweise HOUSEHOLDER-Transformation einer Matrix A € R™*™ in eine ver-
allgemeinerte obere Dreiecksmatrix ausgenutzt. Dazu sei A1) = A eine Matrix von Rang n. Ohne

Beschréinkung der Allgemeinheit gelte m > n. Weiter sei A®) fiir ein k € {1,...,n + 1} in der Form

k k

a’fl . agk) . agn)

(k) _ k k
A% = o
aB )

gegeben. Der Vektor a* = o, ..., Oal({]z)7 ey agf,)c) € R™ iibernimmt die Rolle von a. Er soll durch Multi-

plikation mit Hy € R™*™ auf pyey transformiert werden, wobei

Hy, =1 — 2wpw)

_d ey
lla* + prexll2

pr € {lla"[l2, ~[la"2}

Wk

Zur Vermeidung von Stellenausléschung in a* + ppep wird man

llakll2  falls a,(jc) >0

—llakllz falls al®) <0

wéhlen. Die Operation A®) — H,A®) lisst die ersten k — 1 Zeilen und Spalten der Matrix A®*)

unverdndert und es gilt:

k k k+1 k41 k+1
afy o™ G el
(k) (k+1)  (k+1) (k+1)
HkA(k) _ Ak _ A 1 k-1 %1k Y—1kr1 - 1
(k+1) (k+1) (k+1)
A A g1 - Ay
(k+1) (k+1)
Apg1k+1 - Qppin
(k+1) (k+1)
S
speziell mit a,(ﬁjl) = —pi. Dabei garantiert die Bedingung rang (A(k)) = n dasselbe fiir den Rang von

A%+ Die Hintereinanderausfithrung von HOUSEHOLDER-TRANSFORMATIONEN liefert

R=A"tY —H . H, .. .HA (7)
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Dabei ist R eine verallgemeinerte obere Dreiecksmatrix. Wegen Satz 3.6 existiert

Q= (Hy,...H)™! (8)

und es gilt

Q=H'...H'=H .. H,
QTQ=H!...H])(H;...H,) =1
das heifit @ ist orthogonal. Wegen Gleichung (7) und Gleichung (8) folgt schlieBllich noch A = QR.

Satz 3.8
Sei A € R™*™ mit m > n = rang(A) gegeben. Dann gibt es eine orthogonale Matrix @ € R™*™

und eine verallgemeinerte Dreiecksmatrix

R
R=|""]ermx»

0

mit einer reguliren oberen Dreiecksmatrix Ry € R™"*"  so dass A = QR.

Satz 3.9
Seien A € R™*™ mit m > n = rang(A) und b € R™ gegeben. Weiter seien Matrizen @) und R bzw.
R, aus der QR-Zerlegung von A bekannt und Vektoren y; € R™ und y2 € R™™"™ so gegeben , dass

) _ OTh
Y2

gilt. Dann ist das lineare Quadraturmittelproblem Gleichung (1) dquivalent zum linearen Glei-

chungssystem

R1LE =1

Beweis. Wegen A = QR und QQT = 1 gilt
Az —b||3 = |QRz — QQ"b|[3 = |Q(Rz — Q" b)I3

Da ||Qz||3 = 2" QT Qz = 2"z = ||2||3 fiir beliebige z € R™ ist, folgt

R1:17 Y1
| Az — b3 = -
@ Y2

Also nimmt, ||Az — b||3 sein Minimum genau dann an, wenn 2 das lineare Gleichungssystem Rix = y1 16st.

2

= |[Riz = yall3 + lly=l3

2

d

39



3. Lineare Quadratmittelprobleme Kapitel III: direkte Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme

3.3. Anwendung in der Ausgleichsrechnung

Gegeben seien Messpunkte (¢;,y;) € R xR fiir i = 1,...,m mit ¢; # t; fur ¢ # j. Weiter seien sogenannte
Basisfunktionen ¢; : R — R und die Funktion f : R x R™ — R durch

flt,z) = znzxjapj(t) fir (t,z) e R x R"
j=1

gegeben. Gesucht ist ein Parametervektor z* = (21, ..., 7,) 7, so dass
f,a") =y furi=1,..,m

Eine Moglichkeit ein solches z* zu bestimmen ist die Losung des Optimierungsproblems (Ausgleichspro-
blems)

zm;(yi — f(ti,2))* = min (9)
Mit
e1(t) ... pn(t1) n
A= : und b=
01(tm) oo on(tm) Ym

gilt r(z) = |laz — b||3, man beachte y; — f(t;,2) = y; — > im125p5(ti) = yi — Az, wobei A; die i-te Zeile
von A bezeichnet. Also ist Gleichung (9) ein lineares Quadraturmittelproblem.
m Beispiel 3.10 (Ausgleichsgerade)
Seien m = 3 und n = 2. Es seien (t1,y1) = (0,1), (t2,92) = (3,8), (t3,y3) = (4,10) und ¢1(t) = 1,
a(t) =t fiir t € R. Dann ist f(¢,z) = z1 + txe,

und das Ausgleichsproblem Gleichung (9) hat die Losung #* = (1.0385...,2.2692...)T".
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4. Kondition linearer Gleichungssysteme

Seien A € R™*™ und b € R™ mit b # 0 gegeben. Es stellt sich die Frage, wie sich die Fehler in A bzw.
b auf die Losung © = A~'b des linearen Gleichungssystems Az = b auswirken. Dazu seien AA € R?*"

bzw. Ab € R™ Stérungen kleiner Norm, insbesondere soll A + A A noch regulér sein. Weiter sei
Az = (A+AA) b+ Ab)— A"

der absolute Fehler zwischen den Losungen des gestorten und des ungestorten Gleichungssystems in
Abhéngigkeit von den Fehlern AA und Ab der Eingangsdaten A und b. Es wird nun eine obere Schranke

fiir de relativen Fehler

|Az]]
]
in Abhéngigkeit von den relativen Fehlern der Eingangsdaten % und % gesucht.
4.1. Normen
Satz 4.1
Sei || - || : R™ — [0, 00) eine Vektornorm. Dann ist durch
A
IA]l, = sup 1Azl 4 o grxn
ser™ [l
z#0
eine Matrixnorm || - ||« : R™*™ — [0, 00) definiert. Diese der Vektornorm zugeordnete Matrixnorm

ist mit der Vektornorm vertraglich , das heif3t
|Az]| < ||A|l«||z]] VA € R™ ™ und b € R"™

submultiplikativ , das heif3t

IA- Bll« < [|All« - [Bll« VA, B €R™"

und es gilt [|1]]. = 1.

Beispiele fiir eine Vektornorm und eine zugeordnete Matrixnorm sind:

o Der Maximum-Norm ||z s = max;<;<, |z;| ist die Zeilensummen-Norm || A s = maxi<i<n > p—y |Gk

zugeordnet.

o Der Summen-Norm |[z|j; = >, |2;| ist die Spaltensummen-Norm || Alj; = maxi<g<n Y1y |Cik]

zugeordnet.

o Der euklidischen Norm ||z||2 = /Y, 27 ist die Spektralnorm [|A||s = /p(AT A) zugeordnet, wo-
bei p(B) = max{|\| | A ist Eigenwert von B}. Also ist || A||3 gleich dem betragsgrofiten Eigenwert

von AT A.
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4.2. Storungslemma

Lemma 4.2 (von Neumann’sches Storungslemma)
Seien || - || eine Vektornorm im R™ bzw. die zugeordnete Matrixnorm und B € R™*" mit ||B]| < 1.

Dann ist 1 + B regular und es gilt

1

L+ B) ™| £ ——=
L—|B]

Beweis. Mit der Dreiecksungleichung folgt fiir jedes = € R™

(X + B)z| = [lx + Bz

> |lz|| - [|B||

> [l = (1Bl (1)
= [lzll(t =Bl

>0

Also gilt (1 + B)z = 0 genau dann, wenn = 0. Somit ist 1 + B reguldr. Aus Gleichung (1) hat man
lyll =12 + B)(X = B) "'y > (1 = IB])II(L + B) 'y

und damit

11+ B)" 'yl 1
[yl 1Bl

fur alle y € R™\{0}. Dies zieht unter Beachtung der Definition der zugeordneten Matrixnorm die zweite Be-

hauptung des Lemmas nach sich. O

4.3. Kondition

Satz 4.3
Es seinen A € R™ " reguldr, AA € R"*", b € R™"\{0}, Ab € R” und || - || eine Vektornorm in R™
bzw. die zugeordnete Matrixnorm. Falls [|[A7Y|| - ||AA|| < 1, dann ist A + AA regulér und es gibt

eindeutig bestimmte Vektoren x, Az € R™, so dass
Az =b und (A+ AA)(x+ Az)=0b+ Ab (2)

und

Azl _ _[lA]- 1A~ {|AA|| Ab||}
ol = 1= [[AAA= U Al 161l
Beweis. Mit B = A"*AA ergibt sich

A+AA= A+ B)
IBIl = [[AT"AA] < [[AT[|AA] < 1
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Wegen Lemma 4.2 ist 1 + B = 1 + A~ AA regular und

1 1

1+B)7Y < <
I@+B)7I < 737 < T Ay

Damit ist auch A(1 + B) = A + AA regulir, es gilt £ = A™'b sowie Az = —x + (A + AA)" (b + Ab) und

A+ 847 = A+ B) = L+ B A7 <

S ——r 4
TV LG (4)

Aus Gleichung (2) erhélt man durch Substitution und weiter wegen der schon gezeigten Regularitdt von A+ AA

(A+ AA)Az = Ab— AAx
Az = (A+AA) ' (b+ Ab)

Mit Gleichung (4) folgt

|Az] < 1A+ A4)H|[|Ab — Ada]|
1 1
< ||A Ab|| + [|AA] ||z
T VLG (LG R V[

Wegen || Az|| = ||b]| liefert dies

[Az] A~ { [Ab] [ Az]]
< + [|AA]
el = 1= [AA[[A= L (=l [lo]
Da ||Az|| < ||A||||z|| hat man schlieBlich Gleichung (3). O
Definition 4.4 (Konditionszahl)
Es sei A € R™*" reguldr und || - || eine Matrixnorm. Dann heifit
cond(A) = [|A]| - |A7"|

die Konditionszahl der Matrix A in der gewéhlten Norm.
Satz 4.5
Es sei A € R™™" regulir und || - || eine Vektornorm in R™. Fiir die zugeordnete Matrixnorm und

die damit gebildete Konditionszahl cond(A) gilt:

mameH:l ||A.’17||
d(4) = —————
cond(4) min s || Az

und eine untere Schranke fiir den relativen Abstand der zu A néchsten singuldren Matrix

]
4]

B e R™" singuléir} > cond ™! (A)

» Bemerkung 4.6
Falls cond(A) grof ist, heift die Matrix A bzw. das lineare Gleichungssystem Az = b schlecht

konditioniert , andernfalls gut konditioniert .

Sei & so gegeben, dass der Defekt ||AZ — b|| klein ist. Selbst dann muss man bei grofier von A damit
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rechnen, dass

[l — ]|

]

grof ausfallt.
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Kapitel IV

Kondition von Aufgaben und Stabilitit von

Algorithmen

1. Maschinenzahlen und Rundungsfehler

Ein Computer kann nur endlich viele Maschinenzahlen in normalisierter Gleitpunktdarstellung
zZ =0 - d()dl...dt,1 - b°

exakt speichern, wobei
e b e N mit b> 2 die Basis
o dody...d—1 mit do,dy,....,ds—1 € {0,...;b — 1} die Mantisse mit den Ziffern d;
e t € Nmit ¢t > 1 die Mantissenlange
e e € Nmit —m < e < M der Exponent
o o € {+1,—1} das Vorzeichen

bedeuten. Zusétzlich ist 0 eine Maschinenzahl. Mit M = M(b, ¢, m, M) wird die Menge aller Maschinen-
zahlen bezeichnet. Jede andere Zahl x € R, die im Computer gespeichert werden soll (auch Zwischen-
ergebnisse), wird vorher auf eine Zahl rd(x) € M so gerundet, dass der durch die Rundung entstehende
relative Fehler durch

|rd(z) — x| .|z — x|

= min
|| zeM |z

firz e R\ M

gegeben ist.

Lemma 1.1
Fiir jedes z € R\{0} mit b=™ < |z| < bM gilt

|rd(z) — = < eps = lbl—t
Ed 2

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei x > 0. Dann gibt es Zahlen e € Z mit m < e < M und eine
(gegebenenfalls unendliche) Ziffernfolge (xx) C {0,...,b — 1}, so dass

T = (TOT1 .- Lt—1T4Teg1...) - b°
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Damit folgt

Ird(z) — 2| < gbe—i

_ e—t+1
|rd(z) — z| < b
|| - 20

11y
<=b O
-2

Die Zahl eps wird als Maschinengenauigkeit bezeichnet und gibt den maximalen relativen Rundungs-

fehler fiir « € [—b™,bM] an.
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2. Fehleranalyse Kapitel IV: Kondition von Aufgaben und Stabilitdt von Algorithmen

2. Fehleranalyse

2.1. Die Kondition einer Aufgabe
Unter Aufgabe wird hier die Auswertung einer zumindest stetig differenzierbaren Abbildung
d:D—-R"

verstanden. Die Losung der Aufgabe fiir ein Argument a € D C R™ besteht also darin, ®(a) zu ermitteln.
Wir interessieren uns nun fir die Frage, welchen Einfluss ein Fehler in a (also die Verwendung der
Maschinenzahl rd(a) statt a) auf das Ergebnis ®(a) bei ansonsten exakter Rechnung hat. Dazu bezeichne
a € D das fehlerbehaftete Argument. Fiir a nahe bei a erhélt man aus der TAYLOR-Formel

(a) — ®(a) ~ Vd(a) (@ — a) = (82;@)i-1 (a—a)
T

und damit (unter der Bedingung a; # 0 und ®(a); # 0)

(I)i a) - (I)i(a) 8aj

) (- ~ _a; 0%i(a) dj —a
) = 1
_ (a] a]) Z <I>Z(a) aaj aj ( )
Jj=1 Jj=1
Definition 2.1 (relative Konditionszahlen, gut/schlecht konditioniert)
Es seien D C R, ® : D — R™ stetig differenzierbar und ¢ € D mit ®(a) # 0. Dann heiflen

Qj 6<I>Z (CL)
®,(a) Oa,

relative Konditionszahlen der Aufgabe ®(a). Die Aufgabe heifit gut konditioniert , wenn alle diese

Konditionszahlen klein sind, sonst schlecht konditioniert .

Mit Gleichung (1) folgt

Bei einer gut konditionierten Aufgabe verhalt sich also der relative Fehler des Ergebnisses etwa wie die

relativen Fehler der Eingangsdaten.
m Beispiel 2.2

(a) Mit ®(a) = v/a fir a > 0 erhilt man m =n =1 und
o b
va2ya

Die Aufgabe ist fiir alle a > 0 gut konditioniert.

1

Kll = 9
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(b) Mit ®(a) = a1 + ag fiir a3 + az # 0 und ag # 0 erhdlt man m = 1, n = 2 und

a;
a1 + as

Klj =

-1‘ fiir j = 1,2

Die Aufgabe ist schlecht konditioniert, falls a; + as ~ 0. Selbstausloschung bei Subtraktion

etwa gleich grofler Zahlen, zum Beispiel:

a1 = 1.23456789 a1 = 1.234567885
as = —1.23456788 do = —1.23456788
= a1 +ag = 1078

= d, +dy=-05-10"8

Der relative Fehler des Ergebnisses betragt Gitde—(atag) 0.5, also 50%)!

a1+az
2.2. Stabilitidt von Algorithmen

Nun wird untersucht, wie sich die Rundungsfehler in einzelnen Rechenschritten eines Algorithmus aus-
wirken. Dazu wird die Aufgabe ® : D C R — R™ zu Grunde gelegt. (m = 1 ist keine Einschrinkung,
da die folgende Untersuchung auch fiir weitere Komponenten analog moglich ist) und ein allgemeiner
Algorithmus mit stetig differenzierbaren Abbildungen r; : R®*! — R (mit i = 0, ..., N) betrachtet.

m Algorithmus 2.3
Input: a

Yo ro(a)

ri(a, yo)

<
=
I

Output: yy (= ®(a) bei exakter Rechnung)

Es stellt sich damit die Frage, wie sich die Rundungsfehler in in yo,...,yn_1 auf das Ergebnis des
Algorithmus auswirken. Dazu betrachten wir die rekursiv definierten Restabbildungen Ry, : R*T++1 R
(k=0,...,N — 1) mit

RNfl(aay()? "'7yN71) = TN((I/!/O» "'7yN71)

RN—Q(aay(h --~7Z~/N—2) = TN(a”y07 s YN -2, TN(a’ay(h "'7yN—2))

Rea,yo) = ...

Fir £k = 0,..., N — 1 wird nun die Kondition der durch yx — Rg(a,yo,...,yx) definierten Abbildung
betrachtet, um festzustellen, wie sich Rundungsfehler in y; auf das Ergebnis yy auswirken.
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Definition 2.4 (relative Konditionszahlen, stabil, instabil)
Die Zahlen

Yk 8Rk(a7y0a"'7yk)
AKy = - 2
b Rk(a>y07“'ayk) ayk ( )

heiflen relative Konditionszahlen des Algorithmus 2.3 beziiglich der Zwischenergebnisse yi. Der

Algorithmus 2.3 wird stabil (oder gutartig) genannt, wenn alle diese Konditionszahlen nicht we-

sentlich grofler sind als die Konditionszahlen der Aufgabe ®(a). Andernfalls heifit der Algorithmus

instabil .

m Beispiel 2.5

Um die gréfere Nullstelle des Polynoms x2? + 2px + ¢ zu bestimmen, kann man

(a) ®(p,q) = —p+ /p? — q oder

(b) ©(p.g) = ——L=— (entsprechend dem Satz von VIETA, sofern p? #q)

p—+/p%—q

verwenden. Wir setzen dabei
p>>1>¢>0 (3)

voraus. Die relativen Konditionszahlen zur Aufgabe ®(p, q) ergeben sich zu

Ky = p<—1+ p >|: p (‘\/ZJQ—Q+]D>|
P+ VP —q VPt =4 VPP —a\ VP—q
VP? —q

Ky — q 1 _|aptvrP -9 1
—p+Vp*—q2y/p*—q —4q 2v/p* —¢q

p+vVp?—q
2v/p? —q

Also sind die Aufgaben ®(p, q) und ©(p, q) fir Gleichung (3) gut konditioniert. Die Umsetzung der

~1

Aufgabe ®(p, q) erfolge mit dem Algorithmus

Yo=PP Y1=Y—q Y2=+Y1 Ys=-DP+u (4)

Es ergibt sich N =3, n =2, Ra(p,q,%0,¥1,Y2) = —p + y2 und

_ Yo ORy(p,q,y0,y1,%2) | | w2 | VPP—gq
AKy = = 1 = >>1
Ra(p, 4, y0,Y1,Y2) Y2 —p+ Y2 —p+p2—q

fir Gleichung (3). Der Algorithmus Gleichung (4) ist daher dann numerisch instabil. Betrachten

wir nun den Algorithmus

q
Yo=pP Y1=Y—q Y2=VU1 Ys=-D—Y2 = (5)
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Es ist N = 4. Die Restabbildungen lauten dann

q
Rd(pv qu()7y17y27y3) - —
Y3

_ 7

—DP =Y

7

P =V
q

R » Uy -

Unter der Bedingung Gleichung (3) sind die Konditionszahlen AKj, ..., AK3 kleiner gleich 1, so

dass der Algorithmus Gleichung (5) dann numerisch stabil ist. Unter anderen Bedingungen kann

RQ(p7q7y07y17y2) =

Rl(pa Q7y07y1) -

das Stabilitdtsverhalten der Algorithmen Gleichung (4) und Gleichung (5) anders sein, so dass bei

der Implementierung eine Fallunterscheidung notwendig ist.
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Kapitel V
Newton- Verfahren zur Losung nichtlinearer

Gleichungssysteme

Seien D C R™ und F' : D — R™. Dann heifit z* € D Nullstelle der Funktion F, wenn F(z*) = 0 gilt.

Wir interessieren uns fiir Methoden zur Bestimmung einer solchen Nullstelle.

Satz 0.1 (Taylor-Formel mit Integralrestglied)
es seien D C R™ offen und konvex sowie F': D — R™ stetig differenzierbar. Dann gilt

F(@) = )+ F)e =9+ [ (Fl+ty—-2) - F @)@
fiir beliebige x,y € R™.

Beweis. Sei I C R ein offenes Intervall. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt fiir eine
stetig differenzierbare Funktion ¢ : I — R die Beziehung

t
o) = o0+ [ s )
0
fiir alle t € I. Seien f: D — R stetig differenzierbar und z,y € D. Dann gibt es ein offenes Intervall I D [0, 1],

so dass ¢ : I — R durch ¢(t) = f(y + t(z — y)) wohldefiniert und stetig differenzierbar ist mit ¢'(t) =
' (y+tlx —y))(z — y). Mit Gleichung (1) folgt damit fiir ¢t = 1

(&) = F@) + )@ —y) + / (F v+ — ) — I'0) (@ — y)r

Setzt man noch f = F; fir i = 1, ..., n, so folgt die Behauptung komponentenweise. O
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1. Das Newton-Verfahren

Das NEWTON-Verfahren beruht auf der Idee, die Gleichung F'(z) = 0 fiir eine gegebene Niherung y € R™

einer Nullstelle durch die linearisierte Gleichung
Fly)+ F'(y)(x—y) =0

zu ersetzen, eine Losung x dieser Gleichung (sofern moglich) zu berechnen und als neue Naherung fiir

die Nullstelle zu verwenden.

m Algorithmus 1.1 (Newton-Verfahren)
Input: z° € R™, ¢ > 0 und F in geeigneter Form

k=0
do while [|[F(2*)| >¢

compute ah+l

F'(x®)(x — 2%) + F(2F) =0
k =k + 1
end do

D O W N

Output: z*

Vorausgesetzt F' ist differenzierbar, dann ist dieses Verfahren durchfithrbar, wenn alle auftretenden

Matrizen F’(2*) € R™ ™ invertierbar sind.

m Beispiel 1.2
Sein = 1. Aus F'(z*)(z—2%)+ F(2*) = 0 erhiilt man eine eindeutige Losung x*+1, falls F'(x*) # 0.
Es folgt dann durch Umstellen

Speziell sei F': R — R gegeben durch F(x) = e=® — 2 und 2° = 0.5. Damit erhélt man

z' = 0.5663...

z? = 0.56714316...

23 = 0.567143290409781....
z* = 0.567143290409784...

also lokal sehr schnelle Konvergenz. Es werden nun Voraussetzungen dafiir angegeben.
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Satz 1.3

Es sei D C R"™ offen, F : D — R™ differenzierbar und z* € D eine reguldre Nullstelle von F', das
heifit F(2*) = 0 und F’(x) ist regular. Weiter sei F’ : D — R™*"™ LIPSCHITZ-stetig in D, das heifit
es gibt ein L > 0, so dass

|F'(z) = F'()ll < Lllz —yl| Vz,y €D (1)

Dann gibt es eine Kugel B(z*,d) = {x € R™ | ||z — z*|| < §} C D um z*, so dass Algorithmus 1.1
fiir jeden Startvektor #° € B(z*,§) wohldefiniert ist. Falls der Algorithmus eine unendlich Folge
{z*} erzeugt und § > 0 hinreichend klein ist, dann konvergiert {z*} gegen x* und es gibt ein
C > 0, so dass

[a**t — 2*|| < C|lz* — 2*|? (2)
fiir alle k € N gilt.
Beweis. Da F' stetig in der offenen Menge D ist, gibt es 61 > 0 und M > 1, so dass B(z*,81) C D sowie

F'(z) regulir und |[F”(z)"'|| < M V€ B(z",6) (3)

Weiter folgt wegen Satz 0.1 und Gleichung (1)

< SML* — 2|
Sei nun 6 € [0,4;) so gewahlt, dass M LS < 1. Dann folgt mit z* € B(z*,d) C B(z*, 1)

"+ — o < SMLJ* —o"|P < Zfla* — 7| )
Fiir 2° € B(z*,d) erhilt man damit und mit Gleichung (3) induktiv, dass der Algorithmus 1.1 durchfiihrbar ist
und {z*} C B(x*,d). Aus Gleichung (4) folgt daher die Konvergenz der Folge {z"} und Gleichung (2) fiir alle

keN. ]

Die Konvergenz der Folge {z*} gegen * zusammen mit der Eigenschaft Gleichung (2) wird als Q-quadratische

Konvergenz der Folge {2*} gegen 2* bezeichnet.
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» Bemerkung 1.4
Es gibt zahlreiche Modifikationen des NEWTON-Verfahrens, zum Beispiel

« Sekantenverfahren fiir n = 1: Dabei wird der Anstieg F'(z*) der Tangente y = F'(z*)(x —
z*) + F(z*) an den Graphen von F im Punkt (z*, F(2*)) durch den Anstieg

F(a*) - F(z*1)
ok — ph—1

der Sekante durch die Punkte (z¥, F(z*)) und (z*~1, F(2*~!)) des Graphen von F ersetzt.
Unter Voraussetzungen wie in Satz 1.3 ldsst sich in einer Umgebung einer reguléren Nullstelle
x* die Konvergenz des Sekantenverfahrens gegen z* zeigen, genauer gibt es ¢, > 0 und
k € (0,1), so dass

||xk —z¥|| < KT

fiir alle Startwerte z°, 2! € B(z*,§) mit 20 # ! gilt, wobei 7 = 1+2‘/5. Die Folge {x*} ist mit

der R-Ordnung 7 gegen x* konvergent.

 Quasi-Newton-Verfahren: Hier wird F'(z*) durch eine Matrix By € R™ ™ ersetzt, so dass

die Quasi-NEWTON Gleichung (oder Sekantengleichung)
By (z* — 271 = F(a®) — F(z*1)
erfiillt ist, Speziell leistet dies etwa das BROYDEN-Verfahren mit

(F(l,k) ~ F(ab1) — By (aF — qu))(xk _ kT

B = Bi-1 + (zF — gh—1)T (gh — k1)

k+1

¢ Inexakte Newton-Verfahren: Dabei ist x so zu wahlen, dass

1F () + F' (@) (@ = 2P| < qel| P ("]

mit einer Nullfolge {gx} C [0,1). Speziell lassen sich in diesem Rahmen Verfahren analysie-
ren, bei denen etwa F’(z*) durch eine Differenzapproximation ersetzt wird oder das lineare

Gleichungssystem des NEWTON-Verfahrens nur ndherungsweise gelost wird.
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2. Gedampftes Newton-Verfahren

Es wird eine Moglichkeit zur Erreichung globaler Konvergenzeigenschaften des NEWTON-Verfahrens

vorgestellt. Dazu verwenden wird die Funktion

R™ — R

z = | F@)l3

d(z) :

zur Beurteilung der Giiter der Ndherung z. Falls F'(z) reguldr und d(x) € R™ die NEWTON-Richtung
im Punkt z ist, das heifit die Gleichung F'(x) + F’(z)d = 0 16st, dann folgt

¢'(z)d(x) = F()" F'(z)d(x) = F(x)" F'(z) (- F'(z) "' F(z)) = =2¢(z) < 0 (1)
und
d(z +td(z)) = d(z) + td'(2)d(z) + o(t)
= ¢(z) — 2td(x) + ot) (2)
=(1-2t)d(z) + o(t)

das heifit ¢(z +td(z)) < d(x) fir alle ¢ > 0 hinreichend klein. Die NEWTON-Richtung d(z) ist also eine

Abstiegsrichtung von ¢ im Punkt x. Die Idee besteht nun darin, eine Iteration der Form
of = b 4 d”

durchzufiihren, wobei d¥ = d(z*) die NEWTON-Richtung im Punkt x* und ¢, > 0 eine Schrittweite ist,
die so gewihlt wird, dass zumindest ¢ (z*+1) < d(2*) gilt. Zur Bestimmung einer geeigneten Schrittweite

wird im folgenden Algorithmus die ARMIJO-Schrittweitenstrategie verwendet. Dazu sei
- 111
={27"|ieN} =<1,/ ...
s={z1ien) = {1535

m Algorithmus 2.1
Input: 2° € R", £ >0, ¢ € (0,1) und F in geeigneter Form

1 k=20

2 do while |F(z%)| >¢

3 compute dF

4 F'(z*)dk + F(z*) =0

5 compute t; = max{t€ S |d(xF+td") < (1—qt)Pp(z*)}
6 ghtl = gk + ¢.dF

7 k=k +1

8 end do

Output: z*
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Zur Formulierung des folgenden Satzes wird die Niveaumenge
W(zo) = {z € R" | $(2) < b(2”)}

bendtigt.

Satz 2.2

Es sei F': R® — R"™ differenzierbar. Weiter sei F’ : R™ — R™*" lokal LIPSCHITZ-stetig und F’
regulir fiir alle x € W (z"). Dann ist der Algorithmus 2.1 wohldefiniert. Falls die vom Algorithmus
erzeugte Folge {z*} eine gegen x* konvergente Teilfolge besitzt, so gilt F(z*) = 0 und es gibt
ko € N, so dass t, = 1 fiir alle k > kg (Ubergang ins ungedampfte NEWTON-Verfahren). Aulerdem

konvergiert {z*} dann Q-quadratisch gegen x*.

Beweis. Sei z* € W(z°). Dann folgt nach Voraussetzung die Regularitit von F’(z"). Somit ist die NEWTON-
Richtung d* = d(z") und (unter Beachtung von Gleichung (2)) die Schrittweite t;, € S wohldefiniert. Also gilt
G(zF) < ¢(2*) und somit " € W(z®). Die Wohldefiniertheit des Algorithmus folgt damit induktiv, da
z° € W(z?).

Wir zeigen nun, dass F(z*) = 0. Sei 6 > 0 zunéchst beliebig gewdhlt. Mit Satz 0.1 und Gleichung (1) folgt

b+ td(x)) = D) + 10 (2)d(z) + / (6@ + sta(@) — ') Jtta)as
) (3)
=(1-2t)d(z) + / (d)'(:c + std(x)) — d)'(x))td(m)ds

fiir alle € B(z*,§). Nach Voraussetzung sind F und F’ stetig in R™. Wegen 2* € W (z°) ist nach Voraus-
setzung F’(z*) reguldr. Wir kénnen damit 6 > 0 klein genug voraussetzen, so dass die Abbildung = +— d(z) =
—F'(x)7'F(z) stetig in B(z*,d) ist. Daher gibt es ¢ > 0 mit

ld@)| <c Ve B(z",o) (4)

Die lokale LipscHITZ-Stetigkeit von F’ zieht die lokale LIPSCHITZ-Stetigkeit von ¢’ = F'T F’ nach sich, das heifit
es gibt ein L > 0, so dass

19" (z) — &' (W)l < Lllw —yll Va,y € B(a",4) (5)

Da zumindest eine Teilfolge {x*}n von {z*} gegen z* konvergiert, gibt es wegen Gleichung (4) ein ¢ > 0 und

ein ko € N, so dass
a* 2* 4 td(«*) € B(z*,8) Vk € N mit k > ko und alle t € [0, 1] (6)
Somit liefert Gleichung (3) unter Beachtung von Gleichung (4) und Gleichung (5)
b(z" + td(z")) = (1 - 2t) + Jnax {10 (=" + std(a")) — &' (=")||} t]ld(=")]|
=(1-2t)$p(z") + °Lc?

fur alle t € [O,g] und alle ¥ € N mit k > ko. Um die Schrittweitenbedingung vom Algorithmus 2.1 zu realisieren,

muss ¢ als grofites Element aus S bestimmt werden, so dass

b(z" + tud(z")) < (1 - gtr) (")
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gilt. Daraus folgt dann fiir k € N und k > ko

[ Q-9
tk 2 min {t, 2[/02}

Angenommen ¢(z*) > 0. Dann zieht dies ¢(z*) > 2¢(z*) fiir unendlich viele k € N nach sich. Also gilt

tsz—min{t,@_f[)j;(m}>0

fiir unendlich viele k € N. Da {¢(z*)} monoton fillt und unendlich oft
O(a) = b(a" + trd(2")) < (1 - gti)b(z") < (1 - qi)d(a")

erfiillt ist, muss {d(z")} gegen 0 konvergieren. Die Stetigkeit von ¢ zieht dann ¢(z*) = 0 (und damit einen
Widerspruch zur Annahme) nach sich. Also ist z* eine Nullstelle von F'.

Nun wird der Ubergang ins ungeddmpfte (tr = 1) NEWTON-Verfahren gezeigt. Mit Satz 0.1 erhélt man

F(a* +d%) = F(z") + F'(z")d" + /1 (F'(mk +sd") — F/(:ck))dkds (7)

Mit den getroffenen Glattheits- und Regularititsvoraussetzungen ist F'(z) regulér fiir alle z € B(x™*, ) (fiir §
hinreichend klein) und es gibt Zahlen Lo, M > 0, so dass

I1F' (@) = F'()]l < Lollz — yl|
IF" (@)~ < M

fiir alle z,y € B(z*, ) gilt. Fiir k € N hinreichend groB folgt (unter Beachtung von F(z*) 4+ F'(z*)d* = 0)
" < 1F" (") T IIF @) < ME(")]| (8)
und (unter Beachtung von F(z*) = 0 und limgen 2* = 2*)
IF' (" + sd*) — F'(2")]| < Lo||d"|| < LoM||F(a")|| Vs € [0,1]
Aus Gleichung (7) erhdlt man damit fiir £ € N hinreichend grof§

|F(z* +d")| < Slél[%)i] {||F/(xk + sd™) — F/(Ik)H} Id¥|| < LoM?||F(z*)|?

Wihlt man § > 0 auch so klein, dass ||F(z)| < Ly'M~2/T — q fiir alle € B(z*,§), dann folgt weiter

[ (2" +d")| < /1 = qllF ("))

und damit
d@" +d*) < (1-q)d(a") (9)

Fiir § > 0 hinreichend klein zieht also ¥ € B(z*,d) nach sich, dass tx = 1 und wegen Gleichung (8) auch dass
oF T =2k 4+ d* € B(z™,9).

Da unendlich viele Iterierte der Folge {z*} in der Kugel B(z*,d) liegen, gilt Gleichung (9) fiir unendlich viele
k e N. Wegen ¢(z**1) < ¢(z¥) fiir alle k € N, folgt limy 00 d(z¥) = 0. Da ¢ stetig ist, muss z* eine Nullstelle
von ¢ und damit von F sein. Satz 1.3 liefert damit schlieBlich die Q-quadratische Konvergenz der Folge {z*}
gegen ™. O
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lineare Optimierung

Seien ¢ € R™, g € R, b € R™ und A € R™*™ gegeben sowie
Gp={zeR"| Az =b,x > 0}
Die Aufgabe einen Vektor z* € Gp zu finden, der
c'a* <clas VYeeGp (1)

geniigt, wird als lineare Optmierungsaufgabe in Standardform bezeichnet. Kurz schreibt man dafiir

¢’z +co—min  bei Az =b,x >0 (2)

Jeder Vektor z* € Gp mit der Eigenschaft Gleichung (1) heifit optimal oder Losung der Aufgabe

Gleichung (2). Weiter bezeichnet man Gp als zuldssigen Bereich und die durch

flx)=c"z +co

definierte Funktion f : R™ — R als Zielfunktion . Allgemein kann man eine lineare Optimierungsaufgabe
auch weitere Ungleichheitsnebenbedingungen (etwa Cz < d) enthalten, nicht alle Variablen miissen
vorzeichenbeschrankt sein, auch kann es sein, dass die Zielfunktion nicht minimiert sondern maximiert
werden soll. Jede solche Aufgabe kann durch geeignete Umformungen bzw. zusétzliche Variablen in eine

Aufgabe in Standardform tiberfithrt werden.

m Beispiel 0.1
Aus 3 Heizgasen soll durch Mischen ein Gas gewonnen werden, so dass das Mischgas moglichst
preiswert ist und sein Heizwert zwischen 1.7 Mcal/m3 und 2 Mcal/m?® sowie einen Schwefelgehalt

von héchstens 2.8 g/m? besitzt. Dabei gelte

Gas Heizwert in | Schwefelgehalt Preis in
Mcal/m? in g/m3 EUR/m?

1 1 6 10

2 2 2 25

3 1.5 3 20

e Variablen: ; Anteil des Gases i an 1 m® Mischgas
e Zu minimierende Zielfunktion: f(z) = 10x; + 25x2 + 20x3

e Nebenbedingung Heizwert: 1.7 < x1 + 2z9 4+ 1.5x3 < 2
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e Nebenbedingung Schwefelgehalt: 6x1 + 2z5 4+ 3x3 < 2.8

3

e Nebenbedingung Anteil zu einem m°: x1 + 2 + 3 = 1 und z1,z2, 23 > 0

Zur graphischen Lésung kann man 3 = 1—x1 — x5 eliminieren. Dies ergibt —10x1 +5,2+20 — min,
bei

T1 — 22+ 04<0
—x1+ax2—1<0
3r1 —22+0.2<0

1+ —1<0

1,72 >0

Aus der graphischen Darstellung des zuléssigen Bereiches und Parallelverschieben der Niveaulinie

der Zielfunktion
—2x1+ 10 =¢C

erhéilt man das minimale ¢, bei dem die Niveaulinie und der zulédssige Bereich noch den gemeinsamen
Punkt (z3,23) = (0.1,0.5) haben und ¢ = 0.3. Zur Uberfithrung der Optimierungsaufgabe in

Standardform fiigt man nicht-negative Schlupfvariablen yi, ..., y4 hinzu:

1 —x2+y1 +04=0
—r1+x2+y2—1=0
311 —22+y3+02=0
r1+r2+ys—1=0
z1,29 > 0

Y1,Y2,Y3, Y4 >0

FEine andere gegebenenfalls erforderliche Umformung, um aus einer gegebenen linearen Optimie-
rungsaufgabe deren Standardform zu erhalten, betrifft die Substitution von nicht vorzeichenbe-

schrankten Variablen, so kann w € R etwa durch
w=u—v mit u,v>0

ersetzt werden.
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1. Ecken und ihre Charakterisierung

Definition 1.1 (konvex, konvexes Polyeder)

Eine Menge G C R™ heifit konvex , wenn

A+ (1-Nyed (1)
fiir beliebige z,y, A € G x G x (0,1) gilt. Gilt mit gewissen d € R? und C € RP*"™ dass
G={zeR"|Cx<d}

so heiflit G konvexes Polyeder .
Definition 1.2 (Ecke)
Seien G C R™ und z € G gegeben. Dann heifit z Ecke von G, wenn

1 +1 g =
Frtoy=z=z=y=z

fiir alle z,y € G gilt.

Definition 1.3 (Basislosung)

Sei rang(A) = m. Ein Vektor * mit Az = b heifit Basislosung von Gp, wenn es Indexmengen
B,N CI=/{1,..,n} gibt so dass

e BUN=I,BNN =0und |B|=m
e Ap reguldr und
e zny =0
Eine Basislosung z heifit zuldssig , wenn weiterhin x > 0 gilt.

Eine zuldssige Basislosung = wird nicht entartet genannt, wenn zp > 0 (das heifit z; > 0 fur
i € B). Andernfalls, wenn ein j € B existiert mit z; = 0, so heifit = entartet . Die zu i € B bzw.

1 € N gehorenden Variablen x; werden Basisvariable bzw. Nichtbasisvariable zur Basislosung =

genannt.

Satz 1.4

Sei rang(A) = m. Dann ist jede zuléssige Basislosung von Gp eine Ecke von Gp und umgekehrt.
Beweis. Sei x eine zuldssige Basislosung von Gp. Falls © = %:c + %y fir z,y € Gp gilt, so folgt wegen =,y > 0
und zn = 0, dass

sNn=ynv =zn =0 (2)
Damit und wegen x € Gp sowie der Regularitit von Ap erhilt man weiter

b= Ar = Aprp + AnZNn = ABTN

Ip=Az'b

3)

Analog folgt x5 = yp = Agz'b. Also ist T = x5 = ys. Daher und wegen Gleichung (2) muss = Ecke von G p
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sein.
Sei nun z Ecke von Gp und P = {i € I | z; > 0}. Angenommen die Spalten der Matrix Ap sind linear abhingig.
Dann gibt es einen Vektor w € R™\{0} mit wp\p = 0 und Aw = 0. Fiir

z(t) =z + tw

folgt Az(t) = Az+tAw = b. Wegen xp > 0 ergibt sich zp(¢) > 0 und damit z(¢) > 0 fiir alle ¢ mit |¢| hinreichend
klein. Also gibt es ein t > 0, so dass z(—t),2(t) € Gp. Da x(—t) # 2(t) und 1z(—t)+ $2(t) = = widerspricht dies
der Voraussetzung, dass x Ecke von Gp ist. Folglich ist die Annahme falsch, das heifit die Spalten von Ap sind
linear unabhéngig. Falls |P| = m, setzen wir B = P. Andernfalls kann wegen rang(A4) = m die Menge P durch
Hinzunahme von Indizes aus I \ P so zu B erginzt werden, dass die Spalten der Matrix Ap linear unabhingig

sind. Mit N = I\ B sieht man, dass z alle Eigenschaften einer zuldssigen Basislosung besitzt. |
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2. Simplex-Verfahren
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3. Die Tableauform des Simplex-Verfahrens
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4. Revidiertes Simplex-Verfahren
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5. Bestimmung einer ersten zulidssigen Basislosung
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