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Kapitel I

Das gewohnliche Iterationsverfahren

1. Fixpunkte

Seien ein Vektorraum V', eine Menge U C V und eine Abbildung & : U — V gegeben. Dann heifit
2* € U Fixpunkt der Abbildung @, falls ®(z*) = z* gilt. Die Aufgabe

O(z) ==

(eigentlich die Aufgabe, diese Gleichung zu l6sen) wird als Fixpunktaufgabe bezeichnet. Die Abbildung
® heifit Fixpunktabbildung. Im Unterschied zur Fixpunktaufgabe heifit

F(z)=0

Nullstellenaufgabe. Zu jeder Nullstellenaufgabe gibt es eine dquivalente Fixpunktaufgabe (z.B. F(z) =
0 < ®(z) =z mit ®(x) := F(z)+2z) und umgekehrt (z.B. &(z) = z & F(z) = 0 mit F(x) := &(x)—x).
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2. Der Fixpunktsatz von Banach

Der folgende Satz gibt (unter gewissen Bedingungen) eine konstruktive Moglichkeit an, einen Fixpunkt

néherungsweise zu ermitteln.

Satz 2.1 (Banach)
Seien (V, ||]|) ein Banach-Raum, U C V eine abgeschlossene Menge und ® : U — V eine Abbildung.

Die Abbildung & sei selbstabbildend, d.h. es gilt
o(U) CU.
Auflerdem sei ® kontraktiv, d.h. es gibt A € [0,1), so dass
[@(z) — @(y)l| < Allz — y|, fiir alle z,y € U.

Dann besitzt ® genau einen Fixpunkt x* € U. Weiterhin konvergiert die durch

erzeugte Folge {2z*} fiir jeden Startwert #° € U gegen z* und es gilt fiir alle k € N

A
|zF Tt — z*|| < ﬁHmkH —z"|| a posteriori Fehlerabschétzung, (2)
k+1
|zF Tt —2¥| < — |zt — 20| a priori Fehlerabschitzung, (3)
k+1 * A k * . q
|l" T — 2| < T lz® — | Q-lineare Konvergenz mit Ordnung . (4)
Beweis. Verlesung zur Analysis. O

Die in Satz 2.1 vorkommende Zahl A € [0, 1) wird Kontraktionskonstante genannt.
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3. Gewohnliche Iterationsverfahren

Durch Gleichung (1) erklarte Verfahren heifit gewohnliches Interationsverfahren oder Fixpunktiteration.

Kritisch ist dabei, ob die Voraussetzungen (® ist selbstabbildend und kontraktiv) erfiillt werden kénnen.
Dies wird in diesem Abschnitt im Fall V' = R™ mit einer beliebigen aber festen Vektornorm || - ||

untersucht. Die zugeordnete Matrixnorm wurde mit || - ||« bezeichnet.

Lemma 3.1
Sei S C R"” offen und konvex und ® : D — R” stetig differenzierbar. Falls L > 0 existiert mit

|®'(z)||« < L fiir alle z € D, (1)
dann ist ® Lipschitz-stetig in D mit der Lipschitz-Konstante L, d.h. es gilt
|®(z) — (y)|| < L|jz — y|| fiir alle z € D. (2)

Die Umkehrung dieser Aussage ist ebenfalls richtig.
Beweis. 1. Sei Gleichung (1) erfillt. Mit Satz 5.1 aus der Vorlesung ENM folgt

[®(z) — @), = ‘/ ' (y+t(x—y))(z—y)dt

<llz =yl sup [[@'@w+t-w)|,  ©)
t€[0,1]

fiir alle z,y € D. Also liefert Gleichung (1) unter Beachtung der Konvexitidt von D die Behauptung.

2. Sei nun Gleichung (2) erfiillt. Angenommen es gibt § € D mit

@ (9)

> L (4)

Unter Beriicksichtigung der Definition der zugeordneten Matrixnorm ||-||, folgt, dass d € R™ existiert mit
ld]l =1 und ||®'(9d)|| = [|2(9)],. Wendet man nun ENM mit z := § + sd und y := § an, so folgt fiir alle
s > 0 hinreichend klein

[®(9 + sd) — @(9)|| < L||sd| = sL (5)
und

[®(3 + sd) — (9)|| = ‘

_‘ / &' (§ + tsd)(sd) dt + / &' () (sd)(sd) dt — / &' () (sd)(sd) dt

> s|| @' (9d)|| — slidl| t:%pl]Hq"(?Jﬂsd) —®'(9)

/ 1 ' (§ + tsd)(sd) dt

*

= s(||®"()

— sup [|@(§ + tsd) — @' (5)

te[0,1]

)

* *

> sL,

wobei sich die letzte Ungleichung wegen Gleichung (4) und der Stetigkeit von &’ ergibt. Offenbar hat man

damit einen Widerspruch, so dass die Annahme falsch ist. O
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m Beispiel 3.2
Die Nullstellenaufgabe cos x — 2z = 0 sei zu l6sen. Eine mogliche Formulierung als Fixpunktaufgabe

ist
O(z) = z mit &(x) := —z + cosz
Offenbar ist ® : R — R selbstabbildend. Weiter ergibt sich
®'(r) = —1—sinz

Fir z € D := (0,1) gilt daher |®'(z)| > 1. Mit Lemma 3.1 folgt |®(z) — ®(y)| > |z —y| fir
mindestens ein Paar (x,y) € D x D. Somit ist ® in D nicht kontrahierend. Definiert man ® aber
durch ®(z) := 1/2cosz, so ist die Fixpunktaufgabe 1/2cosx = x wiederum zur Nullstellenaufgabe

dquivalent und es folgt

Damit hat man |®'(z)| < 1/ fiir alle x € R. Also ist die zuletzt definierte Abbildung ® kontra-
hierend auf R (und dort natiirlich selbstabbildend), so dass die Voraussetzungen des Banachschen

Fixpunktsatzes erfiillt sind. Die Fixpunktiteration mit ®(z) = 1/2cosz und z° := 1 ergibt:

z' =0.270...
22 =0.481...
23 =0.433...
z* =0.4517. ..
z° =0.4498 . ..
2% =0.45025. ..
z7 = 0.450167. ..
28 = 0.450187. ..
1 .
y
0.8 |
0.6 |
0.4 |
0.2 |
i i : i i :17 J
0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Nehmen wir an, die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes seien gegeben. Dann héngt die
Konvergenzgeschwindigkeit der Fixpunktiteration offenbar von der Kontraktionskonstanten A € [0,1)
ab. Je kleiner X ist, desto schneller ist ist die Konvergenzgeschwindigkeit. Unter Umstdnden kann die
Umformulierung einer Fixpunktaufgabe mit Hilfe einer anderen Fixpunktabbildung helfen, die Konver-
genzgeschwindigkeit zu verbessern (ggf. auf Kosten der Grofle der Menge U, in der die Voraussetzungen
des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt sind.) Ein Beispiel zu Konstruktion einer Fixpunktabbildung
mit lokal beliebig kleiner Kontraktionskonstante gibt Abschnitt 1.4. In Abschnitt 2.1 wird gezeigt, wie
Fixpunktabbildungen zu iterativen Losung von linearen Gleichungssystemen eingesetzt werden kénnen.
Im Weiteren bezeichne B(z*,r) := die abgeschlossene Kugel um «z* mit Radius r (bzgl. einer passenden

Norm).

Satz 3.3 (Ostrowski)
Seien D C R" offen und @ : D — R" stetig differenzierbar. Die Abbildung ® besitze einen Fixpunkt
xz* € D mit ||®'(2*)]|« < 1. Dann existiert r > 0, so dass das gewdhnliche Iterationsverfahren fiir

jeden Startpunkt z° € B(x*,r) gegen x* konvergiert.

Beweis. Da @ stetig differenzierbar ist und ||®'(z*)||, < 1, gibt es A € [0,1] und 7 > 0, sodass
Hq)'(m)H* <X fir alle z € B(z", 7).
Nach Lemma 3.1 gilt daher
[@(x) — W) < Az —yll fiir alle 2,y € B(z", 7). (6)
Insbesondere folgt hieraus
(|®(x) — @(z")|| = |P(z) — 2| < Alz —z”|| fiir alle z € B(z",r) (7)

und damit ®(z) € B(z*,r) fiir alle z € B(z*, 7). Also ist ® bzgl. B(z*,r) selbstabbildend und kontraktiv. Daher
liefert Satz 2.1 die gewiinschte Aussage. (]
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4. Das Newton-Verfahren als Fixpunktiteration

Sei D C R"™ offen und F' : D — R" stetig differenzierbar. Die Nullstellenaufgabe
F(z)=0

wird nun in eine dquivalente Fixpunktaufgabe iiberfithrt. Dazu nehmen wir an, dass =* eine reguldre
Nullstelle von F' ist. Wegen der vorrausgesetzten Stetigkeit von F’ gibt es 7 > 0 hinreichend klein, so

dass F'(z) fir ¢ € B(z*,r) regular ist. Damit erhilt man
Fx)=0&0=—F'(z)'F(z) v =2 — F'(z)"'F(x).
fir x € B(z*,r). Definiert man @ : B(z*,r) — R™ durch
®(x) :=x — F*(2) ' F(x). (1)

so kann das Newton-Verfahren als Fixpunktverfahren mit ® als Fixpunktabbildung interpretiert wer-
den. Ob @ selbstabbildend und kontrahierend ist, miisste noch untersucht werden. Hier soll nur die
Kontraktionseigenschaft in B(xz*,r) fiir > 1 hinreichend klein betrachtet werden. Die Eigenschaft der

Selbstabbildung ergibt sich dann wie im Beweis zu Satz 3.3.

Lemma 4.1
Sei D C R™ offen und F': D — R" stetig differenzierbar. Weiter sei z* € D eine reguldre Nullstelle

von F. Dann ist ® in o* differenzierbar mit ®'(z*) = 0.

Beweis. Wie zuvor gezeigt wurde, ist die durch Gleichung (1) definierte Abbildung ® in B(z*,r) C D hinrei-
chend kleines r > 0 wohldefiniert. Falls

o 19(@) = @) - G — )|

(2)

mit G = 0 € R™*™ gilt, folgt die Behauptung des Lemmas aus der Definition der Fréchet-Differenzierbarkeit.
Unter Beachtung von ®(z*) = z* ergibt sich

und mit Satz 5.1 aus der Vorlesung ENM folgt weiter
1
O(z) — d(z*) = F'(z)" (—F(m*) +/ (F'(z +t(z" —x)) — F'(z))(z* — x)dt) (3)
0

fiir alle xint B(z*,r). Die Stetigkeit von F’ auf der kompakten Menge B(z*,r) impliziert, dass F’ dort auch
gleichméaBig stetig ist. Also gibt es zu jedem € > 0 ein §(g) > 0, so dass auch

|z +t(z* —x) —z| < () die Beziehung ||F/(x +tz" —z) - F'(z)|| <e

*

fiir beliebige « € B(z*,r) und t € [0, 1] folgt. Damit hat man

=0

*

lim max]HF/(x +t(z" —x)) — F'(x)

z—x* t€[0,1
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und

fol (F'(z 4+ t(z* —x)) — F'(x))(z* — x)dt

lim ‘ *—0

Somit erhilt man aus Gleichung (3) unter Beachtung von F(z*) = 0 und der Regularitit von F’(z)

. [®(z) — ()|
lim =0
eozt ||z — z*||O(x — z*)

)

d.h. Gleichung (2) ist fiir G = 0 erfiillt. O

» Bemerkung 4.2

Falls F' in einer Umgebung von z* sogar zweimal stetig differenzierbar und damit ® dort stetig
< L fur alle x € DN B(z*,r(L)) gilt. D.h. die
Kontraktionskonstante der Fixpunktabbildung ® in Gleichung (1) in einer Kugel B(z*,r) konver-

differenzierbar ist, zeigt Lemma 3.1, dass | ®'(x)]|,
giert gegen 0, wenn man den Radius r gegen 0 gehen lidsst. Ferner gibt es Sétze, bei denen unter
geeigneten Vorrausetzungen eine bestimmte lokale Konvergenzgeschwindingkeit (Q-Ordnung) ge-

zeigt wird (etwa die Q Ordnung 2, wenn insbesondere @’ stetig ist und ®'(z*) = 0 gilt).




Kapitel 11
Iterative Verfahren fiir lineare Gleichungs-

systeme

Seien eine regulire Matrix A € R™ ™ und b € Rn gegeben. In diesem Kapitel werden iterative Verfahren

zur Losung des linearen Gleichungssystems
Az =b (1)

betrachtet.

1. Fixpunktiteration

Grundidee dieser Verfahren ist die geeignete Umformulierung des System Ax = b als Fixpunktaufga-
be und die Anwendung des gewohnlichen Iterationsverfahrens. Die hier betrachtete (zu Gleichung (1)

aquivalente) Fixpunktaufgabe lautet
r=x— B ' (Az —b),

wobei B € R™ " eine noch zu wihlende regulire Matrix ist. Bei Wahl eines Startpunktes z° € R

ergibt sich das gewohnliche Iterationsverfahren damit zu
=gk - BTN AF —b) = (I - B A2+ B,  k=0,1,2,... (1)
Mit den Bezeichnung M := I — B~'A und ¢ := B~'b untersuchen wir deshalb die Iterationsvorschrift
af = M2k e (2)
Die zugehorige Fixpunktabbildung ® : R™ — R™ ist damit offenbar gegeben durch

O(x) := Mz +c.
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Satz 1.1
Es sei B € R™*" regulir und mit M := I — B~ 1A gelte

A= [|M]l, <1 (3)

wobei |||, die einer Vektornorm ||-|| zugeordnete Matrixnorm bezeichnet. Dann gilt:

1. Die fiir eine beliebiges 2° € R™ durch Gleichung (2) erzeugte Folge {xk} konvergiert gegen

die eindeutige Losung xx des linearen Gleichungssystems Gleichung (1).

2. Die Abschitzungen Gleichung (2) - Gleichung (4) sind fiir alle k& € N erfiillt.

Beweis. Direkte Folgerung aus dem Banachschen Fixpunktsatz (Satz 1.2.1) g

» Bemerkung 1.2
In Satz 1.1a) kann die Folgerung Gleichung (3) durch die Bedingung

p(M) <1 (4)
ersetzt werden. Da
p(C) < |C|, fir alle C € R™™"

fiir jede beliebige zugeordnete Matrixnorm |-, gilt (vgl. Ubungsaufgabe), ist Gleichung (4) eine
schwichere Forderung als Gleichung (3). Andererseits gibt es zu jedem Paar (C,e) € R™*™ x (0, 00)

eine zugeordnete Matrixnorm ||-[| ¢ ), so dass
1Cll(c,e) < P(C) +&.
Dabei ist p(C') der Spektralradius der Matrix C € R™*", d.h.

p(C) = max |\,

i=1,...,

wobei Ay, ..., A, € C die Eigenwerte der Matrix C' € R™*™ bezeichnen. Man kann weiter zeigen,
dass Gleichung (4) auch notwendig dafiir ist, dass die durch Gleichung (1) erzeugte Folge {xk} fiir

jedes x° gegen x* konvergiert.

Um eine Matrix B zu finden, so dass einerseits der Aufwand pro Iteration Gleichung (1) niedrig und
andererseits die Bedingung Gleichung (3) bzw. Gleichung (4) erfiillt ist, betrachten wir die folgende
Zerlegung

A=L+D+R

der Matrix A, wobei D := diag(ai1,...,any) die aus den Diagonalelementen von A bestehende Diago-

nalmatrix bezeichnet und L bzw. R eine untere bzw. obere Dreiecksmatrix ist mit

10
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0 0 a2 ais cee QAin
a1 0 0 a23 N aon
L=1as; a2 O bzw. R =
0 An—1,n
an1 e o OGpop—1 0 An,n—1 0

1.1. Das Jacobi-Verfahren

Wir setzen hier voraus, dass D reguldr ist und wiahlen
B:=D ()
Damit ergibt sich die Iterationsvorschrift
af =2 — D7 (Aa" —b) = DL+ R)z* + Db, (6)
In Gleichung (2) ist entsprechend
M:=M;:=-DL+R)und c:=cy:=D"'b

zu wihlen. Dieses Verfahren heifit Gesamtschrittverfahren oder Jacobi-Verfahren. Der Aufwand pro
Schritt (Berechnung von 2! aus z*) betrigt O(n?) bei voll besetzter Matrix A und mindestens O(n),
falls A schwach besetzt ist.

Satz 1.3
Die Matrix A sei streng diagonaldominant (vgl. Definition 3.1 der Vorlesung ENM). Dann ist die
Matrix B aus Gleichung (5) regulir und es gilt

1Ml < Asp = max Z|a”| <1.

ooglh |a“|
J#z

Beweis. Die Regularitidt von B ergibt sich sofort aus der strengen Diagonaldominanz von A. Nutzt man die

Definition der Zeilensummennorm ||-||_ erhélt man sofort
_ 1
M|l =||P~'(ZL+R)|_= — il = Asp.
1Mol = [D7 L+ B, = max Dol = Ao

Die vorrausgesetzte strenge Diagonaldominanz von A sichert Asp < 1. 0

1.2. Das Gauss-Seidel-Verfahren

Wir setzen hier voraus, dass L + D regulér ist und wéhlen

11



1. Fixpunktiteration Kapitel II: Iterative Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme

B:=L+D (7)

Damit ergibt sich die Iterationsvorschrift

2"t =a2F — (L + D)"Y (AxF —b) = —(L + D) 'Ra* + (L + D) b. (8)

In Gleichung (2) ist entsprechend

M :=MGS :=—(L+ D) 'Rund ¢:=cgs := (L+D)"'b

zu wéahlen. Dieses Verfahren heifit Einzelschrittverfahren oder Gauf3-Seidel-Verfahren. Der Aufwand pro

Schritt betriigt im ungiinstigsten Fall O(n?). Verbesserungen sind méglich, wenn eine Sparse-Struktur

in A ausgenutzt werden kann.

Satz 1.4
Die Matrix A sei streng diagonaldominant (7 Definition 3.1 der Vorlesung ENM). Dann ist die
Matrix B aus Gleichung (7) regulir und es gilt

[Mesllo < Asp < 1.

Beweis. Die Regularitit von B folgt sofort aus der strengen Diagonaldominanz von A. Weiter ergibt sich

IMasllo = [[(L+D)"'R[| = sup [[(L+D)""Ryl|_.

lylloo=1
Um fiir einen festen Vektor y mit |ly||., = 1 eine Abschitzung fiir die rechte Seite zu erhalten, setzen wir
z:= (L + D)"'Ry. Damit gilt
(D+ L)z =Ry (9)
und
B I o P
1= a1 4 15Y;5-
j=1

Daraus folgt (da Asp < 1 wegen der strengen Diagonaldominanz von A)

n n
1
21| < o] E lax;|ly;| < g lai;| < Asp < 1.
11 =2 =2

Nehmen wir nun an, dass

|| < firi=1,...,k—1,

12
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fir ein k € {2,...,n} gilt. Dann folgt wegen Gleichung (9) und ||y||_, =

k—1

1
o] = o] Z“’“Z* Z awili) S T <Z|%|+ Z am) < Asp.
i=k+1 i=k+1
Somit hat man induktiv |zx| < Asp fir k =1,...,n und damit
"(L+D R?JH = ||zl < Asp
fir beliebige y mit ||y\|oo =1. 0

1.3. SOR-Verfahren

Um dieses verfahren zu beschreiben, nehmen wir an, dass fiir ein w # 0 die Matrix

1
B:=L+—-D (10)
w

reguldr ist. Damit ergibt sich die Iterationsvorschrift

htt = <L+ 1D)_1(Ax b) = M(w)z® + c(w)
Mw):=1— <L + i}DlA> = (L + iD) - (11)
und
c(w) == (L + iD) 71b. (12)

Fiir w = 1 erhédlt man offenbar als Spezialfall das Gau3-Seidel-Verfahren, so dass der folgende Satz auch

dafiir Anwendung finden kann. Man beachte dazu Bemerkung 1.2.

Satz 1.5
Die Matrix A sei symmetrisch und positiv definit. Dann ist die Matrix B aus Gleichung (10) regulér
(fiir jedes w # 0). Falls w € (0,2), dann gilt

p(M(w) <1
und umgekehrt.

Beweis. Da A positiv definit ist, gilt el Ae; = as > 0 fiir i = 1,...,n. Also ist D positiv definit und damit B

regulér fir alle w # 0.

13
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Sei A € C ein Eigenwert von M (w) und z € C" ein zugehdriger Eigenvektor. Mit
A=A— Mw)"AM(w) + M(w)" AM (w)
sowie (unter Beriicksichtigung der Definition von M und von A = AT und R = L7T)

A—MW)TAM(w)=A— I —-B 'A)TAUI - B 'A)
= AB"A+ AB'A—-AB"'AB'A
=B AT B+ BT - A)(BA)
— (B A)T (L + %D ++ip_p-p- LT))(B’lA)

w
- (B_lA)T<QD) (B~ 4)
w
ergibt sich daher

M Az = (ABT 1) (Q_TUJD) (B™'Az) + 2" M(w)" AM (w)z.

Da die Diagonalmatrix D positiv-definit ist, besitzt 2=% D dieselbe Eigenschaft fiir w € (0,2). Es folgt

w

2_7“1)) (B~14%) > 0
w

(ABTAZ)H(
und damit
Al < 1. (13)

Also gilt p(M(w)) = max;=1,...,n|\i| < 1, sofern w € (0, 2). Die Umkehrung der Aussage ergibt sich aus dem Satz
von KaHAN (* Ubungsaufgabe). O

Es ist nun naheliegend, dass man w € (0,2) so wihlen mochte, dass p(w) moglichst klein ist. Dies ist in
bestimmten Féllen ndherungsweise moglich, ansonsten beschrankt man sich auf geeignete Heuristiken
zur Wahl von w. Auf der Fixpunktiteration Gleichung (2) beruhende Verfahren werden héufig auch

Splitting-Methoden genannt. Es gibt noch weitere solche Verfahren, auf die hier nicht eingegangen

wird.

14
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2. Krylov-Raum-basierte Verfahren

2.1. Krylov-Riume

2.2. Basisalgorithmen zur Lésung von Arx = b
2.3. Das CG-Verfahren

2.4. Fehlerverhalten des CG-Verfahrens

2.5. Vorkonditionierung

2.6. Ausblick und Anmerkungen
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Kapitel I1I
Numerische Behandlung von Anfangswert-

aufgaben

1. Aufgabe und Loésbarkeit

Es seien a,b € R mit a < b, eine stetige Funktion f: [a,b] x R™ — R™ und y° € R™ gegeben. Unter
Anfangswertaufgabe (AWA) 1. Ordnung versteht man das Problem, eine stetige Funktion y: [a, b] — R™

zu ermitteln, so dass y auf (a,b) stetig differenzierbar ist und

Y(z)=f(z.y(x)) mit yla) =y’

fiir alle z € [a,b] gilt. Eine solche Funktion wollen wir Losung der AWA nennen. Kiirzer schreibt man
fiir die AWA auch

y = f(z,y) mit  yla)=y° (1)

Die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung einer AWA héngen von den Eingangsinformationen a, b, f
und 3° ab. Es gilt folgender Satz zur (globalen) Existenz und Eindeutigkeit einer Lésung auf [a, b]:

Satz 1.1 (Picard-Lindel6f: eine globale Version)
Es sein f: [a,b] x R™ — R™ stetig und es existiere L > 0, so dass

If(z,y) = f(@,2)| < Llly — 2l V(z,9),(z,2) € [a,b] x R™ (2)

Dann besitzt Gleichung (1) fiir jedes y° € R™ eine eindeutige Losung.

Die Bedingung Gleichung (2) ist eine globale Lipschitz-Bedingung an f beziiglich der zweiten Verénderlichen.
Es ist leicht, AWA anzugeben, in denen diese Bedingung nicht erfiillt ist und keine Losung in ganz [a, b]

existiert, zum Beispiel

Dafiir erhélt man fiir beliebige z,y, z € R
[f(@,y) = fla,2)| = |y* = 22 = |y + 2|y — 2]

das heifit die Bedingung Gleichung (2) kann in diesem Beispiel (global) nicht gelten. Die Losung der
AWA lautet y(x) = —1/z—1 fir € [0,1). Fiir Intervalle [0,b] mit b > 1 existiert keine Losung. Eine
Abschwichung der Lipschitz-Bedingung Gleichung (2) gestattet folgender
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1. Aufgabe und Losbarkeit Kapitel III: Numerische Behandlung von Anfangswertaufgaben

Satz 1.2 (Picard-Lindeldf: eine lokale Version)
Es sei f: [a,b] x R™ — R™ stetig und zu jeder kompakten Menge ) C R™ existiere Ly > 0, so

dass

1f(2,y) = fz, )| < Lylly — 2l V(z,y), (2, 2) € [a,0] x Y

Dann gibt es fiir jedes y° € R™ ein Teilintervall Z C [a, b] mit a € Z, so dass die AWA Gleichung (1)

auf Z eine eindeutige Losung besitzt.

Seien g: [a,b] x R™ — R stetig und n € R™. Jede explizite Differentialgleichung n-ter Ordnung

v =g(,y,9 9"y Y)
mit den Anfangsbedingungen
y@=m, y@=m y'@=n .. y" Va=n
kann mittels Substitution
vi=v, va=v, ya=vy", ... ya=y"

in eine AWA 1. Ordnung tiberfiithrt werden:

Y2
Y1 y1(a) m
Yn
Yn Yn(a) Tin
g(CE, Y1y eeny yn)
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2. Einschrittverfahren Kapitel III: Numerische Behandlung von Anfangswertaufgaben

2. Einschrittverfahren

2.1. Grundlagen

Anstelle der gesuchten Losungsfunktion y: [a, b)) — R™ einer AWA ist man an moglichst guten Naherungen
y* € R™ (k = 0,1,2,...,N) fiir die Funktionswerte y(z;) € R™ der Funktion y an Gitterpunkten
x), € [a,b] interessiert. Auf Grundlage der Paare (zx,y") (k= 0,1,...,N — 1) ist es auch moglich, eine

Niherungsfunktion y zu erzeugen (etwa durch Interpolation).

Einschrittverfahren bilden eine Klasse von Verfahren, die Niherungen y* zu erzeugen. Das Gitter

{zo,...,zn} is so gewdhlt, dass
Tro=a<x1<To<---<xIn_1<TN=0b
AuBerdem setzen wir
hy =Tp41 —xp firk=0,...,N —1

und bezeichnen hj, als Schrittweite. Falls h = hg = --- = hy_1, so heiflen die Gitterpunkte bzw. das
Gitter gleichabstdndig oder dquidistant.

Ein Verfahren zur Erzeugung einer Folge °, ..., 4 heifit Einschrittverfahren fiir das AWA Gleichung (1),

wenn
P =y 4 b ® (g, g, v hy)  fiirk =0,.., N — 1 (1)

Dabei bezeichnet ®(z,y, z, h) den Funktionswert einer Verfahrensfunktion

D :[a,b] x R™ x R™ x (0,b—a] = R™

die das jeweilige Einschrittverfahren definiert. Man beachte, dass y° bereits durch die Anfangsbedingung
in Gleichung (1) gegeben ist. Ein Einschrittverfahren heifit implizit, falls ® tatsichlich von z abhingt.

Dann ist zur Bestimmung von y**! aus Gleichung (1) die Lésung eines im Allgemeinen nichtlinearen

Gleichungssystems erforderlich. Falls @ nicht von z abhéngt, heifit das Einschrittverfahren explizit. Das

explizite EULER-Verfahren (auch Polygonzugverfahren genannt) ist gegeben durch

®(z,y,2,h) = f(z,y) (2)
das heifit
Y =yt o+ hif (e y")
Fiir das implizite EULER-Verfahren gilt die Vorschrift
y* T = o+ e f (e + B, g

Um die Giite der Niherungen 4* zu beurteilen, untersuchen wir zunichst den lokalen Diskretisierungs-

fehler eines Einschrittverfahrens.
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2. Einschrittverfahren Kapitel III: Numerische Behandlung von Anfangswertaufgaben

2.2. Lokaler Diskretisierungsfehler und Konsistenz
Definition 2.1 (lokaler Diskretisierungsfehler)

Seien y: [a,b] — R™ Losung des Differentialgleichung ¢’ = f(z,y) und ® die Verfahrensfunktion
eines Einschrittverfahrens. Fiir « € [a,b) und h > 0 mit « + h < b heifit

M) = y(o 1) = (460 + W (e y(o). (o + .1 3)

lokaler Diskretisierungsfehler und

A(z, h) _ y(x+h})L—y(x) D).y + b B) "

relativer lokaler Diskretisierungsfehler des Einschrittverfahrens.

Der lokale Diskretisierungsfehler gibt also die Abweichung zwischen exakter Losung y(x + h) an der
Stelle  + h und der Ndherung an dieser Stelle an, wobei angenommen wird, dass die Ndherung unter
Verwendung der exakten Losung y(x) (und ggf. y(z + h)) berechnet wird. Die Bezeichnung relativer
Diskretisierungsfehler ist beziiglich der Schrittweite h zu verstehen.

Definition 2.2 (konsistent, Konsistenzordnung)

Ein Einschrittverfahren heifit konsistent zur Differentialgleichung v’ = f(x,y), wenn

lim

=0 Vzé€lab)
hl0

=

fiir jede Losung y: [a,b] — R™ der Differentialgleichung gilt. Gibt es aulerdem p > 1, M > 0,
h > 0, so dass

HA(”}CLh)H < MR (2, h) € [a,b) x (0,7) mit z + h < b

fiir jede Losung y: [a,b] — R™ der Differentialgleichung gilt, so hat das Einschrittverfahren (fiir

diese Differentialgleichung) die Konsistenzordnung p.

Satz 2.3
Sei f: [a,b] x R™ — R™ stetig differenzierbar. Dann hat das explizite EULER-Verfahren die Kon-

sistenzordnung 1.

Beweis. Mit Gleichung (2) folgt
Az, h) = y(z + h) —y(z) — hf(z,y(z))

Da y die Differentialgleichung y' = f(z,y) l6st und f stetig differenzierbar ist, muss y zweimal stetig differen-
zierbar sein. Aus der TAYLOR-Formel erhalt man fir ¢ € {1,...,m}

1
Az, h)i = yi(@)h + 5! (&2, h)h® = hfi(e,y(2))
1
= Lyl (€l )R
fiir ein &;(z,h) € (x,z + h). Die Stetigkeit von y” auf [a,b] und Division durch h liefert die Behauptung mit

M = § maxi<i<m maxee(q) [|yi (€] und h=b—a. =
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2. Einschrittverfahren Kapitel III: Numerische Behandlung von Anfangswertaufgaben

2.3. Konvergenz von Einschrittverfahren

Zum Gitter G = {x, ...,x} C [a,b] mit o = a und zy = b seien y°, ...,y € R™ durch ein Einschritt-
verfahren erzeugt. Weiter bezeichne y: [a,b] — R™ die eindeutige Losung der AWA Gleichung (1). Dann

seien
e(r) = y(z) — y"
e(G) = mae(z)]
sowie
hmam(G) = k:Or,n..;.i,}](\/fl hk
definiert.

Definition 2.4 (konvergent)
Die AWA Gleichung (1) besitzt die eindeutige Losung y: [a,b] — R™. Ein Einschrittverfahren fiir
diese AWA heifit dann konvergent, falls

lim e(G;) =0
l—o0

fiir alle Gitterfolgen {G;} gilt, fiir die lim;_y o0 himaz(Gi) = 0. Gibt es auBerdem p > 1, C' > 0,
h > 0, so dass

e(G) < C hpas(G)P

fiir jedes Gitter mit . (G) < h, so hat das Einschrittverfahren fiir die gegebene AWA die

Konvergenzordnung p.

Lemma 2.5 (diskretes Gronwallsches Lemma)
Falls die Zahlenfolgen {ax}, {8k}, {vi} C [0,00) den Bedingungen

vo=0 und w41 =1 +ar)vp+6r Vk=0,...,N—1

geniigen, dann folgt

k k
Uk+1§25i-exp Z Q; fir k=0,..,.N —1
i=0 j=i+1

gilt zusétzlich ay = o > 0 und B = B > 0 fiir jedes k=0, ..., N — 1, dann folgt

v < é(exp(k:a) —1) firk=0,..,N -1
@
Beweis. Zum Beispiel durch vollstindige Induktion (vgl. Ubungsaufgabe). O

In der Literatur findet man fiir vorstehende und dhnliche Aussagen die Bezeichnung diskretes GRONWALLsches

Lemma.
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2. Einschrittverfahren Kapitel III: Numerische Behandlung von Anfangswertaufgaben

Satz 2.6

Die AWA Gleichung (1) besitze die eindeutige Losung y: [a, b] — R™. Ein Einschrittverfahren mit
der Verfahrensfunktion ® habe fiir die Differentialgleichung 3’ = f(z,y) die Konsistenzordnung p.
Es gebe ferner Lg > 0 und H > 0, so dass die Lipschitz-Bedingung

1@ (2, y,2,h) — ®(x, 9,2, h)|| < La(lly — gl + [Iz — Z[]) (5)

fiir alle (z,y, z, h), (x, 7, Z, h) € [a,b] x R™ x R™ x (0, H| gilt. Dann besitzt das Einschrittverfahren

die Konvergenzordnung p.

Beweis. Entsprechend Gleichung (1) und Gleichung (3) gilt
v =y @,y g he)
und
Y(@ri1) = y(@n) + @ (e, y(on), y(or + he), hi) + Alz, hi)

also folgt

und weiter mit Gleichung (5) fiir 0 < hy, < h = min{H, h, ﬁ}
le(zer )l < lle(zi)ll + 1Ak, hi)ll + hiLa (le(zi)l] + lle(@rr1)I])

Durch Umstellen und Beachtung der Konsistenzordnung ergibt sich

1+ hrLe M +1
< R P
le(enen)ll < TR o 4 - ©

Mit ax = 4hirLe hat man (wegen 2hi L < 1)

1+ hipLe 2hi Lo
= <1
1—hiLlo 1—hgle — T o
Setzt man weiter vy = ||e(z%)|| und B = 2Mh2T", so erhilt man aus Gleichung (6)

V1 < (1+o¢k)vk +pBr k=0,...,N—1

Nach Lemma 2.5 folgt daraus (beachte vy = |le(zo)|| = ||y(x0) = yOH =0)

k k
Vg1 < (Z/&) exp <Z ai> fuir k=0,..,.N —1
i=0 i=0

und damit

k k
lle(zret1)]] = viyr < 2M (Z hf“) exp <4Lq> Zh’)

i=0 i=0
< 2Mhimas(G)P (k41 — o) exp(4La (Tr+1 — T0))
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fir k=0,...,N — 1 sowie
e(@) <2M (b — a) exp(4Le (b — a))hmaz (G)P
Also besitzt das Einschrittverfahren die Konvergenzordnung p. ]

2.4. Stabilitit gegeniiber Rundungsfehlern

Wir betrachten das Einschrittverfahren Gleichung (1) fiir ein gleichabstédndiges Gitter (hy = h) bei
exakter Rechnung, das heifit

P =P+ h®(z, oF L R) firk=0,.., N —1 (7)
Weiter beschreibe
P°=9° und F* =gF + h®(xp, 77,75 D) v fir k=0,...,N -1 (8)

ein gestortes Verfahren, das heiBt ', ..., §V sind die tatséichlich im Computer berechneten GroSen.

Satz 2.7

Sei y° € R™ gegeben und y?, ...,y sowie ¢, ..., 4" entsprechend Gleichung (7) und Gleichung (8)
berechnet, wobei ||k || < e fiir alle K = 0, ..., N — 1 mit einem & > 0 gelte. Auflerdem sei fiir gewisse
Le,H > 0 die Lipschitz-Bedingung Gleichung (5) fiir alle (z,v, 2z, h), (z, 9,2, h) € [a,b] x R™ x
R™ x (0, H] erfiillt. Dann gibt es i > 0, so dass

€
2hLg

Hyk - ng < (exp(4Lg(zr —a)) —1) firk=0,...N

falls 0 > h < h.

Beweis. Fir 2 =y — " folgt

k+1 _ k41 ~k+1
=Y -y

=y — 7" + h(O(zk,y" ¥ ) — (k. 7,5 ) —en

z

und weiter
[ < (28] + pLadl["]| + [+

, o =4hLg und B = 2¢ hat man fiir 0 < h < h = min H, =1 die Differenzenungleichung

. .k
Mit vy = Hz ' 2Ly

V41 < (L+ a)v + 8

fir k=0,...,N — 1. Lemma 2.5 liefert

9" = [} = [|="]] = v
< 2h€L<1> (exp(k4hLg) — 1)
= ﬁ(exp(‘ll@(mk —a))—1) =

Selbst wenn die Abschédtzung in Satz 2.7 nicht scharf ist, muss man damit rechnen, dass der Rundungs-
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2. Einschrittverfahren Kapitel III: Numerische Behandlung von Anfangswertaufgaben

fehler wie 1/n wichst. Der Gesamtfehler eines Einschrittverfahrens ans einer Stelle xy, setzt sich aus dem
Verfahrensfehler Hy(wk) — ka und dem Rundungsfehler Hy’c - g’“H zusammen. Fir ein Verfahren der

Konvergenzordnung p ergibt sich also (bei dquidistantem Gitter) fiir den Gesamtfehler

ly(er) = 3% < [|y(ex) = o*|| + |lv* = 5"
< ChP? + é%

Minimiert man die rechte Seite der Abschitzung in Abhéngigkeit von h, so folgt, dass man h nicht
kleiner als ~ ?*Ye wihlen sollte. Setzt man speziell h = »+/e, dann folgt

~ € p ~ P
hP S _£ v
C —|—C’h C’exp<p 1>+C’exp<p 1)

Durch Erhéhung der Konvergenzordnung p kann man also versuchen, mit einer gréfleren Schrittwei-
te einen kleineren Gesamtfehler zu erreichen. Ein weiterer Grund fiir das Interesse an Verfahren mit
hoéherer Konvergenzordnung liegt in der Moglichkeit, die Gesamtzahl der erforderlichen Funktionswert-

bestimmungen der Funktion f zu verringern.

2.5. Runge-Kutta-Verfahren

Die Klasse der RUNGE-KuTTA-Verfahren (RKV) ist eine Moglichkeit, Einschrittverfahren mit hoheren
Konsistenz- bzw. Konvergenzordnungen zu konstruieren. Betrachten wir folgende Idee, eine Ndherung
yF*1 fiir y(zp41) aus einer Niaherung y* fiir y(xy) zu erzeugen.
Wegen y' = f(z,y) liefert der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Tr4+1
o) =y + [ Sey@)do (9

Tk

Approximiert man das Integral durch eine gewichtet Summe von Funktionswerten (vgl. NEWTON-COTES
Formeln), so ergibt sich die folgende Verfahrensidee

S

Y =P Y eif (siu(si) (10)

i=1

wobei ¢y, ..., cs die Gewichte und sq, ..., s; Stiitzstellen bezeichnen. Zur Darstellung der Stiitzstellen sei
si =xk +azh, fliri=1,..s

mit oy = 0 und den Parametern oo, ..., as. Da y(s;) unbekannt ist, ersetzt man f(s;,y(s;)) zunéchst
durch einen Parameter k%, wobei k' = f(zx,9*) ~ f(xr,y(zr)) gesetzt wird. Um y(s;) und damit

f(si,y(s;)) zu approximieren, verwendet man (bei expliziten RKV) den Ansatz
i—1
y(si) = y" + i Z Bijk?
j=1

mit Parametern 3;;. Bei sogenannten impliziten RKV lduft die Summation von j = 1 bis j = s (und

mindestens ein 3;; mit j > 1 ist ungleich 0). Fiir die Parameter o, K, Bi; ergibt sich (im expliziten
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Fall) somit das folgende Gleichungssystem

kl = f(l’k,yk)
k= f(zk + ashi,y* + hyBark?)
k> = f(xr + ashi, yk + hi(Bark' + Bs2k?)) (11)

ks = f(xk + Oéshky yk + hk(ﬁs]kl + e + ﬁs’871k(§—1))

Ersetzt man in Gleichung (10) die unbekannten Vektoren f(s;,y(s;)) durch die Ndherungen k', so hat
man das s-stufige RUNGE-KUTTA-Verfahren

yk+1 — yk + hy, chkz (12)

i=1

mit den Parametern cq, ..., ¢s. Die Verfahrensfunktion eines expliziten RKV ist damit gegeben durch

s i—1
O(x,y,h) =Y _aif [ o+ ahiy+hY Bik? (x,y,h)
i=1 =1

wobei k' = k'(x,y,h) entsprechend Gleichung (11) verwendet wird (die bei expliziten Verfahren nicht
vorhandene Abhéngigkeit der Funktion ® von z wurde weggelassen). Zum Beispiel ist das explizite
EULER-Verfahren y**+1 = y* + hy, f (21, y*) ein einstufiges RKV mit ¢; = 1.

Satz 2.8
Sei f: [a,b] x R™ — R™ stetig differenzierbar. Ein explizites RKV Gleichung (12) mit

hat dann (mindestens) die Konsistenzordnung 1.

Beweis. Sei z € R fest gegeben. Weiter sei n = y(z). Da f stetig differenzierbar ist, gibt es Ly > 0, so dass
If(,m) = f(z+ bz,n+ on)|| < Ls(|ox| + [|on]])
fiir alle (6x,6n) € R x R™ mit |6z + ||6n|| < 1. Induktiv folgt damit, dass k > 0 existiert, so dass
|| (@, n, 1) = f(a,m)|| = O(h) Vh € [0,R]
fiir alle ¢ = 1,..., s. Also gilt wegen Gleichung (13)
|@(2,n, h) = f(z, )| = O(h) Vh € [0,h]

Daraus erhdlt man (da f in [a, b] stetig differenzierbar und somit y zweimal stetig differenzierbar ist, vgl. Beweis
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zu Satz 2.3)

Satz 2.9

Sei f: [a,b] x R™ — R™ zweimal stetig differenzierbar. Ein explizites RKV Gleichung (12) mit
Gleichung (13),

i—1

Zﬁij = Oy fur ¢ = 2,...,8

=1

(14)

und

S
1
i=2
hat dann (mindestens) die Konvergenzordnung 2.

Beweis. Ubungsaufgabe O

Verwendet man zur Approximation des bestimmten Integrals in Gleichung (9) die Trapezregel, das heifit

Th41 1
[ st s 3 fanto) + o+ apton+ )
Tk
und ersetzt man f(xy,y(vx)) und f(zg + he,y(zx + hi)) im RKV durch k' = f(zg,y*) bzw. k? =
f(xy + hg, y* + hik'), dann ergibt sich ein 2-stufiges RKV mit

1

C1 =C = 7,

=1
5 P21

Oé2:1,

das heiit die Bedingungen Gleichung (13), Gleichung (14) und Gleichung (15) sind erfiillt. Also besitzt

dieses explizite RKV die Konsistenzordnung 2. es ist als Verfahren von HEUN bekannt.

Verwendet man zur Quadratur des Integrals in Gleichung (9) die SiIMPSON-Regel, das erhélt man ein
4-stufiges RKV mit folgenden Parametern (im sogenannten BUTCHER-Schema)

0 0
az | fa 1o | 1/2
as | Bs1 Bs2 = 1|0 12
g | P Paz Puas 1{o0o 0 1
€1 3 e 1/3 1/3 1/s

Dieses Verfahren hat die Konsistenzordnung 4 (sofern f hinreichend glatt).

25



3. Mehrschrittverfahren Kapitel III: Numerische Behandlung von Anfangswertaufgaben

3. Mehrschrittverfahren

3.1. Grundlagen

Bei Mehrschrittverfahren (MSV) wird eine Néherung y**! fiir y(zx,;) in bestimmter Weise aus [ vor-

k1 yFH=1 bestimmt. Um dies genau zu beschreiben, seien zusitzlich

hergehenden Niherungen y*,y
zu 30 (aus AWA) die Startwerte y',...,y'"! € R™ gegeben. Im Folgenden wollen wir von einem

aquidistanten Gitter Gy, = {xq, ..., 2 } mit Schrittweite h = b*T“ ausgehen. Ein lineares Mehrschrittverfahren

mit ! Schritten erzeugt dann fiir k = 0, ..., N — [ die Tterierte y*t! aus y*,y**1, ..., y*T!=1 entsprechend
1 !
Zauyk+u = h25uf(zk+uayk+u) (1)
v=0 v=0

wobei a,, B, (v =0, ...,1) reelle Parameter sind mit «; # 0 und ||+ |Bo| # 0. Falls 5; = 0, dann spricht
man von einem expliziten (sonst impliziten) linearen MSV. Die MSV Gleichung (1) heiflen linear, da die
rechte Seite von Gleichung (1) linear von den Funktionswerten f(zy,,y**") abhingt. Einem linearen

MSYV ordnet man sein erstes und zweites charakteristisches Polynom p: C — C und o : C — C zu durch

! !
p(z) = Za,,z” und o(z) = Zﬁuz” VzeC (2)
v=0 v=0

Das lineare MSV nach ADAMS-BASHFORD (1883) geht von

T+l

y(iat) — Y(@hiio) = / f(ay(x)) de 3)

Th+1—1

aus und approximiert den Integranden f(z,y(z)) durch ein Interpolationspolynom, namlich

-1
> Lo (@) f(tss ylwiss) (4)
v=0

Dabei bezeichnen L, : R — R fiir v =0, ..., — 1 die LANGRANGE-Polynome mit

L B
L = 7 firzeR
v(x) H P—— ur x
Definiert man (3, durch
Thtl
/ Ly (x)dz = h, (5)
Thtl1—1

so liefert die Approximation von Gleichung (3) die Naherungsformel

Rl o ki1 < e k
Yt =N / Ly(x)dz | f(zt0,y"t")
v=0 Th4l—1
-1

=hY Buf(@ren ™)
v=0
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also ein explizites l-schrittiges lineares MSV mit «y = 1, ay—1 = —1 und den durch Gleichung (5)

definierten fy, ..., fi—1 sowie §; = 0.

Beim linearen MSV nach ADAMS-MOULTON (1926) wird die Summation in Gleichung (4) von v = 0 bis

v = [ erstreckt und dann analog vorgegangen. Dies ergibt das implizite lineare MSV

1
gl — =T = hZ@,f(kary,yHy) ©)
v=0

Es erfolgt die (ggf. ndherungsweise) Losung eines im Allgemeinen nichtlinearen Gleichungssystems fiir

yF+! und kann mit Hilfe des Pridiktor-Korrektor-Prinzips erfolgen. Dabei ermittelt man mit Hilfe eines

expliziten linearen MSV (Pridiktor) eine erste Niherung ¢° fiir y**! und verbessert diese dann mit
einem (ndherungsweisen) Schritt eines impliziten linearen MSV (Korrektor). Zum Beispiel bestimme
man ¢° mit ADAMS-BASHFORD, das heifit

-1

C =y b By f (@, y™ )

v=0

Danach wird eine Naherungslésung von Gleichung (6) (ADAMS-MOULTON) etwa mittels Fixpunktitera-

tion ermittelt

-1
=y hBE (g, T + R B (e, yFT)
v=0

die fiir ein vorgegebenes j > 1 abgebrochen wird. Die Bezeichnung 8¢ dient der Unterscheidung von
den im Pradiktor verwendeten Parametern ,. Fir j = 1 ergibt sich ein nichtlineares MSV (ADAMS-
BASHFORD-MOULTON-Verfahren). Fiir j — oo kann unter bestimmten Voraussetzungen fiir hinreichend
kleine h > 0 die Konvergenz der Folge {¢7} gegen den eindeutigen Fixpunkt y**! gezeigt werden.

Eine Klasse von impliziten linearen MSV (sogenannte Backward Differentiation Formulas bzw. BDF-Verfahren)

erhilt man aus der Idee y' (xg+1) = f(Tkt1, y(Xp41)) durch 1/n Zlyzo o, y(Tryr) (verallgemeinerte Sekan-

tensteigung) zu approximieren. Man hat dann ein lineares MSV der Form
l
> oyt = hf (@, y*
v=0

3.2. Konsistenz- und Konvergenzordnung fiir lineare MSV

Die Konsistenzordnung eines linearen MSV wird in Analogie zur entsprechenden Definition bei den ESV
eingefiihrt. Verallgemeinerungen fiir beliebige MSV werden hier nicht betrachtet. Der lokale Diskreti-

sierungsfehler eines MSV ergibt sich zu

-1 l
Az, h) =y(x +1h) — L <— Zauy(x +vh)+ hZﬁuf(a: + vh,y(x + Vh))>
v=0

«
L v=0

l l
= ks <Z a,y(x + vh) —hZﬂVf(x—i—Vh,y(:r—i—Vh))) (7)

A v=0 v=0
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Wenn es also p > 1, M > 0 und h > 0 gibt, so dass

HA%yOHSANW V(. h) € [a,b) x (0,h] mit = +h < b

fiir jede Losung y: [a, b] — R™ der Differentialgleichung 3’ = f(z,y) gilt, dann sagt man, dass das MSV

die Konsistenzordnung p > 1 besitzt. Unter der Voraussetzung, dass f und damit die Losungen y der

Differentialgleichung hinreichend glatt sind, gelten die Entwicklungen

P e
y(a+vh) =3 Sy D (@)t + Ry (, h)
q=0 &
und (mit W =y (z +vh)v)
p I/qfl
flx+vh,y(x +vh)) =y (z + vh) :Z (2)hT™ + rp(w, h)
q:l

wobei fiir die Restglieder ||R,(z,h)|| < Mgh?* und |r,(z,h)|| < M,.h? bei festem z mit gewissen
Konstanten Mg, M,. > 0 gilt. Aus Gleichung (7) hat man daher

Az, h) = coy(x +Zcqy Wh? + Q(x,h)  mit [ Q(z,h)]| < Moh™!

wobei Mg > 0 sowie

q q—1
ZO&D und cq’?Z(V Oéu_yq_f)y) firg=1,...,p (8)
v=0 ’

(mit 0° = 1). Falls ¢g = - - - = ¢, = 0, folgt damit

HA%@H<mmwp

Also gilt
Satz 3.1
Die Funktion f: [a, b] x R™ — R™ sei p mal stetig differenzierbar. Dann hat das MSV Gleichung (1)
(mindestens) die Konsistenzordnung p, wenn ¢y = --- = ¢, = 0.

Unter Beachtung von Gleichung (2) und Gleichung (8) gilt ¢g = ¢; = 0 (und damit entsprechend Satz

Satz 3.1 Konsistenzordnung p > 1), genau dann wenn

p(1)=0 und p'(1)—0c(1)=0

Ein [-schrittiges explizites lineares MSV Gleichung (1) hat die 2 freien Parameter «y,...,;—; und
Bos s Bi—1 (0.B.d.A. kann «; = 1 gewéhlt werden, /3; kommt nicht vor, da MSV explizit sein sollte).
Durch geeignete Wahl dieser Parameter konnte man ¢y = 0,...,c91—1 = 0 erreichen und damit die

Konsistenzordnung p = 2] — 1. Wie wir aber sehen werden, sind solche Verfahren im Allgemeinen nicht
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konvergent.

m Beispiel 3.2
Sei I = 2 und m = 1. Dann lautet Gleichung (1)

Yrt2 + aryrr1 + aoyr = h(Brf (@ri1, yrsr) + Bof (x, yi))

Um ¢y = ¢1 = ¢2 = ¢3 = 0 und damit Konsistenzordnung 3 zu erreichen, muss man also «ag, a1, Bg, 51

so wéhlen, dass (mit @y =1 und B2 = 0)

g+ og +1=0 ¢
ar—Po— P+2=0 «a
tay - B +2=0 c
%al f%1+%20 c3

gilt. Die Losung dieses Systems ist gegeben durch ag = —5, a3 = 4, Sy = 2 und 57 = 4. Also besitzt
das MSV

Yrt2 + W1 — —5ye = h(2f (@r, k) + 4 (Ths1, Ykt1)) (9)

die Konsistenzordnung 3. Fiir das Testproblem

/

y=-y mit y(0)=1

lautet die Losung y(x) = exp(—=x). Das Verfahren Gleichung (9) geht wegen f(z,y) = —y iiber die

homogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
Ykt2 + (4 +4R)yk1 + (=5 +2h)yr =0 (10)

Mit dem Ansatz y; = 2* fiir ein 2z € R\{0} erhélt man aus Gleichung (10) (nach Division durch
2F)

22+ (4+4h)z + (=5 +2h) = p(2) — ho(2) =0 (11)

Die Losungen dieser quadratischen Gleichungen lauten

2172 = z12(h) = —=2(1 + h) £ \/4(1 + h)2 —2h +5

2h  4h?
=-2(1+h) £ 1+§h+%

Fir A — 0 hat man

z1(h) =1—h+0O(MR?* und z(h) =5+ O(h)
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Die allgemeine Losung der Differentialgleichung Gleichung (10) ist gegeben durch
Y — Cl,Z]f + 0225

Gibt man sich die Startwerte yo = y(0) = 1 und y; = y(h) = exp(—h) als exakte Funktionswerte
vor, bestimmen sich die Konstanten ¢; = ¢1(h) und ¢ = co(h) aus yo = ¢1+c¢o und y1 = ¢121 +co29.
Bei genauerer Betrachtung der Abhéngigkeit von 21,z von h ergibt sich dafiir ¢;(h) = 1 + O(h?)
und cy(h) = —h* 216 + O(h5). Fiir festes z > 0 und x = kh folgt fiir k — oo und h — 0

T

|ea(h) 2 (h)F| = ‘o ((J‘)‘ =5+ OM)|F — 0o

sowie

ci(h)zi(h) = (L+O(h?)) - (1 — h + O(h?))*
= (1 - %)k + O(h?)

— exp(—x)

Da die sogenannte parasitire Losungskomponente c,z5 die andere sinnvolle Losungskomponente der
Differentialgleichung beliebig tibersteigt, kann man fiir das MSV Gleichung (9) keine Konvergenz
erwarten. Um dieses Verhalten bei einem linearen MSV zu verhindern, darf zumindest der Betrag
jeder Losung (Wurzel) der Polynomgleichung p(z) = 0 den Wert 1 nicht iibersteigen, vergleiche
Gleichung (11) fiir h — 0.

Definition 3.3 (D-stabil, nullstabil)
Das lineare MSV Gleichung (1) heifit D-stabil (oder nullstabil), falls es die Wurzelbedingung erfiillt,

das heifit wenn der Betrag jeder Nullstelle seines ersten charakteristischen Polynoms p durch 1

beschrankt ist und der Betrag jeder mehrfachen Nullstelle von p kleiner als 1 ist.

Die Bezeichnung D-stabil ist zu Ehren von DAHLQUIST (1925-2005) fiir seine Arbeiten zur Stabilitét

von linearen MSV gewéhlt worden.

Zur formalen Definition der Konvergenzordnung eines linearen MSV nehmen wir (wie bei ESV) an,
dass die AWA Gleichung (1) die eindeutige Losung y: [a,b] — R™ besitzt. Weiter nehmen wir an, dass
zu jeder Schrittweite h Startvektoren y, ...,yﬁl_l gegeben sind, aus denen das MSV die N&herungen

yh, ..,y erzeugt. Falls fiir jede Schrittweite h = bT die Startvektoren die Bedingung

|yt — y(xo +vh)|| < C1hP Yv=0,..,1—1 (12)

geniigen (mit einem von h unabhéngigen C; > 0), dann heifit ein linearen Mehrschrittverfahren konvergent

mit der Ordnung p > 1, wenn es Cy > 0 und A > 0 gibt, so dass

||yZ —y(zo + kh)” < Coh?

fiir alle k =1, ..., N und alle Schrittweiten h € (0, A].

Die beiden folgenden Sitze geben wir ohne Beweis an.
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Satz 3.4

Die AWA Gleichung (1) besitze die eindeutige Losung y: [a,b] — R™. Das lineare MSV Glei-
chung (1) sei D-stabil und habe die Konsistenzordnung p. Es gebe L; > 0, so dass die Lipschitz-
Bedingung

1f (@, y) = flz, )l < Lylly — 9l

fiir alle (z,v), (z,9) € [a,b] x R™ gilt. Weiter gelte die Bedingung Gleichung (12) an die Startvek-
toren. Dann ist das MSV konvergent mit der Ordnung p.

Satz 3.5 (Erste Dahlquist-Barriere)
Ein [-schrittiges lineares MSV Gleichung (1) sei D-stabil. Dann gilt fiir seine Konsistenzordnung

[+ 1 falls [ ungerade
p<<1l+2 fallsl gerade
l falls Ai/a; <0

Fir den Einfluss von Rundungsfehlern lassen sich fiir lineare MSV zu Abschnitt 2.4 vergleichbare

Uberlegungen durchfiihren.

Zum Beispiel hat man bei den ADAMS-BASHFORD-Verfahren fiir die Schrittzahl [ = 2 ein explizites

lineares MSV, nédmlich

Y2 — M = h(Bo f(zk, yF) + B f(zhtr, y* )

Bezogen aus die allgemeine Form Gleichung (1) linearer MSV gilt hier as = 1, @y = —1, ap = 0 und
B2 = 0. Also ist fiir dieses spezielle MSV £z/a, = 0 und nach Satz 3.5 daher bei gewiinschter Konvergenz
(und damit D-Stabilitdt) maximal die Konsistenzordnung p = 2 erreichbar. Um diese zu sichern, miissen
¢o =0, ¢y = 0 und ¢y = 0 nach Satz 3.1 gelten. Wegen ¢g = p(1) =ap+ a1 +aa =0—1+1=0 sind
noche; =p'(1)—o(1l) =2as+a1 —(Bo+F1+82)=1—Fo—F1 =0und cog = x1/2— 1 +4e2/0— 205, =
—1/2— 81 + 2 = 0 zu erfiillen. Dies liefert §; = 3/2 und Sy = —1/2. Also hat das Verfahren

h
A T 5 ( — f(zr, y") + 3f(ark+1,yk“))

nach Satz 3.1 die Konvergenzordnung 2. Das charakteristische Polynom p des linearen MSV ist offenbar

2

gegeben durch p(z) = 2% — z. Seine Nullstellen sind z; = 0 und zo = 1. Folglich ist das Verfahren auch

D-stabil und damit nach Satz 3.4 konvergent mit der Ordnung 2.
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4. A-Stabilitat
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5. Einblick: Steife Probleme
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6. Ausblick
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