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Vorwort

Wir freuen uns, dass du unser Skript fiir die Vorlesung Geometrie bei Prof. Dr. Arno Fehm im WS2018/19
gefunden hast. Da du ja offensichtlich seit einem Jahr Mathematik studierst, kannst du dich gliicklich

schitzen zu dem einen Drittel zu gehoren, dass nicht bis zum zweiten Semester abgebrochen hat.

Wenn du schon das Vorwort zu Lineare Algebra und analytische Geometrie 1+2 gelesen hast, weifit du
sicherlich, dass Prof. Fehm ein Freud der Algebra ist.! Auf die Frage eines Kommilitonen, wo in seinem

Inhaltsverzeichnis (Gruppen, Ringe, Korper) die Geometrie vorkomme, antwortete er:

Die Frage ist nicht, wieso wir in dieser Vorlesung Algebra statt Geometrie machen, sondern

warum hier seit 20 Jahren Geometrie unterrichtet wird.

Wie auch im letzten Vorwort kénnen wir dir nur empfehlen die Vorlesung immer zu besuchen, denn
dieses Skript ist kein Ersatz dafiir. Es soll aber ein Ersatz fiir deine unleserlichen und (hoffentlich nicht)
unvollstdndigen Mitschriften sein und damit die Prifungsvorbereitung einfacher machen. Im Gegensatz
zu letztem Semester verdffentlicht Prof. Fehm auf seiner Homepage (http://www.math.tu-dresden.

de/~afehm/lehre.html) kein vollstindiges Skript mehr, sondern nur noch eine Zusammenfassung.

Der Quelltext dieses Skriptes ist bei Github (https://github.com/henrydatei/TUD_MATH_BA) gehos-
tet; du kannst ihn dir herunterladen, anschauen, verindern, neu kompilieren, ... Auch wenn wir das
Skript immer wieder durchlesen und Fehler beheben, konnen wir leider keine Garantie auf Richtigkeit
geben. Wenn du Fehler finden solltest, waren wir froh, wenn du ein neues Issue auf Github erstellst und

dort beschreibst, was falsch ist. Damit wird vielen (und besonders nachfolgenden) Studenten geholfen.

Und jetzt viel Spafl bei Geometrie!

n Zukunft wird sich Prof. Fehm richtig freuen diirfen, denn im Zuge einer neuen Studienordnung, die am 1.4.2019 in
Kraft tritt, kommt so gut wie keine Geometrie im Bachelor Mathematik vor.
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Kapitel I

Endliche Gruppen

1. Erinnerung und Beispiele

» Erinnerung 1.1

Eine Gruppe ist ein Paar (G, ) bestehend aus einer Menge G und einer Verkniipfung * : GxG — G,

dass die Axiome Assoziativitat, Existenz eines neutralen Elements und Existenz von Inversen erfiillt,

und wir schreiben auch G fiir die Gruppe (G, *). Die Gruppe G ist abelsch, wenn g * h = hx g

fir alle g,h € G. Eine allgemeine Gruppe schreiben wir multiplikativ mit neutralem Element 1,

abelsche Gruppen auch additiv mit neutralem Element O.

Eine Teilmenge H C G ist eine Untergruppe von G, in Zeichen H < G, wenn H # () und H
abgeschlossen ist unter der Verkniipfung und den Bilden von Inversen. Wir schreiben 1 (bzw. 0)

auch fiir die triviale Untergruppe {1} (bzw. {0}) von G.

Eine Abbildung ¢ : G — G’ zwischen Gruppen ist ein Gruppenhomomorphismus, wenn

©(g1-g2) = w(g1) - w(92) V91,92 € G

und in diesem Fall ist

Ker(p) = o~ ' ({1})

der Kern von ¢. Wir schreiben Hom (G, G’) fir die Menge der Gruppenhomomorphismen ¢ : G —
G'.

m Beispiel 1.2
Sei n € N, K ein Korper und X eine Menge.

(a) Sym(X), die symmetrische Gruppe aller Permutationen der Menge X mit f-g = go f,

insbesondere S,, = Sym({1,...,n})

(b) Z sowie Z/nZ = {a+nZ | a € Z} mit der Addition

(¢) GL,(K) mit der Matrizenmultiplikation, Spezialfall GL; (K) = K* = K\{0}

(d) Fiir jeden Ring R bilden die Einheiten R* eine Gruppe unter der Multiplikation, zum Beispiel
Mat,, (K)* = GL,(K), Z* = ps = {1, -1}

m Beispiel 1.3
Ist (G, -) eine Gruppe, so ist auch (G°P,-°P) mit G = G°? und ¢ -°? h = h - g eine Gruppe.
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» Bemerkung 1.4
Ist G eine Gruppe und h € G, so ist die Abbildung

G—G
Th =
g+ gh

eine Bijektion (also 7, € Sym(G)) mit Umkehrabbildung 7,-1.

Satz 1.5
Sei G eine Gruppe. Zu jeder Menge X C G gibt es eine kleinste Untergruppe (X) von G, die X

enthélt, ndmlich

» Bemerkung 1.6
Man nennt (X) die von X erzeugte von G. Die Gruppe G heifit endlich erzeugt, wenn G = (X)) fiir
eine endliche Menge X C G.

Satz 1.7
Ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G — G’ ist genau dann ein Isomorphismus, wenn es einen

Gruppenhomomorphismus ¢’ : G' — G mit ¢’ o p = idg und p o ¢’ = idg gibt.

m Beispiel 1.8
Ist G eine Gruppe, so bilden die Automorphismen Aut(G) C Hom(G, G) eine Gruppe unter pop’ =

¢ op. Fir ¢ € Aut(G) und g € G schreiben wir g¥ = ¢(g).

Satz 1.9

Einen Gruppenhomomorphismus ¢ : G — G’ ist genau dann injektiv, wenn Ker(p) = 1.

m Beispiel 1.10
Sei n € N, K ein Korper.

a) sgn: S, — o ist ein Gruppenhomomorphismus mit Kern die alternierende Gruppe A,,.

(a)

(b) det : GL,,(K) — K* ist ein Gruppenhomomorphismus mit Kern SL,, (K).

(¢) Tnz : Z = Z/nZ, a — a+ nZ ist ein Gruppenhomomorphismus mit Kern nZ
)

(d) Ist A eine abelsche Gruppe, so ist

A=A
[n] :

T — NT

ein Gruppenhomomorphismus mit Kern A[n], die n-Torsion von A und Bild nA.
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(e) Ist G eine Gruppe, so ist

G — G?

g—g

ein Isomorphismus.

Definition 1.11 (Zykel, disjunkte Zykel)
Seien n,k € N. Fir paarweise verschiedene Elemente i1,...,7x € {1,...,n} bezeichnen wir mit

(i1...i) das o € S,, gegeben durch

o) =14 furie{l,..,n\{i1,...,ix}

Wir nennen (iy...ix) eine k-Zykel. Zwei Zykel (i1...ix) und (ji...5i) € Sp heiBlen disjunkt, wenn
{’i17 ...,ik} N {jl; ...,jl} = 0.

Satz 1.12
Jedes o € S, ist das Produkt von Transpositionen (das heifit 2-Zykeln).

Lemma 1.13

Disjunkte Zykel kommutieren, das heiflt sind 7, 7 € S,, disjunkte Zykel, so ist 779 = To77.

Bewets. Sind 71 = (41...9%) und 72 = (j1...Ji) so ist

T1(’i) 1 E {’Lllk}
Ti72(i) = To71(i) =  72(i) i € {j1...5} O

7 sonst

Satz 1.14
Jedes o € S, ist ein Produkt von paarweise disjunkten k-Zykeln mit k& > 2 eindeutig bis auf

Reihenfolge (sogenannte Zykelzerlegung von o).

Also ein 3-Zykel und ein 2-Zykel.

Beweis. Induktion nach N = |{i | o(i) # i}|.

N=00c=id
N > 0: Wahle i1 mit o(i1) # 41, betrachte i1, (i1),02(1), ... Da {1,...,n} endlich und o bijektiv ist, existiert
ein minimales k > 2 mit o”(i1) = i1. Setze 71 = (i10(31)...0" " (41)). Dann ist ¢ = 71 o 7 ‘o, und nach

Induktionshypothese ist Tfla = T3 0... 0 Ty, Mit disjunkten Zyklen 7o, ..., 7.

Eindeutigkeit ist klar, denn jedes 4 kann nur in einem Zykel (i o()...c%7*(4)) vorkommen. O
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m Beispiel
(12345)(24) = (145)(23) = (23)(145) = (32)(145) =(32)(451) # (32)(154)
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2. Ordnung und Index

Sei G eine Gruppe, g € G.
Definition 2.1 (Ordnung)
(a) #G = |G| € NU {00}, die Ordnung von G.

(b) ord(g) = #{(g), die Ordnung von g.

m Beispiel 2.2
(a) #S, =n!

(b) #A,, = in! firn>2

(¢) #Z/nZ =n

Lemma 2.3
Fir X C G ist

<X> = {gil T g$T | re Nnglv"'vg’r‘ S Xaglv"'vgr € {_171}}

Beweis. klar, rechte Seite ist Untergruppe, die X enthilt, und jede solche enthilt alle Ausdriicke der Form

gl gEr O

Satz 2.4
(a) Ist ord(g) = oo, so ist (g) = {....,97%, 971, 1,9, 9%, ...}

(b) Ist ord(g) = n, so ist (g) = {1,9,4¢% ...,g" '}

(c) Es ist ord(g) = inf{k € N| g* = 1}

Beweis. Nach Lemma 2.3 ist (g) = {¢g" | k € Z}. Sei m = inf{k € N | g* = 1}.
e {keN]|gF=1} =m:Sind g = ¢’ mit 0 < a<b<m,soist g *=1,aber 0 < b—a < m, was ein
Widerspruch zur Minimalitdt von m ist.
e m =00 = ord(g) = oo: klar

e m<oo=(g)={g"|0< k< m}: Fiir k € Z schreibe k = gm +r mit ¢,7r € Zund 0 < r < m

k _  _gm+r __ m \q r__ . r m—1
9 =9 =9 )9 =9 €1l,9,-9 0
( 1) { }

m Beispiel 2.5
(a) Ist o € S, ein k-Zykel, so ist ord(o) = k.

(b) Fiir 1 € Z/nZ ist ord(1) = n.
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Definition 2.6 (Komplexprodukt, Nebenklasse)
Seien A, BC G, H<G

(a) AB:=A-B:={ab|a€ A,be B} das Komplexprodukt von A und B.

(b) gH :={g} - H = {gh | h € H} die Linksnebenklasse von H beziiglich g.
Hg:=H -{g} ={hg | h € H} die Rechtsnebenklasse von H beziiglich g.

(¢) G/ :={gH | g € G} die Menge der Linksnebenklassen.
H\G :={Hg | g € G} die Menge der Rechtsnebenklassen.

m Beispiel 2.7
Fir h e H ist hH = H = Hh.

Lemma 2.8
Seien H < G, g,9' € G.

(a) gH =¢g'H & g’ = gh fur ein h € H
Hg=Hqg & ¢ =gh fivrein he H
(b) Esist gH = g'H oder gHNg'H =) und Hg = Hg' oder HgN Hyg' = {).

(c) Durch gH + Hg~! wird eine wohldefinierte Bijektion G/ — H\G gegeben.

Beweis.  (a) Hinrichtung: gH = ¢'H = g’ =g’ -1 € ¢'H = gH = es existiert h € H mit ¢’ = gh
Riickrichtung: ¢’ = gh = ¢'H = ghH = gH

(b) Ist gH Ng'H # (), so existieren h,h’ € H mit gh = g'h’ = gH = ghH = ¢W'H = ¢'H

(c) wohldefiniert: gH = g'H 4 ¢ =ghmithc H=H(¢)"'=Hh 'g7' = Hg™!
bijektiv: klar, Umkehrabbildung: Hg — g 'H O

Definition 2.9 (Index)
Fir H C G ist

(G: H) := |G/u]+ [1\¢] € NU {oo}

der Index von H in G.

m Beispiel 2.10
(a) (S, :A,)=2firn>2

(b) (Z:nZ)=mn

Satz 2.11
Der Index ist multiplikativ: Sind K < H < G, so ist

(G:K)=(G:H)-(H:K)

Beweis. Nach Lemma 2.8 bilden die Nebenklassen von H eine Partition von G, das heifit es gibt (g:)icr in G
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mit G = E-Jiel giH. Analog ist H = Lﬂjei h; K mit h; € H. Dann gilt:

H=HnK= gH = |+ gh,; K fiir jedes g € G

jeJ JjeJ
G = L—HgiH = L—lj L—U gith = L—U gith
i€l i€l jed (i,5)€IxXJ
Somit ist (G : K) = |I x J|=|I|-|J| = (G: H) - (H : K). |

Folgerung 2.12 (Satz von Lagrange)
Ist G endlich und H < G, so ist

#G = #H - (G H)

Insbesondere gilt #H|#G und (G : H)|#G.
Beweis. #G = (G:1)°2' (G: H)(H :1) = (G : H) - #H. O

Folgerung 2.13 (kleiner Satz von Fermat)
Ist G endlich und n = #G, so ist ¢" = 1 fiir jedes g € G.

Beweis. Nach Folgerung 2.12 gilt: ord(g) = #(g)|#G = n. Nach Satz 2.4 ist g®* %9 = 1, somit auch

gn _ (gord(g))#(g) -1 0
=1

» Bemerkung 2.14
Nach Folgerung 2.12 ist die Ordnung jeder Untergruppe von G ein Teiler der Gruppenordnung #G.
Umgekehrt gibt es im Allgemeinen aber nicht zu jedem Teiler d von #G eine Untergruppe H von
G mit #H =d.
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3. Normalteiler und Quotientengruppen

Sei G eine Gruppe.
Definition 3.1 (normal, Normalteiler)
Eine Untergruppe H < G ist normal (in Zeichen H < G), wenn g~ 'hg € H fiir alle h € H und

g € G. Ein Normalteiler von G ist eine normale Untergruppe von G.

m Beispiel 3.2
(a) Ist G abelsch, so ist jede Untergruppe von G ein Normalteiler.

(b) Ist ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, so ist Ker(p)<G, denn p(h) = 1 = o(g thg) =
e(9) te(h)plg) =1 Vg € G.

(¢) Jede Gruppe G hat die trivialen Normalteiler 1 <G und G < G.

Lemma 3.3
Sei H <G und N <G.

a) HJIG < gH = Hg fiir alle g € G

(
(b) HN =NH, HN<G,N<HN,HNN<N,HNN<H

)
)

(¢) Sind N,H <G, soist HNN <G, HN <G
)

(d) Fir g,g' € Gist gN - ¢’ N = gg'N

Beweis. (a) Hinrichtung: Vg € G,Vh € H: g-*hg e H = gHg ' C H => Hg=gH und g"'H C Hg™' =
gH =Hg
Riickrichtung: Vg € G: gH = Hg = 3h' ¢ H: gh' =hg= g ‘hg=hc H
(b) o« HN={J,, hN =, Nh=NH
e HN-NH=H-NH-N=H-HN-N=HN
(HN)'=N"'H'=NH=HN
e N JHN: klar
e HN N < N: klar
e« HNN<H:n€c HNN,hec H=h"'nhc HNN
(¢ o« HONNSG:he€eHNN,gcG=g 'hgc HNN
« HN<SG:geG=gHN 2 Hg-N=H-gN2 H.Ng=HNg
(d) gN-gN=g-Ng-NZg.gN=ggN O

Satz 3.4
Sei N < G. Dann ist G/~ mit dem Komplexprodukt als Verkniipfung eine Gruppe, und ny : G —
G/N, g — gN ein Gruppenhomomorphismus mit Kern N.

Bewezs. o Komplexprodukt ist Verkniipfung auf ¢/n: Lemma 3.3
o Gruppenaxoime iibertragen sich von G auf G/n: klar
e 7wy ist ein Homomorphismus: Lemma 3.3

o Ker(my) = N: Lemma 2.8 O
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I Folgerung 3.5

Die Normalteiler sind genau die Gruppenhomomorphismen.

Definition 3.6 (Quotientengruppe)

Fir N <G heifit G/§ zusammen mit dem Komplexprodukt als Verkniipfung die Quotientengruppe
von G nach N (oder G modulo N).

Lemma 3.7
Sei N<G. Fir H <G ist ny(H) = HN/N < G/N, und H — 7(H) liefert eine Bijektion zwischen

e den H < G mit N < H und

o den H < G/N

Bewets. o n(H)={hN |he H}={hnN |h€ Hne N} =HN/N

o Umkehrabbildung: H +— 75" (H):
H < G/n: n(my' (H)) = H, da mn surjektiv
N<HLG: 7y (nn(H)) =7y (EN/N)=HNCH-H=H O

Satz 3.8 (Homomorphiesatz)
Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus und N < G mit N < Ker(yp). Dann gibt es genau

einen Gruppenhomomorphismus ¢ : /N — H mit p o 7wy = .

Beweis. Existiert so ein ¢, so ist (gN) = (p o mn)(g) = ¢(g) eindeutig bestimmt. Definiere ¢ nun so.
«  ist wohldefiniert: gN = ¢'N 2 3¢’ = gn fiir ein n € N = o(g") = p(g) - o(n) = v(g), da n € Ker(yp)

+ p ist Homomorphismus: p(gN - g'N) = (g9’ N) = ¢(99') = #(9) - ¢(¢') = p(gN) - p(¢'N) O

Folgerung 3.9

Ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H liefert einen Isomorphismus

P G/Ker(tp) i) Im(go) <H

Folgerung 3.10 (1. Homomorphiesatz)
Seien H < G und N < G. Der Homomorphismus

¢ H < HN ™ HN/y

induziert einen Isomorphismus

@ : H/HAN — HN/N

10
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Beweis. e ( ist surjektiv: Fiir h € H und n € N ist
hnN = hN = ¢(h) € o(H) = Im(p)

o Ker(p)=HnNKer(ry)=HNN
Mit Folgerung 3.9 folgt die Behauptung. O

Folgerung 3.11 (2. Homomorphiesatz)
Seien N <G und N < H <4G. Der Homomorphismus g : G — G/H induziert einen Isomorphismus

(G/N)/(m/n) =N Gla

Beweis. Da N < H liefert 7y einen Epimorphismus (mit Satz 3.8) g : ¢/N — G/H.

G - G/H

=
s
A
s
N ,/7TH
,
,

G/N
Dieser hat Kern Ker(7g) = #/n, induziert nach Folgerung 3.9 einen Isomorphismus
(©/N)Jker(i) — Im(7x) = G/H 0

Definition 3.12 (Konjugation)
Seien x,2’,g € G und H, H' < G.

1

(a) 29 := g~ 'zg, Konjugation von x mit g

(b) z und 2’ sind konjugiert (in G)< Jg € G: &’ = 29

(¢) H und H' heiflen konjugiert (in G)< 3g € G: H' = HI ={h9 | h € H}

Lemma 3.13
Die Abbildung

) G — Aut(G)
int :
g+ (x— x9)

ist ein Gruppenhomomorphismus.
Beweis. . int(g) € Hom(G, G): (zy)! = g 'ayg = g 'xgg 'yg = 29 - y9
o (@9)" =h"lg 'zgh = (gh) " ‘a(gh) = «"

« int(g) € Aut(G): Umkehrabbildung zu int(g) ist int(g~")
o int(g) € Hom(G, Aut(G)):

int(gh) = int(h) o int(g) = int(g) - int(h) O

11
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Definition 3.14 (innere Automorphismen, Zentrum, charakteristische Gruppe)

(a) Inn(G) = Im(int) < Aut(G), die Gruppe der inneren Automorphismen von G

(b) Z(G) = Ker(int) = {g € G| zg = g Vz € G}, das Zentrum von G
(¢) H < G ist charakteristisch < Vo € Aut(G): H = H?

» Bemerkung 3.15
(a) Konjugation ist eine Aquivalenzrelation

(b) H <G ist normal & H = H° VYo € Inn(G)
(¢c) Deshalb gilt fiir H < G: H ist charakteristisch = H ist normal

m Beispiel 3.16
Z(G) ist charakteristisch in G

12
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4. Abelsche Gruppen

Sei G ein Gruppe.
Definition 4.1 (zyklische Gruppe)
Eine Gruppe G ist zyklisch < G = (g) fiir ein g € G.

m Beispiel 4.2
(a) Z=(1)
(b) Z/nzZ = (1)
(¢) Cn={((12...n)) < S,
)

(d) Ist #G = p eine Primzahl, so ist G zyklisch (Ubung 6)

Lemma 4.3
Die Untergruppen von (Z,+) sind genau die (k) = Zk mit k € Ny und fiir kq,....,k. € Z ist
(k1, .y kp) = (k) mit

k=ggT(ky,.... k)

Beweis. Zwei Beweise sind moglich:

1. Jede Untergruppe von Z ist ein Ideal von (Z,+,-) und Z ist ein Hauptidealring.

2. Sei H < Z. Setze k = min{H N N}, ohne Einschriankung H # {0}.
e H=(k):neH=>n=qk+rmitqreZ,0<r<k=r=n— ¢k EH%TZ():}TLE(]@
~—

mal

k+...+k
o (ki,....,kr) = (k) = k = ggT(k1,...,kr):
ke (ki,....kr) =k =mn1k1 + ... + nykr mit n; € Z 3d|k; = d|k = k = ggT(ki, ..., kr) O

Satz 4.4 (Klassifikation von zyklischen Gruppen)
Sei G = (g) zyklisch. Dann ist G abelsch und

(a) G = (Z,+) oder

(b) G=(Z/nZ,+) mit n = #G < o

Beweis. Betrachte
zZ—=G
P i
k—g
¢ ist ein Homomorphismus und surjektiv, da G = (g). Nach Folgerung 3.9 ist G = Im(¢) = Z/Ker(v). Nach

Lemma 4.3 ist Ker(p) = (n) fiir ein n € No.

e n =0, so ist Ker(¢) = (0), also ¢ injektiv und G = Z.
e n>0,s0ist G Z/nZ und n = #Z/nZ = #G. O

13
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Satz 4.5
Sei G = (G, +) = (g) zyklisch der Ordnung n € N.

n

a) Zu jedem d € N mit d | n hat G genau eine Untergruppe der Ordnung d, nimlich Uy = (5 g)

(a)

(b) Fird |nund d' |nist Uy < Uy < d|d
(c) Fiir ky, ...,k € Zist (k1g,...,krg) = (eg) = Un/, mit e = ggT(k1,...,k,n)
)

(d) Fir k € Z ist ord(kg) = m

Beweis. Betrachte wieder
k-G
P
k+— kg
(a) Nach Lemma 3.7 und Lemma 4.3 liefert ¢ Bijektion
{eeN|nZ < ez} % {H < G}

und nZ < eZ < e | n. Ist H = ¢(eZ) = (eg), so ist H = ¢Z/nz, alson = (Z : nZ) = (Z : eZ) - (eZ : nZ) =
e-#H

(b) Us<Us & (30) < (Bg) & BZ< BZ & B |2 e d|d

(¢) Mit H = (k1,...,kr,n) < Z ist nZ < H, o(H) = (k1g,-..,krg). Nach Lemma 4.3 ist H = (e) mit
e=ggT(ki,..., kr,n), somit (k1g,...,krg) = @(eZ) =U.,.

(d) ord(kg) = #(kg) Z #U.,. mit e = ggT(k,n) O

Lemma 4.6

Seien a,b € G. Kommutieren a und b und sind ord(a) und ord(b) teilerfremd, so ist

ord(a, b) = ord(a) - ord(b)

Beweis. Nach Folgerung 2.12 ist (a) N (b) = 1. Ist (ab)® = 1 = a*b*, so ist a® = b7% € (a) N (b) =1, also a* =
b* = 1. Somit ist (ab)* =1 < a* =1 und b* = 1 und damit ord(ab) = kgV (ord(a), ord(b)) = ord(a) - ord(b) O

Folgerung 4.7
Ist G abelsch und sind a,b € G mit ord(a) = m < oo, ord(b) =n < oo, so existiert ¢ € G mit

ord(c) = kgV(ord(a), ord(d))

Beweis. Schreibe m = mem’ und n = non’ mit mone = kgV(m,n) und ggT(mo,no) = 1 = ord(am/) = Mo,

ord(b") = ng = ord(b" - a™) L mo - no = kgV(m,n). O
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4. Abelsche Gruppen Kapitel I: Endliche Gruppen

Theorem 4.8 (Struktursatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen)
Jede endliche erzeugte abelsche Gruppe G ist eine direkte Summe zyklischer Gruppen

k
G=27"® @Z/diz

(=i

mit eindeutig bestimmten dy, ...,d; > 1 die d; | d;41 fiir alle ¢ erfiillen.

Beweis. o Existenz: LAAG 2: VIII. 6.14
o Eindeutigkeit: Fiir d € N ist

k
#6/ac = # (?/az)" & @) @42 a-/a:2)
i=1

d;i

gegT(d, d;)

1

4.5

n
iy dr.
i=

und daraus kann man 7, k,d1, ..., d erhalten. O

Lemma 4.9
Sei G = (G, +) = (g) zyklisch der Ordnung n € N. Die Endomorphismen von G sind genau die

G—G L=
ok firk=k+nZe Z/nZ
k T+ kx
Dabei ist - = p—.
abei is @lowz (pkl
Beweis. . cpgwohldeﬁniertk_lzk_gékz=k1+an mit a € Z = kex = kix + an - x, aber nx = 0.

. € Hom(G, G): klar, da G abelsch

- = ord( - 3

s k=lepr=gr o) =¢i9) = (k—Dg=0=Sn|(k—1) = k=1

. LpEHom(G,G):><p=<pEfiireink€Z:go(g)zkgfﬁreink#gachg

° - = . = |:|
pLow = e l(kz) = (Ik)x

Satz 4.10
Ist G zyklisch von Ordnung n € N, so ist

Aut(G) = (Z/nZ)*

Beweis. Aut(G) C Hom(G, G) = {@E | ke Z/nZ}, ey € Aut(G) & es existiert ein | € Z/nZ mit provr = o7
also existiert ein [ € Z/nZ mit kl = 1 < k € (Z/nZ)* und

(Z/nz)* — Aut(G)

k —

15



4. Abelsche Gruppen Kapitel I: Endliche Gruppen

ist ein Isomorphismus. ]

Definition 4.11 (Euler’sche Phi-Funktion)

$(n) = #(Z/nz)*

ist die EULER’sche Phi-Funktion.

m Beispiel 4.12
p prim = p(p) = p — 1, da Z/pZ Korper ist.

Satz 4.13
Ist K ein Korper und H < K* abelsch, so ist H zyklisch.

Beweis. Setze m = max{ord(h): h € H}. Nach Folgerung 4.7 gilt ord(h) | m Vh € H. = Jedes h € H ist
Nullstelle von f = 2™ —1 € K(z]. = #H < degf =m < #H = #H = m. Ist h € H mit m = ord(h), so ist
dann H = (h). O

Folgerung 4.14
Fiir p € N prim ist

Auwt(Cy) = (Z/p2)* = Cpoy

16



5. Direkte und semidirekte Produkte Kapitel I: Endliche Gruppen

5. Direkte und semidirekte Produkte

Sei G eine Gruppe und n € N.
Definition 5.1 (direktes Produkt)
Das direkte Produkt von Gruppen G4y, ..., G, ist das kartesische Produkt

G=]]G1=GCix..xGn=XG
i=1 =1

mit komponentenweiser Multiplikation.

» Bemerkung 5.2
(a) Wir identifizieren G; mit der Untergruppe

Gj:H1:1><...><1><Gj><1><...><1
i#]
von [[i, G;.

(b) Fiir ¢ 7é 7, 9i € Gy, g; € Gj gﬂt dann

9195 = 959 (1)

Definition 5.3 (internes direktes Produkt)
Seien Hy, ..., H, < . Dann ist G das interne direkte Produkt von Hq, ..., H,, in Zeichen

G:HHi:Hlx...an:XHi

i=1 i=1

wenn

H x..xH, —G

(915 9n) = g1 Gn

ein Gruppenisomorphismus ist.

Satz 5.4
Seien U,V < G. Dann sind dquivalent:

() G=UxV
(i) USG, VLG, UNV=1,UV=G

Beweis. o (i) = (i7): Im externen direkten Produkt U x V gilt:
—UV=UxV:FiruecU,veVist (u,v)=(ul) (1,v) €UV
— UNV =1:Kklar

-~ UQUxV:Fir g=(u,v) €U xV und uo = (uo, 1) € U ist

uf =g uog = (w07 (w0, 1)(u,0) = (ug, 1) €U

17



5. Direkte und semidirekte Produkte Kapitel I: Endliche Gruppen

o (i1) = (7): betrachte

.{va—w;

(u,v) = w

Gleichung (1) gilt: Fiir u € U, v € V gilt in G:

uw T luww = () 0 =u NV =1 = uw = vu
~—~—

cv eU

— ¢ ist Homomorphismus: ¢((u1,v1)(u2,v2)) = p(uiuz, vive) = uiusviv2 o u1v1u2v2 = @(u1,v1) -

p(uz,v2)
— ¢ surjektiv: Im(¢) =UV =G
— @ injektiv: 1 = p(u,v) =ww =>u=v"ecUNV =1= (y,v) = (1,1) O

Folgerung 5.5
Seien Hi, ..., H, < G. Dann sind dquivalent:

(i) G=H; x ... x Hy
(11) G = HlHn und Vi: Hl Sl G und Hi,1 N Hl =1

Beweis. Induktion nach n.

n = 1: trivial

n > 1: Setze U = Hy...Hp—1 und V = H,. Dann ist U 4 G (Lemma 3.3 ¢) und V <G, UV = H:...H, = G,
UNV = 1. Somit ist ¢ : U x V — G ein Isomorphismus nach Satz 5.4. Da H; < U fiir ¢ < n folgt nach
Induktionshypothese, dass

, {Hl..,Hnl —U

@
(h1,...,hn_1) g hln-hn—l
Somit ist
, H1Hn — G
po (¢ xidm,):
(hlhn) — (,0(90,((}7,1, ...,hn,1),h)) = hl...hn
ein Isomorphismus. O

Definition 5.6 (internes semidirektes Produkt)

Seien H, N < (. Dann ist G das interne semidirekte Produkt von H und N, in Zeichen

G=HxN=NxH

wenn NG, HNN=1und NH =G.

» Bemerkung 5.7
Ist G=H x N, so ist

H — Aut(N)
h — int(h)|n

18



5. Direkte und semidirekte Produkte Kapitel I: Endliche Gruppen

ein Gruppenhomomorphismus. Im Fall G = H x N ist a(h) = idy fiir alle h € H. Fiir hy,hy € H

und ni,n9 € N ist

h1n1 . hgng = hlhghglnlhg’ﬂg
= h1h2 . n’f’Q )
~—
eEN
= h1h2 . ’ntlx(h2) s N2 (2)

Definition 5.8 (semidirektes Produkt)
Seien H, N Gruppen und « € Hom(H, Aut(N)). Das semidirekte Produkt H x, N von H und N
beziiglich « ist das kartesische Produkt H x N mit der Multiplikation

(h1,m1) - (ha,ng) = (hyhg, n"ny)

» Bemerkung 5.9
(a) Wir identifizieren H, N mit der Teilmenge H x 1 bzw. N x 1 von H X, N.

(b) Ist @« € Hom(H, Aut(N)) trivial, also a(h) = idy fir alle h € H, so ist H x, N = H x N,
das direkte Produkt.

Satz 5.10
Seien H, N Gruppen, a € Hom(H, Aut(N)). Dann ist G = H x,, N eine Gruppe, und diese ist das
interne semidirekte Produkt von H < G und N < G, wobei

int(h)|y = a(h) VheH

Beweis. Seien hi, hs, hs, h € H und ng, ni1, na, ng, n € N.
¢ neutrales Element:
(1er, 1n)(hyn) = (B, 15 0) = (h,n)
(hyn)(Lar, 1) = (h,n® 0 15) @ ()
(%): a(1lg) =id
o Assoziativitit:

[(h1,m1) (2, n2))(hsy n3) = (haha, nS " n) (ks ns) = (hahahs, (007 12)° ) n5) 2 (hyhohs, ng 2@ pg(a)p )
hi,n1)[(h2,n2)(ha,n3)] = (h1,n1)(haha, 15" ng) = (hihahg, nS 2@ pghs)y,
2 1 2

(%): a(hs) ist ein Automorphismus und « ist ein Homomorphismus
o Inverses: (h,n)"' = (R}, (nfl)a(h_l))

e HLQG:

(h1,1)(h2,1) = (h1ha, 1°"2)1) = (h1ho,1) € H
(h,1) ' =(h""1)eH
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5. Direkte und semidirekte Produkte Kapitel I: Endliche Gruppen

e N<QG:

(1,n1)(1,n2) = (1,75 Wny) = (1,m1n2) € N
L) =1,E ) ) =1 n ) eN

« HNN = 1: klar
« HN =G: (h,1)(1,n) = (h,1°Wn) = (h,n) € G

e NQG: (h,n) " (1,n0)(h,n) = (A, (R H)*® N (h,ndMn) =(1,..) e N
e int(h)|y = a(h):

™I = (b, 1) (1) (k1)
= (b, 1)(h,n™1)
— (17 1a(h)na(h))
= (1,n*™)
_ na(h) O
Folgerung 5.11
Sei G = H x N und « wie inBemerkung 5.7. Dann ist

Hx, N —G
(h,n) — hn

ein Isomorphismus. Insbesondere ist G durch H, N und « bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.
Beweis. e ¢ ist Homomorphismus: ©((h1,n1)-(h2,n2)) = @(h1he, n?(hz)nz) = hlhzn?(hz)ng @ hihaning =
@(h1,m1) - p(h2,n2)
e ¢ ist surjektiv: Im(p) = HN =G
o (ist injektiv: HNN =1 ]
m Beispiel 5.12
Sei G=H x N.

(a) H = N = Cy: Aut(N) = {ide,} = o € Hom(Cs, Aut(Cy)) = 1 (konstante Abbildung)
=S=G=HX,N=HxN=Z(Cyx(Cy=2V,

(b) H = Co, N = Cs: Aut(N) = (Z/32)% = Cp = a € Hom(Cy, Aut(Cy)) = {ide,, 1} =
HKQN:HXNgC(i OderHD(idCQNgS:g
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6. Gruppenwirkungen Kapitel I: Endliche Gruppen

6. Gruppenwirkungen

Sei G eine Gruppe und X eine Menge.
Definition 6.1 (Wirkung, G-Menge)
Eine (rechts-)Wirkung von G auf X ist eine Abbildung

XxG—=X
(z,9) — x7
mit z € X und h, g € G, wobei
o (Wl): zle =z

o (W2): (29)1 = 29"

Eine G-Menge ist eine Menge X zusammen mit einer Wirkung von G auf X.

m Beispiel 6.2
(a) Die symmetrische Gruppe G = Sym(X) wirkt auf X durch 27 = o(z) mit x € X, 0 € G. So
wirkt zum Beispiel S, auf X = {1,...,n}.

(b) G wirkt auf X = G durch Multiplikation z9 = zg, die sogenannte regulire Darstellung von
G.

(c) G wirkt auf X = G durch Konjugation: 29 = g~ lzg.
(d) G wirkt auf der Menge UG(G) der Untergruppen von G durch Konjugation H9 = {h9 | h €
H} mit H < G.

(e) Sind H, N Gruppen, so liefert jedes oo € Hom(H, Aut(N)) eine Wirkung von H auf N durch

nh = poh),

(f) Ist K ein Korper, so wirkt K* auf K durch 2¥ = zy mit € K und y € K*.

Ist K ein Korper, n € N, so wirkt GL,,(K)°? auf K" durch Multiplikation z# = Az
(g) per, ) p

Anmerkung
°P ist notig, weil die Multiplikation “falsch herum® definiert wurde. g) wire ein Beispiel fiir eine

Linkswirkung, also ist es dann mit °? eine Rechtswirkung.

m Beispiel
The additive group of the real numbers (R, +) acts on the phase space V = R? of “well-behaved”
systems in classical mechanics (and in more general dynamical systems) by time translation: if ¢ is
in R and z is in the phase space, then x describes a state of the system, and ¢ + x is defined to be

the state of the system ¢ seconds later if ¢ is positive or —t seconds ago if ¢ is negative.
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» Bemerkung 6.3
Wirkt G auf X, so ist fiir jedes g € G die Abbildung

X=X
Og:
x — x9

bijektiv, da o4 004-1 = 04-104 = 01 = idy, also 04 € Sym(X) und

G — Sym(Q)
g oy,
ist ein Gruppenhomomorphismus. Umgekehrt liefert jeder Homomorphismus ¢ : G — Sym(G) eine

Wirkung von G auf X durch 29 = 2°(9). Somit steht die Menge der Wirkungen von G auf X in
natiirlicher Bijektion zu Hom(G, Sym(X)).

Definition 6.4 (Fixpunkt, Stabilisator, Bahn, Bahnraum, G-invariant, treu, transitiv, frei)
Sei X eine G-Menge, gg € G, g € X

xo ist ein Fixpunkt von go & 2§’ = o
Fix(G) = X ={z € X |29 =2 Vg € G}, die Menge der Fixpunkte von X unter G

Gz, = Stab(zo) = {g € G | z§ = z} der Stabilisator von z( in G

)
)
)
(d) z§ = {z} | g € G}, die Bahn von zy unter G
) X/ = {2% | x € X}, der Bahnenraum

)Y < X ist G-invariant < Y9 ={y9 |y €Y} <Y
) Die Wirkung von G auf X ist

o treu, wenn [,y Gz =1

e transitiv, wenn gilt: Vx,y € Xdge€ G: 29 =y

o frei, wenn G, =1 fiir alle x € X

» Bemerkung 6.5
(a) Der Stabilisator G, besteht aus den g € G, die z als Fixpunkt haben.

(b) Die Wirkung von G auf X ist
o transitiv, wenn es nur eine Bahn gibt, also |X/¢| =1
o frei, wenn kein 1 # g € G einen Fixpunkt hat

o treu, wenn kein 1 # g € G alle x € X als fixiert

m Beispiel 6.6
Fiir n > 1 wirkt G = S,, auf X = {1, ..., n} transitiv, treu, aber fiir n > 3 nicht frei. Der Stabilisator

G, von n € X ist eine Untergruppe von .S,, isomorph zu S, _1.
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m Beispiel 6.7
Die reguldre Darstellung von G auf X = G ist frei und transitiv:

o fre: 9 =rx=>xg=0=9g=1

o transitivi z,y € X =G =firg=a"lyist 29 =y

Lemma 6.8

Sei X eine G-Menge.
(a) Firz € X ist G, < G.

(b) Fiir z,y € X ist 2% =y oder z¢ Ny% = 0.

(¢) Nyex = Ker(o), 0 : G = Sym(X) wie in Bemerkung 6.3

)

(d) Fir z € X und g € G ist Gpo = (Gz)?

Beweis. Seien z,y € X, g,h € G

(a) Sei 29 =z und z" = z. Dann

(b) a7 =y = o€ = (29)€ = (y")¥ = y"
(€) g€ Nyex Ge = Vo € X: 29 =2 & 04 = 0(g) idx
(d) h€Gas & (@) =29 29 ' =z h? ' €Gy e he (G O

Satz 6.9 (Cayley)
Ist n = #G < o0, so ist G isomorph zu einer Untergruppe der S,,.

Beweis. Betrachte die regulidre Darstellung o : G — Sym(G). Da diese Wirkung frei ist (Beispiel 6.7), also
insbesondere treu, ist ¢ injektiv (Lemma 6.8 c), somit G 2 Im(o) < Sym(G). Eine Aufzidhlung G = {g1, ..., gn}

liefert einen Isomorphismus

. {Sn — Sym(X)

T = (gi = gr(i))

und somit ist G = ¢~ (Im(c)) < Sy.

Lemma 6.10
Fiir eine G-Menge X und z € X ist

G.\G — ¢

Gpg — 29

eine Bijektion.
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Beweis. o o wohldefiniert: Gog = G.¢' = ¢’ = gh mit h € G, = 29 =M = g9
e o surjektiv: klar

o ¢ injektiv: 29 =29 < 2 = 99 & g9 €G, &g €Gag e Galy = Gayg O

Satz 6.11 (Bahn-Stabilisator-Satz)
Sei X eine G-Menge, = € X. Dann ist

#2€ = (G : Gy)

Beweis. Lemma 6.10 O

m Beispiel
Da bei Prof Fehm, die Verbindung zwischen Algebra und Geometrie keine Beachtung geschenkt
wird, hier mal ein sehr anschauliches Beispiel von Wikipedia.
One can use the orbit-stabilizer theorem Satz 6.11 to count the automorphisms of a graph. Consider
the cubical graph, and let G denote its automorphism group. Then G acts on the set of vertices
{1,2,...,8}, and this action is transitive as can be seen by composing rotations about the center of
the cube. Thus, by the orbit-stabilizer theorem, we have that |G| = |G-1||G1| = 8|G1]|. Applying the
theorem now to the stabilizer Gy, we obtain |G1| = |(G1) - 2||(G1)2| . Any element of G that fixes 1
must send 2 to either 2, 4 or 5. There are such automorphisms; consider for example the map that
transposes 2 and 4, transposes 6 and 8, and fixes the other vertices. Thus, |(G1) - 2| = 3. Applying
the theorem a third time gives [(G1)z2| = [((G1)2) - 3||((G1)2)3]. Any element of G that fixes 1 and 2
must send 3 to either 3 or 6, and one easily finds such automorphisms. Thus, |((G1)2) - 3| = 2. One
also sees that ((G1)2)s consists only of the identity automorphism, as any element of G fixing 1, 2
and 3 must also fix 4 and consequently all other vertices. Combining the preceding calculations, we
now obtain |G| =8-3-2-1=48.

Folgerung 6.12 (Bahngleichung)
Ist X eine G-Menge und X = ", ¢ die Zerlegung von X in Bahnen (vgl. Lemma 6.8 c) so ist
#X =) (G:G;)
i=1
Definition 6.13 (Zentralisator, Normalisator)
(a) Fiir h € H ist

Cg(h) ={g9 € G| gh = hg}

der Zentralisator von h.

(b) Fur H < G ist

Ng(h) ={g9 € G |gH = Hg}

der Normalisator von H.
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» Bemerkung 6.14
(a) Der Zentralisator von h ist der Stabilisator von h unter der Wirkung von G auf X = G durch

Konjugation (Beispiel 6.2 ¢). Es ist die grofite Untergruppe H mit h € Z(h).

(b) Der Normalisator von H < G ist der Stabilisator von H unter der Wirkung von G auf
X = UG(G) durch Konjugation (Beispiel 6.2 d). Dies ist die groBte Untergruppe N von G
mit H < N.

Folgerung 6.15
Fiir h € Gund H <G ist Cg(h) < Gund H < Ng(H) < G und

(a) (G:Cg(h)) ist genau die Anzahl der zu h konjugierten Elemente von G
(b) (G : Ng(H)) ist genau die Anzahl der zu H konjugierten Untergruppen von G

Beweis. Satz 6.11 O
Folgerung 6.16 (Klassengleichung)
Sei G endlich mit Zentrum Z = Z(G) und sei 1, ..., z,, ein Repriasentantensystem der Konjugati-

onsklassen in G\ Z. Dann ist

#G=H#Z+Y (G : Cal(x))

i=1

Beweis. aus Satz 6.11 und Folgerung 6.15, da G =Z WG\ Z = Zwly]_, z$. O
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7. p-Gruppen

Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl.
Definition 7.1 (p-Gruppe)
G ist eine p-Gruppe < #G = p™ fiir ein n € Ny.

Satz 7.2
Sei G eine p-Gruppe und X eine endliche G-Menge. Dann ist

#Fixx(G) =#X mod p

Beweis. Seiz € X.
e zE€Fixx(G)= (G:Gz) =1
e 2¢Fixx(G)=1#(G:Gy) | #G=p" = (G:G;) =0 mod p
o Ist X =4, z§, so ist

#X =) (G:Gi) = #Fixx(G) modp 0

i=1

Folgerung 7.3 (Satz von Cauchy)
Teilt p die Ordnung von G, so hat G ein Element der Ordnung p.

Beweis. Sei X = {g1,..,9p €GP | g1-...- gp = 1}. Esist #X = (#P)? ' und C, = ((12...p)) < S, wird auf
X durch (g1,-.-,9p)° = (go(1)s ---» Go(p)) beschrieben. Mit Satz 7.2 gilt:

#Fixx(Cp) = #X = (#G)" ' =0 mod p

Da (1,...,1) € Fixx(Cp) folgt # Fixx(Cp) > p > 2, es existiert also 1 # g € G mit (g,...,g9) € X, das heif}t
ord(g) = p. O

I Folgerung 7.4

Jede nicht-triviale p-Gruppe hat eine nicht-triviales Zentrum.
Beweis. Betrachte Wirkung von G auf X = G durch Konjugation (Beispiel 6.2 ¢). Dann
#7(G) = Fixx(Q) £ #G =0 mod p

insbesondere ist Z(G) # 1. O

Lemma 7.5
#G = p = G ist zyklisch.

Beweis. Seil# g€ G=1+#ord(g) | #G = ord(g9) = p = G = (g) ist zyklisch. O

Lemma 7.6
G/z(@) zyklisch = G ist abelsch.
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Beweis. Sei a € G mit ¢/z(a¢) = (aZ(G)). Dann ist

G=|]Jd"20).
kez
Sind nun z,y € G, so ist x = a¥c, y = d'd mit k,l € Z,c,d € Z(G) = z -y = adc-d'd=d'd - afc=y -z |
Satz 7.7
Ist #G = p?, so ist G abelsch.
Beweis. Nach Folgerung 7.4 ist Z(G) # 1. = #SG/z@) | p L2 G/z(c) ist zyklisch L8 G ist abelsch. O

» Bemerkung 7.8
Mit dem Struktursatz Theorem 4.8 erhalten wir

#G=p=G=2Z/pZ
#G =p* = G2 Z/p*Z oder G = Z/pZ & Z/pZ

Satz 7.9
Ist #G = p* und [ < k, so gibt es H < G mit #H = p'.

Beweis. Induktion nach I:
[ = 0: trivial Untergruppe!
l—1—1: Nach 7.4 ist #Z(G) = p®,a > 0, nach Folgerung 7.3 (CAUCHY) existiert somit ein g € Z(G) mit
ord(g) = p. Da g € Z(G) ist (9) I G und #G/(g) = pkil. Nach Induktionshypothese ist Untergruppe Ho < G/(p)
mit #Hy = p'~'. Betrachte den hommy : G — G/py = H := 7r<_g§(Ho) < G, #H = #XKer(ny) - #Ho =

p-p Tt =p. O
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8. Die Sylow-Séitze

Sei G eine endliche Gruppe und p € N prim .
Definition 8.1 (p-Sylow-Untergruppe)
Sei H < (G.

(a) H ist p-SyLOw-Untergruppe von G (oder p-SyLowgruppe von G) < H ist p-Gruppe und
pt(G: H)

(b) Syl (G) ={H < G| H ist p-SyLowgruppe von G}

» Bemerkung 8.2
Schreibe #G = p* - m mit p{ m. Dann gilt fir H < G. H € Syl,(G) & #H = p*.

m Beispiel 8.3
(a) Syl3(Ss) = {As}

(b) Syly(Ss) = {{(12)), ((13)), ((23))}
(c) Syly(S4) 2 Dy

Satz 8.4
Es gilt Syl (G) # 0.

Beweis. Induktion nach n := #G =p* -m, ptm.
n=1:1¢€ Syl,(1)!
n > 1: Ist p{n, soist 1 € Syl (G). Sei also k > 1.

« 1. Fall: Es existiert H S G mit p { (G : H). Nach Induktionshypothese existiert S € Syl,(H). Da
pt(G:8)=(G:H)(H:S)ist S € Syl,(G).

o 2. Fall: Esist p | (G : H) fiir alle H S G. Nach Klassengleichung Folgerung 6.16 ist 0 = n = # Z(G) +
Sor_ (G : Ca(xi)) = ord Z(G) mod p, wobei G\ Z(G) = WJ;_, «f, also p | # Z(G). Nach Folgerung 7.3
(CAUCHY) existiert ein g € Z(G) mit ord(g) = p. = N := (g9) <G, #N = p, #G/Nv = p*~'m. Nach
Induktionshypothese existiert S € Syl,(¢/n), das heifit S = p" 1. Setze S := w&l(g) < @G. Dann ist
#S = # Ker(mn)#S = p - p* ™ = p*, das heit S € Syl (G). O

Folgerung 8.5
Ist k € N mit p* | #G, so existiert H < G mit #H = p".

Beweis. Satz 8.4 und Satz 7.9. O
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Theorem 8.6 (Sylow-Sétze)
Sei G eine endliche Gruppe.

(a) Jede p-Gruppe H < G ist in einer p—SyYLOWgruppe von G enthalten.
(b) Je zwei p-SyLOwgruppen von G sind konjugiert.
(c) Fiir die Anzahl s, := # Syl (G) gilt

sp=(G:Ng(S))=1 modp

wobei S € Syl,(G) beliebig.

Beweis. Fixiere So € Syl,(G). Definiere X = {S§ | g € G} C Syl (G).

e Behauptung 1 pt #X: Wirkung von G auf X durch Konjugation ist transitiv und Gs, = Ng(So) < .So.

Dann
#X = #5§ °=' (G : Gs,) | (G : So)

und pt (G :Sp), somit pt #X.
e Behauptung 2 H < G p-Gruppe, S € Fixx(H) = H < S: Sei Go = Ng(5). Dann:
— S<4Go), HS<Go=SIHS<Go <G
— HS/s 2 H/Hgns ist p-Gruppe, da H p-Gruppe und S p-Gruppe = HS ist p-Gruppe
—pt(G:S)=(HS:S)|(G:S)=pt(HS:S)=(HS:S5)=1,also HS = S und damit H < S.

Jetzt zu den Beweisen der SYLOW-Sétze.
(a) Sei H < G p-Gruppe.
7.2
#Fixx(H) = #X #0 mod p

Also existiert S = S§ € Fixx (). Mit Behauptung 2 folgt H < S € Syl (G).
(b) Sei H € Syl (G). Nach dem Beweis von (a) ist H < S§ fiir ein g € G. Also H = S§ ist konjugiert zu So.
(c) Nach (b) ist Syl,(G) = X, also

sp =#X = (G : Na(So))

Es ist Sy € Fixx (So) und fiir S € Fixx (Sp) ist So < S, also Sy = S nach Behauptung 2, das heiit es gibt
genau einen Fixpunkt. Es folgt # Fixx (So) = 1 und deshalb

spz#Xg#FixX(So)El mod p O

Folgerung 8.7
Sei S € Syl,(G). Genau dann ist S < G, wenn s, = 1.
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Folgerung 8.8
Schreibe #G = p*m, pt m. Dann gilt
sp|mund p|s,—1

m Beispiel 8.9
Sei #G = pg, mit Primzahlen p < g. Wéhle P € Syl (G), @ € Syl (G).
. sq\pundq|sq—lgsqzngﬂG.éG:Ple(dennPﬂQzlundPQ:G).
e splqundg|sy—1=s,=1oder (s, =qgund ¢ =1 mod p)
— 1. Fallmit ¢ # 1 mod p: Dannist s, =1=>PIG=>G=PxQ=C, x C; =)y
4.14
— 2. Fall mit ¢ = 1 mod p: Aut(Q) = Aut(C,) = C,_1 hat genau eine Untergruppe
mit Ordnung p, also ist Hom(P, Aut(Q)) # 1. Es kann deshalb entweder G = P x Q =

P x Q = Cpq abelsch oder G = P x Q = C), X, Cy mit o # 1 nicht abelsch geben, z.B.
Sg & Cg X o Cg.
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9. Einfache Gruppen

Sei G eine Gruppe und n € N.
Definition 9.1 (Einfache Gruppe)
Eine Gruppe G heifit einfach, wenn G # 1 und es kein 1 # N AG gibt.

» Bemerkung 9.2
Die einfachen Gruppen sind die grundlegenden “Bausteine* der Gruppen, siehe Kapitel 1.10.

m Beispiel 9.3

(a) C, ist einfach < n ist prim, da dann #C,, keine weiteren Teiler hat, also auch keine Unter-
gruppen

(b) Sei G endlich abelsch. Dann: G ist einfach < G = C), p prim

(c) Sei G eine p-Gruppe. Dann: G ist einfach Lo Cp, p prim

(d) A2 = {id} und damit einfach

(e) As ist einfach, da As = Cs

(f) A4 ist nicht einfach (da Vy < Ay gilt)

Definition 9.4 (Typ)
Sei o € S,,.Ist 0 = 01 - - - 0 eine Zerlegung in paarweise disjunkte Zykel o; mit ord(o;) = r;, wobei
ry>1re > - > 1 > 2, 50 heifit

Typ(0) = (rrre o 1. 1)
~——
=+ Fix(o)

der Typ von o.

m Beispiel 9.5

Sei o0 = (12)(25) € Ss. Die Zykelzerlegung ist ¢ = (152). Also ist Typ(c) = (3,1,1). Die beiden
Fixpunkte sind 3 und 4.

Definition 9.6 (Partition)
Eine Partition von n ist eine endliche Folge (rq,...,r%) mit rq,...,7x € N, r; > -+ > r und

n= Zf:l Ti-

Lemma 9.7

{Typ(o) | 0 € S,,} ist genau die Menge der Partitionen von n.

Beweis. o Hinrichtung: klar
o Riickrichtung: Ist (71, ..., 7%) eine Partition von n, so ist (r1,...,7%) = Typ(o) fir

k-1
c=0..r)(r+1..m +T2)---(1+ZT«L--~TL) O

=1
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Satz 9.8

Fiir 0,0’ € S, sind dquivalent:
(a) 0,0’ sind konjugiert in S,.

(b) Typ(o) = Typ(o')

Beweis. Schreibe o = o1...0, paarweise disjunkte Zykel, r, = ord(c,), r1 > ... > Tk, 00 = (tv,1 - fuyr,),
{1, on} ={ivu | v,u}
e (a) = (b): Ist 0’ = 0" mit 7 € S, so ist

T T T T =T - T
o' =01..0p und o, =(i,1...1,,)

Insbesondere Typ(c) = Typ(c”’).

e (b) = (a): Ist Typ(o) = Typ(c’), so ist ¢’ = 01...0;, mit paarweise disjunkten Zykeln mit ord(o},) = r,
und o, = (i, ...4,,,) und deshalb wieder {1,...,n} = {i,, | v = 1,...k,p = 1,...,m}. Mit 7 € Sp
definiert durch

s T _ T T s T _ (;T T Y 4 —
ist dann 0" = o7 ...0f, mit o) = (i1 ...9,,,) = (ly,1 - lyr,) = O O

Lemma 9.9

Ist n > 5, so sind je zwei 3-Zykel konjugiert in A,,.

Beweis. Seien o = (i1142143) und o’ = (i} i5i5). Nach Satz 9.8 existiert 7 € S, mit 0/ = o”. Ist 7 € A,, so sind

wir fertig. Andernfalls gibt es wegen n > 5 j1 # jo € {1,...,n} \ {i1,45,45}. Dann ist 7(j1,52) € A, und

O.T(J'sz) _ (O.T)(j17j2) _ (0/)(11,1'2) - 0

Lemma 9.10
Ist n > 3 wird A,, von den 3-Zykeln erzeugt.

Beweis. Sei 0 € A,. Schreibe 0 = 71 ... 72, mit Transpositionen 71,...,72, € S, (siehe Definition 1.11). Es

geniigt zu zeigen, dass 7172 Produkt ist von 3-Zykeln. Ohne Einschrinkung sei 7 = (12).

e m=(12)=7: 17 =(123)(213)

o 7o =(1k) firein k > 2: 7o = (12k)

o T = (2k) fiir ein k > 2: analog

o 7= (k) fir I >k>2 mm=(1kl)(1k2) 0

Theorem 9.11
Fur n > 5 ist A,, einfach.
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Beweis. Sei 1 # N < A,,. Enthilt N ein 3-Zykel, somit nach Lemma 9.9 schon alle 3-Zykel, daraus folgt mit
Lemma 9.10 N = A,. Sei 1 # 0 € N ist mit Zykelzerlegung o = o1 ...0%.

o Fall 1: Zykelzerlegung enthilt 2 Transpositionen, etwa o1 = (12), o2 = (34)
=0 :=012% = (123)71(12)(34)03...0x(123) = (23)(14)03...01 € N
=0 -07'=(13)(24) €N
=0’ = (o)1 = (15)(24) e N
=0o'c7'¢" =(135) €N
o Fall 2: Zykelzerlegung von o enthélt Zykel der Liange m > 4, etwa o1 = (1...m)
=0 =023 = (23145 ... m)oso, € N
=0 '¢' :=(241) €N
o Fall 3: Zykelzerlegung besteht aus 3-Zykeln, etwa o1 = (123), 02 = (456) (01 N o2 = 0) (dieser Fall
existiert nur fiir n > 6)
=0 =023 = (134)(256)0...0, € N
=00’ =(14235) € N
= Fertig nach Fall 2! O

Folgerung 9.12
Fiir n # 4 hat S, nur die Normalteiler 1, A4,,, S,,.

Beweis. Sei N <5,.

e n < 3: klar mit V5 + Satz 9.8

9.11

e n>5:NNA, <A, = NNA,e{l,A,}
— NAA,=Ap: Ay < N <8, S80=2 N e 14, 8,)
— NNA,=1: NA, =N x A, = #N < 2,denn #N : #A, = #NA, <#S5, =2#A,. Ware N # 1,
so existiert 1 # o € N mit ord(c) = 2, also Typ(o) = (2,...,2,1,...,1) im Widerspruch zu Satz 9.8,
denn es existiert 1 # o’ # o konjugiert zu o, insbesondere o’ € N, also ist #N > 3. O

» Bemerkung 9.13
e Man kann zeigen, dass es keine nicht zyklische einfachen Gruppen der Ordnung #G < # A5 =
60 gibt! (Kann mit den SyLow-Sétzen (Theorem 8.6) gezeigt werden oder mit BURNSIDE’s

Lemma, welches wir in dieser Vorlesung nicht behandelt haben.)
¢ Die endlichen einfachen Gruppen sind vollstindig klassifiziert:

a) Cp, mit p prim

(a)

(b) A, mitn >5
(c) Einfache Gruppen von LIE-Typ
)

(d) 26 “sporadische” einfache Gruppen (z.B. Monster Gruppe mit Ordnung ca. 10°3)
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10. Auflésbare Gruppen

Sei G eine endliche Gruppe.
Definition 10.1 (Normalreihe, Faktoren, Verfeinerung, Kompositionsreihe)

(a) Eine Normalreihe von G ist eine Folge von Untergruppen
G=G>GD>.>G, =1 (%)

Dabei ist n die Lénge der Normalreihe, und die Quotienten Gi-1/G, heiflen die Faktoren der

Normalreihe.

(b) Eine Normalreihe Gy, ...,G, von G ist eine Verfeinerung einer Normalreihe Hy, ..., H,, von

G, wenn i1, ...,4, mit H; = GijVj gibt.

(¢) Eine Kompositionsreihe ist eine Normalreihe, die maximal beziiglich Verfeinerung ist.

» Bemerkung 10.2
(a) Fiir eine Normalreihe (%) gilt nach Lemma 3.7 + U27: Genau dann ist Gi-1/G; einfach, wenn
es kein G;_1 > N > G; mit N > G;_1 gibt. Das heifft, genau dann ist eine Normalreihe eine
Kompositionsreihe, wenn alle ihre Faktoren einfach sind.

(b) Jede Normalreihe besitzt eine Verfeinerung, die eine Kompositionsreihe ist.

m Beispiel 10.3

(a) Ss hat eine Kompositionsreihe

mit Faktoren S3/4; = Cq, 43/1 = Cs.

(b) Sy hat die Kompositionsreihe
SiB AR ViR H=((12)34) 21

mit Faktoren S1/A, = Cy, A4/v, = C5, Va/a = Cy und H/1 = Cs.

(¢) Ss hat die Kompositionsreihe
Ss 2 As 1

mit Faktoren Ss5/4; = Co, 4s5/1 = A5 nach Theorem 9.11.

Theorem 10.4 (Jordan-Hélder)
Je zwei Kompositionsreihen von G haben die gleiche Lange und ihre Faktoren stimmen bis auf

Isomorphie und Reihenfolge iiberein.
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Beweis. Induktion iiber die minimale Linge n einer Kompositionsreihe: Seien

G=Ao>A > A, =1,
G=By>B > -->B

=

Ay A,

Ay
/N
G N Ny Ny N,
ANV
By

B> B,

n=0: G=1Kklar
n>0:G#1=m>0.Esist N=A1NB1 4G, A.1B1 <G

e 1. Fall: A; = Bi: Behauptung aus Induktionshypothese fiir N = A; = B;
e 2. Fall: A; # B;: Dann ist A1 < A1 B1 < G und somit ist A1 B1 = G, denn G/4a, ist einfach

3.10
G/A1 = AlBl/Al = B1/A1m51 = BI/N

G/p, &2 A1/N

Insbesondere sind 41/n und Bi/n einfach. Sei N = Ng > N; B> ... > N; = 1 Kompositionsreihe. Dann
ist auch Ay > N > Ny > ... > N; ist Kompositionsreihe der Lange [ + 1. Da A; &> A, &> ... > A,
Kompositionsreihe minimaler Lange n — 1 ist. Es folgt aus der Induktionshypothese, dass n — 1 =1+ 1
und dass die Faktoren iibereinstimmen. Ebenso sind B1 &> Bo > ... > B, und B1 > No > N1 > ... > N;
Kompositionsreihe mit Lange m — 1 und I+ 1. Dal+ 1 =mn —1 < n folgt aus der Induktionshypothese,
dass [ +1 = m — 1 und dass die Faktoren iibereinstimmen. Alsom =1+2 =nund Ao > ... > A, und

By > ... > B, haben Faktoren G/a, & Bi/nN, A1/N &2 G/By, N/Ny, N1/Ny, ..., Ni—1/N, O

Definition 10.5 (Kompositionsfaktoren, auflssbar)

(a) Die Faktoren einer Kompositionsreihe von G heiflen die Kompositionsfaktoren von G.

(b) G ist auflosbar, wenn alle Kompositionsfaktoren von G zyklisch sind.

m Beispiel 10.6
(a) S3 hat Kompositionsfaktoren Co, Cs3: auflosbar

(b) Sy hat Kompositionsfaktoren Cq, Cs, Cy, Co: auflosbar

(¢) Sp, n > 5 hat Kompositionsfaktoren Cs, A, : nicht auflésbar

)

)
(d) G ist abelsch = G ist auflosbar (Beispiel 9.3¢)
(e) G ist p-Gruppe = G ist auflosbar (Beispiel 9.3d))
)

(f) C4 und Vy haben Kompositionsfaktoren Cy und Cy, aber Cy % Vj.

Lemma 10.7

Sei N < G. Genau dann ist G auflésbar, wenn N und G/~ auflésbar sind.

Beweis. o Hinrichtung: Ist N = No &> ... > N; = 1 Kompositionsreihe, so kann G > No > ... > N, =1

zu einer Kompositionsreihe von G verfeinert werden, Kompositionsfaktoren von N sind die Kompositions-
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faktoren von G. Somit ist N auflésbar. Ist ¢/ = Ho > ... > Hj Kompositionsreihe von &/n, so kann

G =my' (Ho) > 7y (H1) B ... > ' (Hi) = N > 1 zu einer Kompositionsreihe verfeinert werden, die

=

Kompositionsfaktoren von ¢/~ sind also Kompositionsfaktoren von G. Somit ist ¢/~ auflosbar.

o Riickrichtung: Sind N = No > ... &> N; und ¢/§v = Hg > ... > H; Kompositionsreihen, so ist G =
an (Ho) > ... > ay' (Hy) = N > Ni > ... > N; eine Kompositionsreihe von G und ist damit auflosbar.
O

Satz 10.8

Fir G sind dquivalent:

a) G ist auflosbar.

(a)

(b) G hat eine Normalreihe mit zyklischen Faktoren.

(¢) G hat eine Normalreihe mit abelschen Faktoren.
)

(d) G hat eine Normalreihe mit auflésbaren Faktoren.

Beweis. o (a) = (b) = (c) =2 (d)

e (d) = (a): Induktion tiber die Linge der Normalreihe mit Lemma 10.7 d
Definition 10.9 (Kommutator, Kommutatoruntergruppe)
Seien z,y € G, H, K <G.

1

(a) [z,y] := 2~y l2y, der Kommutator von x und y

(b) [H, K] := ([h.k] | h € H k€ K)

(¢) G’ =[G, G], die Kommutatoruntergruppe von G

» Bemerkung 10.10

Genau dann kommutieren z und y (also zy = yz), wenn [x,y] = 1. Es gilt [z,y]~! = [y, 2].

Lemma 10.11
Ist ¢ : G — H ein Epimorphismus, so ist p(G') = H'.

Beweis. Da ¢([z,y]) = [¢(z), p(y)] ist

e(G") = o(({[z,y] | 2,y € H}))
= (p({[z, 9] | =,y € G}))
= {le(@), ¢ | z,y € G})
={[zy]|z,yc H}) = H' ]

Lemma 10.12
G’ ist der kleinste Normalteiler von G mit G/G’ abelsch.

Beweis. o (' ist charakteristisch = G’ < G

o Glg' =mg (G) R (G/¢") =me(G') =1 = [z,y] =1 fiir alle z,y € G/c’, das heiit G/¢’ ist abelsch
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10.11

o Sei N <G mit G/~ abelsch = 7y (G') = (G/n) =1= G’ < Ker(rny) = N, das heifit G’ ist der kleinste
Normalteiler. O
Definition 10.13 (Kommutatorreihe)

Wir definieren die Kommutatorreihe

G=GOp>aghp> .

induktiv durch G(¥ = G und G*+D = (G,

Satz 10.14
Ist G, & ... 9 G 9 Gy = G eine Normalreihe mit abelschen Faktoren (wir fordern ausnahmsweise

nicht, dass G,, = 1), so ist G(¥) < G, fiir alle i < n. Insbesondere ist G genau dann auflésbar, wenn
G =1 fiir ein n.

Beweis. Induktion iiber n

n = 0: klar

n — 1 — n: Nach Induktionshypothese ist GV < G,_1, Gn-1/a, abelsch = G™ = (G("fl))’ < (Gn-1) <
Gr.

Fiir den “Insbesondere”-Fall gilt:

o Hinrichtung: Kompositionsreihe G = Go &> G1 & ... > G, ist Normalreihe mit abelschen Faktoren
=G <G, =1=G" =1

e Riickrichtung: G = G > el >... > G™ =1 mit n minimal ist Normalreihe mit abelschen Faktoren
108 . .
— ( ist auflosbar. O

Folgerung 10.15

Ist G auflésbar und H < G, so ist auch H auflésbar.

Beweis. G auflésbar —=5 G =1 fiir ein n = H™ <GM=1=HM™ =1 221 1 aufissbar. O

» Bemerkung 10.16

Das kleinste n mit G(") = 1 heiit Stufe von G. (rank im englischen Sprachraum)

» Bemerkung 10.17
Es gelten die folgenden tiefen Séitze:

o Satz von BURNSIDE: Ist #G = p%¢® mit p, ¢ prim, so ist G auflosbar.

e Satz von FEIT-THOMPSON: Ist #G ungerade, so ist G auflosbar.
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Kapitel 11

Kommutative Ringe

1. Erinnerung und Beispiele

» Erinnerung 1.1

Ein Ring ist eine abelsche Gruppe (R,+) zusammen mit einer Verkniipfung - : R x R — R

die Assoziativitdt und Distributivitdt erfiillt. Eine Teilmenge @) # S C R ist ein Unterring oder
Teilring von R, wenn S abgeschlossen unter Addition, Subtraktion und Multiplikation ist. Ei-

ne Abbildung ¢ : R — R’ zwischen Ringen ist ein Ringhomomorphismus, wenn ¢(r; + r3) =

o(r1) + p(r2) und @(rire) = @(r1)p(r2) und in diesem Fall ist

Ker(p) = ¢~ ({0})

der Kern von ¢.

» Bemerkung 1.2
In dieser Vorlesung bedeutet “Ring” immer kommutativer Ring mit Einselement, das heifit (R, -)
bildet ein kommutatives Monoid mit Einselement 1g. Wir fordern dann zusétzlich, dass Unter-
ringe von R das Einselement von R enthalten und dass Ringhomomorphismen ¢ : R — R’ das

Einselement von R auf das Einselement von R’ abbilden.

m Beispiel 1.3
(a) Der Ring Z der ganzen Zahlen.

(b) Der Restklassenring Z/nZ fir n € N.
(c) Die Korper Q, R, C.
)

(d) Der Nullring R = {0}

Seien R, S Ringe. (Die meisten Beweise sind dem LAAG 142 Skript zu entnehmen!)

Satz 1.4
Ein Ringhomomorphismus ¢ : R — S ist ein Isomorphismus (das heifit bijektiv), wenn es einen

Ringhomomorphismus v : S — R mit ¢ o ¢ = idg und ¢ o ¢) = idg gibt.

Satz 1.5
Ein Ringhomomorphismus ¢ : R — S ist genau dann injektiv, wenn Ker(y) = {0}.
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Definition 1.6 (invertierbar, Einheit, Nullteiler, nullteilerfrei)

Ein z € R heiflt invertierbar oder eine Einheit, wenn es y € R mit xzy = 1 gibt, und die Menge R*

der Einheiten bildet eine Gruppe unter Multiplikation.

Ein x € R ist ein Nullteiler, wenn es 0 # y € R mit xy = 0 gibt, und R ist nullteilerfrei, wenn es
keinen Nullteiler 0 # = € R gibt.

m Beispiel 1.7
(a) Z ist nullteilerfrei, Z* = pg = {£1}.

(b) Z/nZ ist genau dann nullteilerfrei, wenn n prim ist.
m Beispiel 1.8
Fiir eine Familie von Ringen (R;);c; wird [],.; R; durch komponentenweise Addition und Multi-

plikation zu einem Ring, genannt das direkte Produkt der R;. Bezeichnet 1p, das Einselement von

R;, so ist (1g,;) das Einselement von [[,.; R; und
X
i€l i€l

m Beispiel 1.9

Der Polynomring einer Variablen x iiber R ist

Rz] = {Z a;x’ | a; € R, fast alle a; = 0}

=0

mit der Addition und Multiplikation

o0 o0 o0
Z a;z’ + Z bir' = Z(ai + b))
i=0 i=0 i=0
o0 o0 o0 o0
(Z aixi> . ij:cj = Z Z a;b; P
i=0 j=0 k=0 \i+j=k

Ist f =" ,a;x" € R[z] mit a, # 0, so ist deg(f) = n der Grad von f (mit deg(0) = —oco) und
LC(f) = a,, der Leitkoeflizient von f, f heifit normiert, wenn LC(f) = 1.

Satz 1.10
Seien f, g € R[z].

(a) deg(f +g) < max{deg(f),deg(g)}

(b) deg(f - g) < deg(f) + deg(g)
(c) Ist f # 0 und LC(f) kein Nullteiler, so ist deg(fg) = deg(f) + deg(g).

Beweis. Siehe LAAG 1.6.4. O
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Folgerung 1.11
Ist R nullteilerfrei, so auch R[z] und (R[z])* = R*.

Beweis. o Ist fg =0, so ist
—o0 = deg(0) = deg(fg) =’ deg(f) + deg(g)

folglich f = 0 oder g = 0.

o Ist fg=1, soist
0 = deg(1) = deg(fg) = deg(f) + deg(g)

folglich deg(f) = deg(g) = 0, das heiit f,g € R. |
Satz 1.12 (universelle Eigenschaft des Polynomrings)
Ist o : R — S ein Ringhomomorphismus und s € S, so gibt es genau einen Ringhomomorphismus

¢s : R[x] — S mit

¢s|lr = @ und p4(z) =S

Beweis. Ist ¢, : R[z] — S ein Ringhomomorphismus mit ¢s|r = ¢ und ¢s(x) = S, so ist

Vs (Z a#) = Z ps(ai)ps(z') = Z p(ai)s'

eindeutig bestimmt. Umgekehrt ist das so definierte ¢, ein Ringhomomorphismus (Ubung), der o]z und ¢, (z) =
S erfillt. 0

» Bemerkung 1.13

Insbesondere hat man fiir ¢ € R den Einsetzungshomomorphismus:

R[z] — R
£ = fla)

bq -

gegeben durch ¢, |g=idg und b, (z) = a. Dies liefert eine Abbildung

R[z] — Abb(R,R)
f = [, fla) = da(f)
Diese Abbildung ist im Allgemeinen nicht injektiv! Zum Beispiel fir R = Z/2Z und f = 2> +

ist £(0) =0, f(1) =0, aber f =0, aber f # 0.

Satz 1.14 (Polynomdivision)
Sei 0 # g € R[z] mit LC(g) € R*. Zu jedem Polynom f € R[z| gibt es eindeutig bestimmte
q,r € R[z] mit f = gg + r und deg(r) < deg(g).

Beweis. Wie im Fall R = K ein Korper.
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o Eindeutigkeit: Sei f = g1g+711 = q2g+ 72 und deg(r1) < deg(g) = 1 —r2 = (g2 — q1)g. Da LC(g) € R*
ist LC(g) kein Nullteiler . deg(r1 — r2) = deg(g2 — q1) + deg(g)
—_——

<deg(g)
= deg(qz2—q1) <0=q1 =gz und 11 =12

o Existenz: Sei f = Z:L:O a;z', an #0und g = Z;n:o b;x? mit by, # 0. Nach Voraussetzung ist b, € R*,
es existiert also b;,' € R. Induktion nach deg(f) = n:
n<m:q=0,r=f
n>m: fi = f—anbytz™ ™ - g = deg(f1) < deg(f) mit Induktionshypothese folgt fi = q1 - g + r1 mit
deg(r) <m = f = (q1 + anbyta™ ™)g +r O
Folgerung 1.15
Ist f € Rlz] und a € R, f(a) =0, so ist

f(@) = (z —a) - q(x) mit ¢ € R[z].

Beweis. Sei f = q(zx—a)+r, deg(r) < deg(x—a), das heifit deg(r) < 0= 0= f(a) = q(a—a)+r(a) = r(a) = 0.0

Folgerung 1.16
Ist R nullteilerfrei, so hat 0 = f € R[x] hochstens deg(f) viele Nullstellen in R.
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Definition 1.17 (Polynomring in kommutieren Variablen)

Fiir eine Menge I definieren wir das Monoid

I
NG 1= {(:ui)iel € HNO

i€l

wi = 0 fiir fast alle z}

mit Addition
(i)ier + (Vi)ier :== (Wi + Vi)ier
sowie den Ring
Rlz; |iel]= {(a“);LENﬁf’ | a,, € R, fast alle gleich 0}

mit Addition und Multiplikation

(au)ueNéU + (b“)ueNé” = (a, + bu)”eNgU
(ax),\eNén ) (bu)yeNéI) = Z axby
Arv=p

()
HENG

genannt Polynomring in den kommutierenden Variablen z; mit ¢ € I. Wir identifizieren dem Ring

R mit den Unterring

{(60) e | 7 € R}

Wir schreiben z; := (6MV)H€N(()I), v = (0ij)jer und z# := [],; z". Damit ist dann

(a”)pENgU = Z auxl‘.

(1)
HENG

Weiter schreiben wir R[z1,...,2,] := Rlx; | i € {i,...,n}].

m Beispiel 1.18
Sei R =27 und I = {1,2}, dann
2
(xlxg + x%) = a(212)$§$g + a(1,3)$1$§ + a(0,4)$§
mit apz0) =1, ag1,3y =2 und a4y =1

» Bemerkung 1.19
Satz 1.10 und Satz 1.12 kann man allgemein fur R[z; | ¢ € I] anstatt R[x] formulieren. Fiir Satz 1.14
bis Folgerung 1.16 gibt es keine Verallgemeinerung. So hat zum Beispiel f = 1 — 22 unendlich viele
Nullstellen, da f(a,a) = 0 fiir alle a € Z.
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2. Ideale

Sei R ein Ring. (Die meisten Beweise finden sich wieder im LAAG 142 Skript!)
Definition 2.1 (Ideal)
Ein Ideal von R ist eine Untergruppe I < (R,+) mit a € I, r € R — ra € I (in Zeichen: I < R).

m Beispiel 2.2
(a) Fiir a € Rist (a) := Ra = {ra | r € R} das von a erzeugte Hauptideal.

(b) (0) das Nullideal

(¢) (1) = R das triviale Ideal (ein Ideal I < R mit I # R ist ein echtes Ideal von R)

» Bemerkung 2.3
(a) ICRistIdealvon R& I+ 1 C, R-ICI,0e]l
(b) Ein Ideal von R ist im Allgemeinen kein Unterring von R.
(¢c) Fir ISRist I=R< 1€l
) Fir ein a € R gilt: (a) = R < a € R*
Insbesondere gilt: Genau dann ist R ein Korper, wenn (0) # (1) die beiden einzigen Ideale

von R sind.
(e) Sind I,J IR, soauch I +J und I NJ.

(f) Der Schnitt einer Familie (Iy)xea von Idealen von R ist wieder ein Ideal von R. Insbesondere
existiert zu jedem A C R ein kleinstes Ideal (A) von R, das A enthélt (das von A erzeugte
Ideal). Es gilt

(A) = {Zriai |neN,r€R,a; GA}

i=1
Wir schreiben (ay,...,ay) fir {a1,...,an}).

m Beispiel 2.4
Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus, so ist Ker(¢) < R: ¢(a) = 0,0(b) =0
= p(a+b) =p(a) +¢(b) =0
= ¢(ra) = o(r) - ¢(a) =0

Definition 2.5 (Quotientenring)
Sei I < R. Der Quotientenring (QR) von R modulo I ist

Rlf={x+i|z € R}

mit z,y € R

e (x4+1)+ory+1):=(x+y)+1

« @+1D)-gry+1):=(zy) +1
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Satz 2.6
R/r ist ein Ring und 77 : R — B/ mit 2 — x + I ist ein Ringhomorphismus mit Kern I.

Beweis. Siehe LAAG VIIL5.8. O

» Bemerkung 2.7

(a) Die Ideale sind also genau die Kerne von Ringhomomorphismen.

(b) Fiir ,y € R schreibt man

r=y modl &x—yel
sSx+I=y+1

& mr(x) = m1(y)

Satz 2.8 (Homomorphiesatz)
Sei ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus und I < R ein Ideal mit I C Ker(¢). Dann gibt es genau

einen Ringhomomorphismus ¢ : #/1 — S mit ¢ = p o7y

Insbesondere gilt: Ist ¢ surjektiv, so induziert ¢ ein Isomorphismus

R/Ker(ga) =6

Beweis. Siehe LAAG VIIL5.9. O

Lemma 2.9
Sei ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus.
(a) Fiir J < S ist o~ 1(J) < R.
(b) Ist ¢ surjektiv, so liefert J — ¢~!(J) eine Bijektion ® zwischen
(a) Idealen von S, und

(b) Idealen von R, die Ker(p) enthalten

Beweis. (vgl. LAAG VIIL5.5) Skizze:

(a) aEgofl(J),reRégo(ra):@@eJ
€s eJ

(b) Umkehrabbildung: I — ¢(I)
o (e 1(J)) = J: ¢ surjektiv
e o Yp(I))=1I: Lemma 1.3.7
-IﬂRéLp(I)SIS:aELSES%SZQD(T)mitrER:
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= sp(a) = o(r)p(a) = p(ra) mit ra € I = sp(a) € o(I) O

Definition 2.10 (Primideal und maximales Ideal)
Sei I < R.

(a) I ist prim :< I # R und fir a,b € R gilt:

abel=aclIVvbel

(b) I ist maximal :¢<> I # Rundist J SR mit I CJ C R, soist [ = J.

Satz 2.11
Sei Il IR

(a) T ist prim < B/r ist nullteilerfrei
(b) I ist maximal < B/I ist Kérper

(¢) I ist maximal = I prim

Beweis. (a) Beachte: m7(a) =0&a€l
o Hinrichtung: a,b € R, w1(a) - 71(b) = 0= 7w7(ab) =0
:>abeI%ae]\/be[:m(a):O\/m(b):O
 Riickrichtung: I nicht prim = es existieren a,b € Rmit ab € I, a € I, b ¢ I = 0 = wr(ab) =

#0  #0
= R/r ist nicht nullteilerfrei

(b) I maximal 20 R/r hat nur die Ideale (0) = 7;(1) und (1) = 71 (R) 24 R/r ist Korper
(c) folgt aus a) und b), denn Kérper sind nullteilerfrei! O

m Beispiel 2.12 (Gegenbeispiel, dass die Umkehrung von Satz 2.11c) nicht gilt!)
In R = Z: Ideale sind genau die Hauptideale

(n)=nZ, neNg

e (n) ist prim < n Primzahl oder n =0

e (n) ist maximal < n Primzahl

Satz 2.13

Jedes echte Ideal I < R ist in einem maximalen Ideal von R enthalten.

Beweis. Sei H={J < R|IC J}. Wir wenden das Lemma von ZORN auf die Halbordnung (#, C) an:

e H#O0:I€H.
o Sei (Jx)xen eine nichtleere Kette in H. Dann ist J = | Jx € H eine obere Schranke fiir (J»):
— I CJ:klar,da I C J, furein A € A

— J<R:Sinda,a’ € J,r € R,soist a € Jx und a’ € Jy fiir \,\ € A. Da A eine Kette ist, folgt dass
(ohne Einschriankung) Jy C Jx. Alsoa+a' € Jx+Jyv CJyCJundrae R: Jy CJ
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— J # R: Jx # R fiir alle A € A. Also liegt die 1 nicht in Jj, also die 1 auch nicht in | JJx = J, d.h.
J # R.

Nach dem Lemma von ZORN hat H ein maximales Element J, das auch ein maximales Ideal ist. O

» Erinnerung 2.14 (Lemma von Zorn)
Sei (X, <) eine Halbordnung, die nicht leer ist. Wenn jede Kette eine obere Schranke hat, dann hat

X ein maximales Element.
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3. Chinesischer Restsatz und Einheitengruppen

Sei R ein Ring.
Definition 3.1 (teilerfremd)
Zwei Ideale I, J < R heiflen teilerfremd, wenn I + J = R.

m Beispiel 3.2
(a) Sei R=2Z,n,meZ”Z

* (n)N(m) = (kgV(n,m))
e (n)+ (m) = (ggT(n,m)) (LAAG VIII 3.8) oder Lemma 1.4.3

Insbesondere sind (n) und (m) genau dann teilerfremd, wenn (ggT(n,m)) = (1), also wenn n

und m teilerfremd sind.

(b) Sind I, J < R maximal und voneinander verschieden, so auch teilerfremd.

Theorem 3.3 (Chinesischer Restsatz)
Sind Iy, ..., I < R paarweise teilerfremd, so induzieren die Abbildungen

m =mr, : R — B/r

einen Isomorphismus

Beweis. Wende Homomorphiesatz an auf

{R — 1, ®/
T

z = (m(z),...,m(z))

o Ker(r) = ﬂf:l Ker(m;) = ﬂf:l I;

o 7 ist surjektiv: Sei y = (y1,...,yx) € Hle R/r,. Fir ¢ = 1,...,k wéhle 2; € R mit m;(z) = y;. Fixiere
ein I. Fir j # ¢ ist I; + I; = R. Insbesondere existiert a; € I; und b; € I; mit a; + b; = 1. Setze
e; :ijéibj € R.

mo(en) = [ [m (b)) = 4 o (be) = ;
J#i "UVZ(I;V)};i V(b]) 0 V#Z

(%): a; € Ker(m;)
Firz =" ;e ist
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somit w(x) = (m1(x),...,m(z)) = (Y1, -, Yk)-
Folgerung 3.4
Sind nq,...,n, € N paarweise teilerfremd, und n = ny - ng - - - N, So ist
ZInZ =2Z/mZ x - X Z|npZ
(Z/n2)* =2 (Z)/mZ)* X - x (Z/n,Z)*
Beweis. Sein=mn1...nx =kgV(ni,...,nk)
3.2 k
— (n) = ;= (n3)
o2 Ao =TI e
und die andere Aussage folgt mit Beispiel 1.8.
» Bemerkung 3.5
(a) Insbesondere gilt: Sind ny,...,n; € N paarweise teilerfremd und n = n; ---ng, so hat das
System von Kongruenzen
Tz =x1 mod ny
T =x, mod ng
fir jede Wahl von x1,...,2 € Z eine eindeutig bestimmte Losung = € {0,...,n — 1}, und

die anderen Losungen in Z sind genau die Zahlen der Form x + nm nur mit m € Z.

(b) Der Beweis liefert ein Verfahren, um z zu bestimmen (modulo erweiterter euklidischer Algo-

rithmus).
(¢) Es folgt auch: Sind n,m teilerfremd, so ist Cp, = C,, X Cp.

(d) Die Vorraussetzung der Teilerfremdheit ist hier notwendig, so ist z.B. Cy % Cy x Cs.

» Erinnerung 3.6

$(n) = #(Z/nz)*
Fir n = p Primzahl: ¢(p) =p — 1 und (Z/pZ)* = Cp—1 (vgl Folgerung 1.4.14). Es ist
(Z/nz2)* ={k|3IMeZ:m k=1}
={k|1e (k)}
= {k | ordz/nz(k) = n}
= {k| ggT(k.n) = 1}

O
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Satz 3.7

Seien n,m € N
(a) Ist ggT(n,m) =1, so ist d(n-m) = d(n) - db(m)
(b) Fiir p € N prim, r € N ist ¢(p") = (p — 1)p"~*
(¢) Sind p1,...,pr die verschiedenen Primteiler von n, so ist

k

Mm=nl10—;>

Beweis.  (a) Folgerung 3.4
(b) Fiir k € {0,...,p" "'} gilt:

ke (z/p'z)" <= ggT(k,p") =1
<~ ptk
<~ k ¢ {07p72p3"'apT 7p}

Also #(Z/p"Z)  =p" —p" " =(p—1p" "

e

(©) n=p" 5}

Lemma 3.8
Sei p € N prim, e € N mit p¢ > 2. Dann gilt fiir a,b € Z:
a=1+0bp° modp*™! = aP =1+ bp™t mod p+2

Beweis. Schreibe a =1+ bp® +b'p™ =1+ ¢p® mit c=b+b'p, b € Z.
=a? =7 (’.’)ci C=14ep Y0, (f)cz e

=0 \17

o fiir 2 <i < pgilt: p| (’Z) und e-i > e+ 1. Also folgt

(p) ¢p¥" =0 mod pt?
i
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o firi=pgilt: Esiste-i=e-p > 2, denn e > 2 oder p > 3. Also folgt

Insgesamt: a? = cp®t! =

14 bp™ mod pt2.

(z)cp p? =0 mod p?

Theorem 3.9

Sei n € N mit Primzerlegung

Dann ist

wobei gilt:

(a) Fiir p > 2 prim und r € N ist

zyklisch.

(b) Fiir r > 2 und p = 2 ist

(©) (2/22)* = {1}

(Z/p"z)*=2/(p-

k
m= Hp:
k
@mz)* = [/ 2)"

Dp' 'z
Z/(p-NZoZ/p'Z

=

(2)2772)* = 7/2Z x Z/2""2Z

Beweis (nur Teil (a)). Zu zeigen ist, dass G = (Z/p"Z)* zyklisch ist, dann ist G = Z/d(p")Z Y Z/(p —
3.4
Vp™™'7 = 7/(p—1)Z & Z/p"'Z. Setze H = (Z/pZ)*. Der Ringhomomorphismus (z.B. aus Satz 2.8 mit

¢ =m(p) - Z — Z/pZ mit 1deal I = p"Z)

liefert einen Gruppenhomomorphismus

Z/p"Z7 —Z/pZ
™
r+p'Z —ax+pZ

™ =7|l¢:G—H

mit N = Ker(7*) < G. Es sind verschiedene Dinge zu zeigen:

e m(G) C H und 7*(G) = H: klar, denn fiir z € Z gilt: z + p"Z € G & ggT(z,p") =1 < ggT(z,p) =1 &

x+pZe H
o G/N = H: Folgerung 1.3.9
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— 1. _ #G _ o) _ (p-1p"!
c #N=PH#N =L =% = ool

e H ist zyklisch: Erinnerung 3.6

o N ist zyklisch: Sei @ = 1 4 p mit Restklassea = 1+p+pZ € G = a € N und ord(a) | #N = p"~*. Es

gilt a =1+ 1p mod p?. Mit Lemma 3.8 folgt dass a? = 1 + p?> mod p®. Die r — 2-fache Anwendung von
Lemma 3.8 bringt =1 +p"~! mod p". Da p"~! #£ 0 folgt ar’ #1 mod p", also ord(a)g = p" ",

damit N = (a).
o G ist zyklisch: Sei H = (m(b)) mit b € Z. Da #H = p — 1 folgt ord(w(b)) = p — 1. Das bedeutet, dass

ord(b) | p — 1. Nach Folgerung 1.4.7 existiert ¢ € G mit ord(c) = kgV(ord(a),ord(b)) = (p — 1) - p", das
heifit G = (¢). O
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4. Teilbarkeit

Sei R ein nullteilfreier Ring.
Definition 4.1 (teilt, assoziert, irreduzibel, prim, ggT, kgV)

Seinen x,y,z,p € R.
(a) x teilt y (in Zeichen z |y) & Iz € R:axz=y
(b) x ist assoziert zu y (in Zeichen z ~y) & 3z € R*,zz =1y

(c) p ist irreduzibel < p ¢ R* U {0} und Vz,y € R:

p=xy= 1z € R oder y € R

(d) pist prim < p & R* U {0} und Vz,y € R:

plry=plzoderpl|y

(e) z ist groBter gemeinsamer Teiler von x,y (in Zeichen z = ggT(z,y)) < 2z |z und z | y und

Vo€ R:alzunda|y=alz

(f) z ist kleinstes gemeinsames Vielfaches von z,y (in Zeichen z = kgV(x,y)) < x| zund y | z

undVa e R:z|aundy|a=z]a

» Bemerkung 4.2
(a) z|ly=ye ()& (y) C(2)

(b) z~yealyudy|ze (z)=(y)
(¢) p prim < (p) prim und p # 0

(d) p prim = p irreduzibel
)

(e) Analog zu e) und f) in Definition 4.1 kann man ein ggT bzw. kgV von endlich vielen Elementen

von R definieren.

Beweis. d) p=uzy = p| zy 2pin p | x oder p | y, ohne Einschrinkung p | =, das heifit x = px’ mit
¥YeR=p(l-2y)=0=>1-2y=0=>1=2'y=>yec R® O

Definition 4.3 (euklidisch, Hauptidealring, faktoriell)
(a) R ist euklidisch < es gibt eine euklidische Gradfunktion:

§R\{O}—>No

mit Vz,y € R\ {0}3¢,r € R mit x = qy+r und r = 0 oder §(r) < d(y)

(b) R ist Hauptidelring < Jedes Ideal I < R ist ein Hauptideal.

(¢) R ist faktoriell & Jedes 0 # x € R\ R* ist ein Produkt von Primelementen.
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Satz 4.4
R euklidisch = R Hauptidealring = R faktoriell.

Beweis. LAAG VIIL.3.6 und VIIL.4.4. ]

m Beispiel 4.5
(a) Z, Klz]: euklidisch
(b) K Korper: euklidisch
(¢) Z[i] = {a+by—1|a,be€ Z} C C: euklidisch mit §(z) = |2|?
(d) Klz,y|,Z[z]: keine Hauptidealringe
(e) Z[v/—5] ={a+byv/—5]a,be Z} C C: nicht faktoriell, da 6 =2-3 = (1 + v/—5)(1 — /—5)
» Bemerkung 4.6
Ist R faktoriell, so gilt:

(a) p irreduzibel < p prim

(b) Eine Darstellung von 0 # x € R\ R* als Produkt von Primelementen ist eindeutig bis auf
Reihenfolge und Assoziiertheit.

Satz 4.7
Sei R ein Hauptidealring. Wenn (0) # p < R ein Primideal ist, so ist p maximal.

Beweis. Sei p C I < R. Da R ein Hauptidealring ist, kann man p = (p) mit p € R prim schreiben. p ist prim,
insbesondere irreduzibel. Weiterhin gilt I = (a) mit @ € R und a | p. Da p prim, gilt a ~ 1 oder a ~ p. Also
I = R oder I = p. Damit ist p maximal. O

» Bemerkung 4.8
In jedem Hauptidealring gilt:

() + (y) = (ggT(z,y))
anders gesagt
geT(z,y) = ax + by

mit a,b € R. In euklidischen Ringen koénnen a und b explizit bestimmt werden.
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Satz 4.9 (Erweiterter euklidischer Algorithmus)
Sei R euklidisch mit euklidischer Gradfunktion §, und seien z,y € R. Man setze zg = z, 1 = v,
ag = 1 bo = 0, a]; = 0, b1 = 1 und berechne iterativ Ti+1y Qit+1,y Qj+1, bi+1 fir ¢ Z 1 als

Ti—1 = Qi+1T; + Tit1 ZTit1 =0 oder 5(1'1’4-1) < (5(.’1%)

@41 = Q-1 + 4105

bit1 =bi—1 — qit1b;
solange bis xx4+1 = 0. Dann ist

geT(x,y) = o = arw + bry

Beweis. Da §(x1) > §(x2) > ... wird zx4+1 = 0 irgendwann erreicht. Fir jedes ¢ < k ist

geT(wi—1,2:) = g8T(gi+12: + Tit1, Ti)
= 88T (wit1, i)
= ggT (@i, Tit1)
somit im Allgemeinen:
geT(z,y) = ggT(wo, 1) = - - = g8T(k, Th+1) = T
=0

Per Induktion sieht man, dass z; = a;x + by fir alle i < k : ;-1 = ai—1x + bi—1y, i = a;ix + b,y sowie

Ti—1 = Qi+1%i + Tit1

= Tit1 = Ti-1¢i+1%i = (@it1 — qi+1a:)T + (bic1 — qit1b4)y

= ai412 + bip1y U

m Beispiel 4.10
R=7Z,x=5y=13

13

ot

)

w

3

2

—_

+\+\I\+\+

5 =10 -
ey
3/

= ggT(5,13)=1=2-13-5-5
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m Beispiel 4.11

Bestimme £ € Z mit x =1 mod 5 und x =2 mod 13.

by =2-13=26
by =1 mod>bH
b1 =0 mod 13
by =-5-5=-25
bo =0 mod 5
bo =1 mod 13

Setze x = 1-by + 2 by = —24. Die anderen sind x + 5 - 13Z = 41 + 65Z.
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5. Ringe von Briichen Kapitel II: Kommutative Ringe

5. Ringe von Briichen

Sei R ein Ring.

» Bemerkung 5.1
Wir méchten Unterringe von Korpern charakterisieren. So ist zum Beispiel jeder Unterring R eines
Korpers K nullteilerfrei. Ist umgekehrt jeder nullteilerfreie Ring R isomorph zu einem Unterring

eines Korpers?

Definition 5.2 (multiplikativ)
Sei S C R. S ist multiplikativ < 1 € S und fiir s, € S ist st € S.

m Beispiel 5.3
(a) S=R*

(b) S={1,s,8% ...} fireins € R
(c) S ={z € R| z ist kein Nullteiler}
(d) S =R\ p fir ein Primideal p < R
Definition 5.4
Sei S C R\{0} multiplikativ und ohne Nullteiler. Definiere Aquivalenzrelation ~ auf R x S:
(r,s) ~(r',s") & rs =1's
Schreibe Z fiir die ~-Aquivalenzklasse von (r,s) und

SR = RxS/. = {E'TGR,SGS}

Fir 1,79 € R und s1, s9 € S definiere

ry | Te 182 + 281
— == =
S1 52 5182
L] T172

S1  S2 5152

Lemma 5.5
Addition und Multiplikation sind wohldefiniert und machen S~'R zu einem Ring.

Bewets. o ~ ist Aquivalenzrelation: reflexiv, transitiv, symmetrisch (sieche Analysis Konstruktion rationaler
Zahlen)

e Multiplikation ist wohldefiniert:

rL Ty rire ri Th

s1 S22 S182° s1 S

’ /

™ T2 T172

== ===
S1  S2 5152

/ /
= 11728182 = r1T2S8152

rire  Tirs

5182 s s2
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5. Ringe von Briichen Kapitel II: Kommutative Ringe

e Addition ist wohldefiniert: analog

o (ST'R,+,) ist ein Ring: Ubung O

Satz 5.6
Sei S C R\{0} multiplikativ und ohne Nullteiler. Dann definiert

R — S 'R

]
a — 1

einen injektiven Ringhomomorphismus mit +(S) C (S~1R)*.

Beweis. e ¢ ist Ringhomomorphismus: klar
o List injektiv: ((r) =0=>2=0=2=7r=0
e U(S)C(ST'R) 1 u(s) - =21 =12 O
Folgerung 5.7

I Sei R nullteilerfrei. Fiir S = R\{0} ist S™'R ein Kérper und ¢ : R — S™!R ist injektiv.

Beweis. Z#0=r#0=2cS 'R, Z-2=1 O

Definition 5.8
Ist R nullteilerfrei, so heifit

Quot(R) = (R\{0}) 'R

der Quotientenkorper von R. Wir identifizieren R via ¢ mit einem Teilring von Quot(R).

Folgerung 5.9
R l&sst sich in einem Koérper einbetten, das heif3t er ist isomorph zu einem Unterring einer Korpers

< R ist nullteilerfrei.

Beweis. e Hinrichtung: Bemerkung 5.1

e Riickrichtung: R C Quot(R) O
m Beispiel 5.10

(a) Quot(Z) =@

(b) Quot(R) = R

(c) Fiir einen Korper K ist K(x) := Quot(K|z]), der rationale Funktionenkdrper einer Variable

x iber K.

(d) Fiir ein Primideal p<dR ist R, := (p\F) 'R, die Lokalisierung von Rin p, z.B. Z(g) = Q, Z(2) =
{% | m € Zq),n € N,n ungerade}.
(e) Mit Z[i]| = Z+Zi := {a+bi| a,b € Z} C Cist Quot(Z[i]) = Q7] := Q+Qi = {a+bi | a,b € Q}

(siche UA!, wie sieht Inverses zu a + bi aus?)
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» Bemerkung 5.11
Ist R Teilring einer Kérpers K, so ist Quot(R) = {s7'r | r € R,s € R\{0}} C K und wir

identifizieren Quot(R) mit diesem Teilkorper von K.

Satz 5.12
Sei R faktoriell. Ist P ein Vertretersystem der Primelemente von R modulo Einheiten, und K =
Quot(R), so hat jedes x € K* eine eindeutige Darstellung;:

T =1u- Hpvp(x)

peP

mit u € R und v,(z) € Z fir alle p € P, fast alle gleich Null.

Beweis. Fiir x € R folgt dies mit Satz 4.7b), vgl. LAAG VIII 4.7, mit v,(z) € N fiir alle p € P.

+ Existenz: Fir z = £ mit r,s € R\{0} ist r = u - Hpeppvpm und s = w - Hpeppvp(s), u,w €
R*,vp(r), vp(s) € No.

-1 vp(r)—vp(s .
=T =uw -Hp P =0e(8) wobei vy (1) — vp(s) € Z

eRX peP

o Eindeutigkeit: Ist z = u - Hpe[pp"p =w- Hpepp“p mit u,w € R*, vp,up, € Z, fast alle gleich Null

und 7, = —min{0, vp, up}, ¥y := Hpepp"” € R, so ist xy = quGPp”P+"P =w HpEIP’ p*» T Exponenten
jeweilszo,gu:wund Vp + Np = pp + 1np fiir alle p € P. ]

m Beispiel 5.13
(a) R=27Z; R* ={£1},P ={2,3,5,...}, K =Q

(b) R = F[z], F Korper, R* = F*, P = {f € Flz] | f irreduzibel, LC(f) = 1}, K

(Primelemente von Z ) [i])

I
=
&

Definition 5.14 (p-adische Bewertung)
Die Abbildung

K* —=Z
Up
x — vp(x)

heifit die p-adische Bewertung auf K = Quot(R) mit p € R prim. Man setzt v,(0) := oo mit k < oo
fir alle k € Z U {o0}.

Lemma 5.15
Sei R faktoriell, p € R prim, z,y € Quot(R).

() vp(zy) = vp(z) + Vvp(y)

(b) vp(z +y) = min{u,(z), vp(y)}

Beweis. (a) klar
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5. Ringe von Briichen Kapitel II: Kommutative Ringe

(b) Klar fiir z,y € R: p" |z und p" | y = p" | zy. Fiir z,y € Quot(R) schreibe z = =2, y = ¥ mit xo,y0,a € R

+ a 1
= v (T+y) =vp (%) (:) Up (a) +vp (w0 + Yo)

> v, (3) + min{op (@0) v ()}
i (2) 0 (2)) D

» Bemerkung 5.16
Sei R faktoriell.

(a) Fir z € K = Quot(R) gilt: x € R < v,(z) > 0 fir alle p € R prim
(b) Je zwei 2,y € R haben ein ggT und ein kgV:

geT(z,y) = [[pmintr()er@)
peP

kgV(z,y) = [ [ prextor(@er )}
peP

wobei P ein Vertretersystem der Primelemente von R modulo Einheiten ist.

Definition 5.17 (diskrete Bewertung)
Ist K ein Korper, so heifit jede Abbildung v : K* — Z, die (a) und (b) aus Lemma 5.15 erfiillt,

eine diskrete Bewertung. Wir setzen stets v(0) := oo.

» Bemerkung 5.18
Jede diskrete Bewertung v : K’ — Z U {oo} erfiillt

(a) v(1) =v(-1)=0
(b) v(—z)=v(x) VreK
(c) v(x7!) = —v(z) VxeK

Definition 5.19 (p-adische Absolutbetrag)
Sei p € N eine Primzahl. Die Abbildung

Q %RZO

‘ ’ |p : . |—>p_”1’(””)

heifit der p-adische Absolutbetrag und erfiillt

(a) |xy|p = |x|p : |y|p

(b) [z +ylp < max{lalp, [ylp} (< [zl + [ylp)
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6. Satz von Gauss

Kapitel II: Kommutative Ringe

6. Satz von Gauss

Sei R ein faktorieller Ring, K = Quot(R) und p € R prim.

» Bemerkung 6.1
Ziel: R faktoriell = R|x] faktoriell.

Dafiir studieren wir die folgenden Ringe:

Hauptidealring,
insb. faktoriell

faktoriell Korper

Definition 6.2
Fir f =350 a;z’ € Kz]. Sei v, (f) := min;>o vp(a;) € Z U {oo}.

» Bemerkung 6.3
Seien f,g € K|[z].

(a) f € R[z] < vp(f) >0 fur alle p € R prim.
(b) vp(f + ¢) > min{v,(f),v,(g9)} (betrachte koeflizientenweise)

Definition 6.4 (Koeffizientenreduktion)

Der Homomorphismus

R = F/w)
T(p) _
x —z:=x+(p)

setzt sich nach Satz 1.12 zu einem Homomorphismus

Rlz] — (B/p)) [7]
f=Yisp0a' = f= Dino @it

fort, genannt Koeffizientenreduktion. Dabei ist ? =0&aq;=0 Vi
0.

Satz 6.5 (Lemma von Gauss)
Fir f,g € K[z] ist v,(fg) = vp(f) + vp(9).-

S vpla;) > 1 Vi v(f) >

Beweis. 0.B.d.A. seien f,g #0. Firh = _ aix' € K[z],c € K™ ist v,(c-h) = minv,(c-a:) = vp(c) +vp(f).

Wir kénnen deshalb ohne Einschrinkung f und g mit ¢ € K* multiplizieren.

= f,9 € R[z] z.B. multiplikation mit Produkt der Nenner
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6. Satz von Gauss Kapitel II: Kommutative Ringe

= ohne Einschrankung v, (f),vp(g) =0

Dann ist ?,5 # 0. Wegen p prim ist ®/(p) nullteilerfrei und weiter (£/(p)) [z] nullteilerfrei. Somit folgt E o

f-g#0, das heift v,(fg) = 0 = v,(f) + vy(g)- O
Folgerung 6.6

| Ist f € R[z] normiert und f = gh mit g, h € K[x] normiert, so sind g,h € R[z].

Beweis. Sei p € R prim. Da f € R[z] ist v,(f) > 0. Da f, g, h normiert sind ist v,(f),vp(h),vp(g) <0
= 0 =v,(f) = vp(gh) = vp(g) +vp(h)
—~ S~

<0 <0
= vp(g), vp(h) =0

Somit folgt g, h € R[x] (vgl. Bemerkung 6.3a). O
Folgerung 6.7
Sei f € R[z] normiert. Ist a € K mit f(a) =0, so ist a € R.

Beweis. Sei f(a) =0.
Rightarrowf(x) = f(z - a)g(x) mit g € K[z] normiert
6:'>6:r—a€R[m], das heifit a € R. O

Definition 6.8 (Inhalt, primitiv)
Sei f=3"1",a;z’ € R[z].

(a) I(f) = ggT(ag,...,an), der Inhalt von f.

(b) f primitiv :& I(f) ~ 1.

Anmerkung
Sei f(x) = 22 + 5z + 2. Dann ist p = 5 und ¢ = 2. Dann

2
=4
5
2

» Bemerkung 6.9
(a) I(f) ist nur bis auf Einheiten bestimmt. Ist P Vertretersystem der Primelemente von R

modulo Assoziiertheit, so ist

1(f) ~ [ >
peP
(b) Umformulierungen des Lemma von GAuss: I(fg) = I(f) - I(g).

(¢) Zu f € R[x] existiert ¢ € R, fo € R[x] primitiv mit f = ¢+ fo, nmlich ¢ = I(f). Zu f € K[x]
existiert ¢ € K, fo € R[x] primitiv mit f = ¢- fy (erst mit Produkt den Nenner multiplizieren).
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Theorem 6.10 (Satz von Gauss)
Sei R faktorieller Ring und K = Quot(R). Dann ist auch R[z] faktoriell. Ein f € R[z] ist genau

dann prim, wenn
(a) f ist ein Primelement von R oder

(b) f ist primitiv und ist ein Primelement in K|[z].

Beweis. Sei 0# f € Rlz]\ R*, g,h € R[z].
o fvom Typ (a) = f prim in R[z]: Sei f =p € R prim in R.

p| gh=0<v,(gh) = v,(g) +vy(h)
>0 >0

= ohne Einschrankung v,(g) > 0, das heiit p | g.
e fvom Typ (b) = f prim in Rx]:

flghin R[z] = f | gh in K[z]

féﬁ[mi ohne Einschriankung f | g in K[z], das heifit existiert ¢ € K[z] mit g = ¢ - f.
in K[z

Fir p € R prim ist:

0 <wp(g) =vp(q) +  vp(f) = vp(q)-
=0, f primitiv

Somit folgt ¢ € R[z] und damit f | g in R[x].

o f ist Produkt von Elementen vom Typ (a) oder Typ (b). Schreibe f = cfo,c € R, fo € R|[x] primitiv
(Bemerkung 6.9¢)). ¢ ist Produkt von Elementen vom Typ (a) (oder ¢ € R*): Da K|[z] faktoriell ist, ist
fo=cog1 - gn,c € K*,g1,...,9n € K[z] prim. Nach 6.9¢) ist ohne Einschrinkung g1,...,g, € R[z]
primitiv, also vom Typ (b). Fiir p € R prim ist

0=1uv,(fo) = UP(CO) +op(gr) +--- + ”p(gn) = wvp(co)
=0 =0

= ¢o € R*.

o Somit ist R[z] faktoriell. Ist f € R[z] prim, so ist f = fi--- fn mit f; vom Typ (a) oder Typ (b):
= n =1, somit f = fi; vom Typ (a) oder Typ (b).
— Ist f € R[z] vom Typ (a), so ist f € R[z]* = R* und somit prim in R|[z].
— Ist f € R[z] vom Typ (b), so ist f & K[z]*, insbesondere f ¢ R[z]*, somit f prim in R[x]. O

m Beispiel 6.11
Fiir F Korper ist Flxy,...,x,] faktoriell, aber fir n > 1 kein Hauptidealring (vgl. V108)!
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7. Irreduzibilitatskriterien

Sei R ein faktorieller Ring, K = Quot(R).

» Bemerkung 7.1
Sei f € K[z]. Wir suchen hinreichende Kriterien dafiir, dass f € K|[z] irreduzibel ist.

(a) Ist ¢ € K* so gilt: f ist irreduzibel = ¢ - f ist irreduzibel. Wir kénnen also z.B. ohne

Einschrankung annehmen, dass f normiert ist.
(b) deg(f) = 1: f ist irreduzibel und hat Nullstellen in K.

()
(c) deg(f) > 2: f hat Nullstellen in K = f reduzibel, da f(a) = 0 = f(x) = (z — a) - g(x),
deg(g) = deg(f) —1>0

(d) deg(f) < 3: f hat keine Nullstelle in K = f ist irreduzibel, da f = gh, gh & K* = deg(g) =1
oder deg(h) =1
Achtung: Fiir deg(f) > 4 ist dies im Allgemeinen falsch! Zum Beispiel f = 2% + 222 + 1 =
(22 4+ 1)% € Q[z]

Satz 7.2 (Eisenstein’sches Irreduzibilitéitskriterium)
Sei f =" az" € R[z]\ R primitiv, und p € R prim mit p { an, p | a; fir i = 0,...,n — 1,

p? { ag. Dann ist f irreduzibel in R[z] und somit auch in K[z].

Beweis. Sei f =g-h mit g = Zf:o bizt, h = Zi:o ciz' € Rzl und n =k + 1.

o ptan=by-c=ptbund pte

e p|ao=bo-cound p* | ap = ohne Einschrankung p | bo, aber p { co

Seim =max{i € N|p|bo,..,p|b;} €{0,....;k — 1}
= am+1 = boCm+1 + bicm + ... +bmci + bmtico

=0 mod p #0 mod p
=Dt amt1
==m+1>n=k>m+1>n=k+l=k=nundl=0
= h e RL2NY jy ¢ RX C Rl2]
Somit ist f irreduzibel in R[z] und mit Theorem 6.10 und f ¢ R folgt, dass f irreduzibel in Klz] ist. O

m Beispiel 7.3
Ist p € R prim, n > 0 ist f = X™ — p nach Satz 7.2 irreduzibel in K|x]

(a) R=2Z: 2% — 5, 27 — 3 irreduzibel in Q[x]
(b) R= F[t], F Korper: 2% —t, 2° +t + 1 irreduzibel in F[t][z] = F[t, 7]
Satz 7.4 (Reduktionskriterium)

Sei0# f =31 ,a;2" € Rlz]\ R und p € R prim mit p{ a,. Ist f € (B/(p)) [7] irreduzibel, so auch
f irreduzibel in K[x].

Beweis. Schreibe f = c¢- fo, ¢ € R und fo € R[z] primitiv. Wenn p { a,, dann folgt p 1 ¢ und p t LC(fo). Sei
also ohne Einschrankung f = fo primitiv. Sei f = g-h mit g = Zf:o bixt, h = Zi:o ciz' € Rlz] und k+1 = n.
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Wenn p 1 an, dann p { by und p 1 ¢.
= f =g-h, wobei deg(f) =n, deg(g) = k und deg(l_z) =1
S irredusibel ohne Einschrinkung g € (®/(p)) [z]*, insbesondere k =0=1=mn

f primitiv

g€ R=———g€ R
= f irreduzibel in K|z] O

m Beispiel 7.5
R=7: f = 2%+ 32% + 2z + 1 ist irreduzibel in Q[z], denn

f=23+22+1€ R
hat keine Nullstellen in Fp = {0, 1}.

» Bemerkung 7.6
Die Nullstellen von 2 —1 in C, also die n-Torsion C* [n] von C* nennt man die n-ten Einheitswurzeln.
2mi

Diesel bilden eine zyklische Gruppe der Ordnung n, erzeugt von (, = e * . Elemente von C* der

Ordnung genau n nennt man primitive n-te Einheitswurzel.

dihy
N

Definition 7.7 (p-tes Kreisteilungspolynom)
Fiir p € N prim ist
P —1

D, = =P 4P 4 a1 € Zx]
|

das p-te Kreisteilungspolynom.

» Bemerkung 7.8

Die Nullstellen von ®,, sind genau die primitiven Einheitswurzeln:
p—1
¢, =[[=—¢)
k=1

Satz 7.9
Fir p € N prim ist ®,, irreduzibel in Q[z].

Beweis. Das Polynom ®,(z + 1) ist ein Eisensteinpolynom zur Primzahl p, also irreduzibel nach Definition 6.2.

Da f(z) — f(z + 1) ein Automorphismus von Q[z] ist, ist damit auch ®,(x) irreduzibel. O

m Beispiel 7.10
Sei f =2z" — 100 € Q[z] = Multiplikation mit Einheit 27! = 27 — 50 = EISENSTEIN.
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Achtung: 227 — 100 € R[z] ist nicht irreduzibel!

Anmerkung
In Beispiel 7.10 ist EISENSTEIN im ersten Schritt nicht anwendbar, da 2 | 100, aber auch 2 | LC(f) =

2 und 5 | 100, aber auch 5 | 1002.
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8. Rationale Funktionen

Sei K ein Korper.

» Erinnerung 8.1
K (x) = Quot(K|[x]) der rationale Funktionenkorper in der Variablen x iiber K. Die Elemente ¢ €
K (x) konnen geschrieben werden als ¢ = 5 mit f,g € K[x] teilerfremd oder ¢ = ¢ - Hp P, pUr(#)
c e KX, vp(p) € Z fast alle gleich Null und P, = {p € K[z] | pnormiert und irreduzibel}.

Definition 8.2 (Nullstelle, Polstelle)
Sei p € K(x)*, p € Pg. Ist v,(¢) > 0, so nennt man p eine Nullstelle von ¢ der Ordnung v, ().
Ist v,(¢) < 0, so nennt man p eine Polstelle von ¢ der Ordnung —uv,(¢p).

» Bemerkung 8.3
Jedes ¢ € K(z)* hat nur endlich viele Null- und Polstellen. Genau dann hat ¢ keine Null- oder

Polstellen, wenn ¢ konstant ist, also ¢ € K.

m Beispiel 8.4

(a) 45 € R(x) hat die einfache Polstelle p = 2% + 1.

(b) z%i-l € C(z) hat einfache Polstellen x + ¢ und z — 3.

(c) %=L € Q(z) hat einfache Polstelle x + 1.

z2—1

Definition 8.5 (unendliche Stelle)

Wir bezeichnen mit

Voo (5) = deg(f) — deg(g)

f,9 € KJz] die unendliche Stelle und schreiben deg(oo) = 1. Wir sagen ¢ hat eine Null- bzw.

Polstelle im Unendlichen, wenn v, > 0 bzw. vy < 0.
Lemma 8.6

Uso ist eine diskrete Bewertung.

Beweis. zu zeigen: v erfillt Lemma 5.15 (a), (b)

(a) zeige Voo (TY) = Voo (T) + Voo (¥):

Voo (2 . gz) = deg(g192) — deg(f1[2)

= deg(g1) + deg(g2) — deg(f1) — deg(f2)

- (8)- (3
g1 g2
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(b) zeige voo(z + y) > min{veo (), voo (y) }:

veo(fi + f2) = — deg(f1 + f2) > —max{deg(f — 1), deg(f2)}
= min{— deg(f1), — deg(f2)}
= min{ves (f1), Voo (f2) }

+ Voo (f192 + f291)

~

>voo< 1 )—i—min{vw(ﬁgz),voo(fwl)}

) (22) :
9192 9192
Satz 8.7 (Produktformel)

Jede rationale Funktion p|inK (x)* hat gleich viele Null- und Polstellen, wenn man Vielfachheit
und Grad zahlt:

Z deg(p) - vp(p) =0

pEPrU{co}

Beweis. Da alle v, Lemma 5.15 (a) erfiillen, kénnen wir ohne Einschriankung annehmen, dass ¢ = po € Py, ist.

1 P = Po
= vp(p) =40 p € Pe\{po}
—deg(po) p=o0
= ) deg(p) - vp(i) = deg(po) - 1 + deg(o0) - — deg(po) = 0 O
pePyU{o0} —

=1

Lemma 8.8

Ist v: K — Z U {oo} eine diskrete Bewertung und sind z,y € K mit v(z) # v(y), so ist

v(z +y) = min{o(z), v(y)}

(@)
Beweis. ohne Einschriankung sei v(z) < v(y) = v(z +y) > min{v(z),y(y)} und v(z) = vz +y —y) >
min{v(z +y),v(-y)}
——

v(y)
22V inu(z + ), v(y) = v(z + y)
= v(z +y) = v(z) = min{v(z),v(y)} )
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Satz 8.9
Ist R ein Hauptidealring und P(R) ein Vertretersystem der Primelemente von R modulo Einheiten,

so lésst sich jedes z € Quot(R) schreiben als

a
a::E z

el
pep(R) P

mit n, € Np, fast alle gleich Null und o, € R teilerfremd zu p"» auch fast alle gleich Null. Dabei

sind die n, eindeutig bestimmt und die «, bis auf Vielfache von p"».

—n;
i

Beweis. Schreibe z =y - Hle P mit p1, ..., pr € P(R) paarweise verschieden, y € R, n; > 0, p; { y.

o Existenz: Induktion nach k
k =1: klar
k>1:Seir= Zi.:ll pit, s =p* = ggT(r,s) =1
= es existieren a,b € R mit ar + bs = ggT(r,s) =1
= T_ls —a4 b

S T
Sr=4L =04 ZPEP(R) ;‘% + pi%'; = ZpEIP’(R) p—a»;% ohne Einschrankung p t a,, falls a, # 0
« Eindeutigkeit: Ubung ]
Lemma 8.10

Seien f,g € Klz], n = deg(g) > 1. Dann gibt es eindeutig bestimmte fo, f1,... € K[z] fast alle
gleich Null, mit deg(f;) < n und

o .
Z fig*
=0

Beweis. HI1 O

Theorem 8.11 (Partialbruchzerlegung)
Jedes ¢ € K(z) lasst sich schreiben als

mrr T

PEP i>0

mit eindeutig bestimmten f € Klz], fp: € K[z], deg(fp:) < deg(p), fast alle gleich Null. Genau

dann ist p € Py eine Polstelle von ¢, wenn f, ; # 0 fiir ein ¢, und dann ist

vp(f) = —max{i | fp; # 0}

Beweis. « Existenz: Nach Satz 8.9 ist ¢ = ZpePk z%’ ggT(ap,p"?) = 1. Schreibe ap, = Y7 foi - P,
deg(fp,i) < deg(p) (vgl. Lemma 8.10)

Xp np—1 _fp,i . i—np
= p"P T Zi:o pnp—l + fp,z P

1=np

EK|[a]
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¢ Polstellen:

; (fp,i>_{—i P = po, fpi #0
AP Upo (i) >0 p# po

22 Upo () = min{—1i | fp,,s # 0} falls <0
e Eindeutigkeit: ¢ = f + Zp Zl foi

pl
= fp,i =0 (sonst ist vp(p) <0) = f=0

m Beispiel 8.12

Sei K =C. P, ={x —a| a € C}. Folglich ldsst sich jedes ¢ € C(x) schreiben als

RS

acC i=1

mit eindeutig bestimmten ¢, ; € C, f € C[z] fast alle Null. Anders gesagt ist

{17$7x27}u {({1}—10,)1 CLGC,'LZO}

eine Basis des C-Vektorraums C(x).
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9. noethersche Ringe

Sei R ein Ring.
Definition 9.1 (endlich erzeugt, noethersch)
(a) Ein Ideal I < R ist endlich erzeugt, wenn I = (A) mit A C R endlich.

(b) Der Ring R ist noethersch, wenn jedes Ideal I < R endlich erzeugt ist.

m Beispiel 9.2
R Hauptidealring = R noethersch

m Beispiel 9.3
Qlz1, 22, ...] = Q[x; | i € N] ist nicht noethersch.

I = (l’l,xg, ) = <{(E1 | 1€ N}>

Beweis. Ware I = (f1,..., fr) so existiert ein n € N mit fi1,..., fr € Q[z1,...,2,]. Dann ist zp+1 & (f1, ..., fr) = 1.

Angenommen z,11 € (f1,..0; fr) = Tny1 = ,_, gifi mit gi € Q[z1,z2,...]. Nach der universellen Eigenschaft
existiert ein Homomorphismus ¢ : Q[z1,z2,...] = Q[z1,z2,...] mit ¢|lo = ida, ¢(z;) = x; fiir ¢ # n+ 1 und
P(Tns1) = 1.

= 1= p(ent1) = 0(Q_gifi) =Y wlgi)fi €1

=1= Z:r;l hix; mit h; € @[1’1,232, ]

Nach der universellen Eigenschaft existiert ein Homomorphismus ¢ mit ¥|q = ide und ¢(x;) =0 Vi

= 1=91) =¢(>_ hizi) = >_v¥(h:) - 0 = 0 = Widerspruch! O

Satz 9.4
Es sind dquivalent:

(a) R ist noethersch

(b) Jede aufsteigende Kette von Idealen
LCLCIz3C...

wird stationdr, das heifit es existiert ein » € N mit Vi > n : I; = I,11. (aufsteigende

Kettenbedingung)

(¢) Jede nichtleere Menge von Idealen von R besitzt ein beziiglich Inklusion maximales Element.

Beweis. o (a) = (b): I =|J I, ist ein Ideal von R, vgl. 777 (:a; I = (z1,...,xx) mit 1, ...,z € I. Fir jedes

t=1,...,k ist z; € I,; fiir ein n;. Mit n = max{ni,...,nk} ist dann z; € I, fiir alle 1.
=1 = (a:1,..,,mk) g]n g In+1 g QI
=1, = nt+l = ...

o (b) = (c): Sei J eine Menge von Idealen von R. Angenommen J habe kein maximales Element. Wihle
I, € J. Da I nicht maximal ist, existiert Iy g I € J. Da Iz nicht maximal ist, existiert I g Is € J,
etc. Wir erhalten eine aufsteigende Kette I1 g I ; I3 g ... von Idealen von R im Widerspruch zu (b).

e (c) = (a): Sei I < R. Definiere 7 = {J < R | J C I, J endlich erzeugt}. Da (0) € J ist J # 0, nach (c)
existiert deshalb ein maximales Ideal J € J. J € J = J = (21, ..., k) mit x1, ...,z € . Wire J g I, so
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wihle a € I\ J = J' = (x1,...,2%,a) € J, aber J G J', im Widerspruch zur Maximalitit von J. Somit
ist I = J endlich erzeugt. O

Folgerung 9.5
R noethersch, I < R = R/r noethersch

Beweis (Variante 1). J AR\ I = 7;"(J) <R = 7, "(J) = (z1,...,7x) endlich erzeugt = J = (7} " (J))

(rr(x1), ..., mr(zx)) ist endlich erzeugt.

O O

Beweis (Variante 2). Satz 9.4(b) + Lemma 2.9

Theorem 9.6 (Hilbert’scher Basissatz, 1890)
R noethersch = R[x] noethersch

Beweis. Sei I < R[z]. Fiir n € Ny definiere I,, = {LC(f) | f € I,deg(f) =n} U{0}. Dann ist I, < R:

e 0#an€l,,r€ R=>a=LC(f), f€I, deg(f)=n
= ra =0 oder [ra =LC(rf), rf € I, deg(rf) = n]
=racl,
e a,bel, = a=LC(f), b=LC(g), f,g € I, deg(f) = deg(g) =n
=a+b=0oder [a+b=LC(f+g), f+g€l, deg(f+g) =n]
Auch dann ist I, C I,4+1 Vn,denna € I, = a =LC(f), f € I, deg(f) =n=a=LC(z-f),z-f €1,
deg(z-f)=n+1=a€l,

Da R noethersch ist, wird die Kette

stationdr, es existiert also ein ng mit
I”LO == no+1 _ ...

Da R noethersch ist und Io, ..., I, endlich erzeugt. Fiir n = 0, ...,no wahle fn 1, ..., fn,k, € I mit deg(fn,:) =n

und
In = (LC(fn,1)s -, LC(fr k)

Definiere J = ({fn,i | n =0,...,n0,7 = 1,...,kn}) < R[z] = J C I. Wir wollen nun zeigen, dass J = I. Sei dazu
g € I. Induktion nach d = deg(g).

d = —oo: klar

d > 0: Setze a = LC(g), n = min{g,no}. a € lqg = In

=a= Zzl ri LC(fn,i), T1, -y Tk, € R

= f=30" rifas € J, LC(f) = 3" r LC(fi) =a #0

=g =g—az?"fel, deg(g1) < d

g el g=g+a® e O

Folgerung 9.7
R noethersch = R[x1, ..., z,] noethersch
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Folgerung 9.8
R noethersch, R C S endlich erzeugte Ringerweiterung, das heifit es existieren 1, ..., x, € S mit:
Ist RU{x1,...,xn} C So C S Teilring, so ist S = Sp. Dann ist S noethersch.

Beweis. Nach der universellen Eigenschaft existiert ein Homomorphismus ¢ : R[z1,...,zn] — S mit ¢|g = ids
und p(z;) =x; Vi. Im(p) O RU{z1,...,x,} ist Teilring von S.

= ¢ ist surjektiv

= S = Rle1,-2nl/Ker(p)

R noethersch —=> R[z1, ..., zy] noethersch 22 Rlz1,eo, zn]/Ker(y) noethersch O

m Beispiel 9.9
Ist K ein Korper so ist K[z, ..., x,] noethersch, aber fiir n > 1 kein Hauptidealring.

m Beispiel 9.10
Fir n € Z ist Z[\/n] = {a+by/n | a,b € Z} C C ist Teilring und Z C Z[y/n] ist endlich erzeugt
22 Z[+/n] ist noethersch, aber zum Beispiel fiir n = —5 nicht einmal faktoriell.

m Beispiel 9.11
Ist K ein Korper, so ist K[z, 29, ...] faktoriell (Ubung!) aber nicht noethersch.

» Bemerkung 9.12
Es gilt:

euklidisch

l

Hauptidealring

TS

faktoriell noethersch
und es gelten keine weiteren Implikationen.

» Bemerkung 9.13

Es gilt:
R Ry R[]
Hauptidealring v X
faktoriell X v’ (Satz von GAUSS)
noethersch v v (HILBERT ’scher Basissatz)
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10. symmetrische Polynome

Sei R ein Ring, n € N, R[z] = R[z1, ..., Zp].
Definition 10.1 (allgemeines Polynom, elementarsymmetrisches Polynom)
Das Polynom

n

faug = H(t —x;) =t"+ Z(—l)ksk(gcl7 )t R € Ry, s g, 1]
i=1 k=1

mit s = sg(x1, ..., xy) = Zl>i1<m<ik>n Xy oo - x4y, € R[z] heifit das allgemeine Polynom vom
Grad n iiber R und sy heifit das k-te elementarsymmetrische Polynom in x4, ..., z,, {iber R.

m Beispiel 10.2

(@) si=x1+--+a,
(b) sp=x1 Ty

» Bemerkung 10.3

Erinnerung: universelle Eigenschaft von R[z]: Ist ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus, r1, ..., 7, €
R', so gibt es einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus ¢, : R[z] — R’ mit ¢,|r = ¢ und
©r (Zl) =T VZ

Ist R ein Teilring von R’ und ¢ = idg, so schreiben wir auch f(ry,...,7,) fir ¢.(f).
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