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Kapitel I

Interpolation

1. Grundlagen

Aufgabe:
Gegeben sind n + 1 Datenpaare (zq, fo), - -, (Zn, fn), alles reelle Zahlen und paarweise verschieden.
Gesucht ist eine Funktion F': R — R, die die Interpolationsbedingungen

F(l‘o):fo,...,F(l‘n):fn (1)

genligt.
Definition (Stiitzstellen, Stiitzwerte)

Die x¢ bis z,, werden Stiitzstellen genannt.

Die fy bis f,, werden Stiitzwerte genannt.

Die oben gestellte Aufgabe wird zum Beispiel durch

gelost. Weitere Moglichkeiten sind: Polygonzug, Treppenfunktion, Polynom, ...
e In welcher Menge von Funktionen soll F' liegen?

e Gibt es im gewdhlten Funktionenraum fiir beliebige Datenpaare eine Funktion F, die den Inter-

polationsbedingungen geniigt (eine solche Funktion heifit Interpolierende )?
o Ist die Interpolierende in diesem Raum eindeutig bestimmt?

e Welche weiteren Eigenschaften besitzt die Interpolierende, zum Beispiel hinsichtlich ihrer Kriimmung

oder der Approximation einer Funktion f: R — R mit fx = f(zg) flr k =0,...,n
o Wie sollte man die Stiitzstellen wéhlen, falls nicht vorgegeben?

e Wie lasst sich die Interpolierende effizient bestimmen, gegebenenfalls auch unter der Berticksichtigung,
dass neue Datenpaare hinzukommen oder dass sich nur die Stiitzwerte dndern?

m Beispiel 1.1
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k 0 1 2 3 4 5

T in s 0 1 2 3 4 5

frin°C | 80 858 86,4 93,6 983 99,1
Interpolation im
e Raum der stetigen stiickweise affinen Funktionen
¢ Raum der Polynome héchstens 5. Grades

¢ Raum der Polynome hochstens 4. Grades (Interpolation im Allgemeinen nicht 16sbar, Regres-

sion notig)
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2. Interpolation durch Polynome

IT,, bezeichne den Vektorraum der Polynome von Hochstgrad n mit der iiblichen Addition und Skalar-

multiplikation. Fir jedes p € II,, gibt es ag, ..., a, € R, sodass
p(z) = aps™ + ap_12" M 4 a1z + ag (2)

und umgekehrt.

2.1. Existenz und Eindeutigkeit

Satz 2.1
Zu n+1 Datenpaaren (xq, fo), - - ., (Zn, fn) mit paarweise verschiedenen Stiitzstellen existiert genau

ein Polynom p € II,,, dass die Interpolationsbedingung Gleichung (1) erfiillt.

Beweis. o Existenz: Sei j € {0,...,n} und L; : R — R mit
o — (r—x0) - (r—xjm1)(x—xjt1) -+ (T —xp
Lj(x)::H — ':('_ ) ‘_J' )(_J+) ._)
o T T i zj—xo) (@ — @i—1)(@y — @) (zj — an)
i#]

das LAGRANGE-Basispolynom vom Grad n. Offenbar gilt L; € II,, und

1 k=3
Lj(zx) = = Ojk (3)
0 k+#j
Definiert man p : R — R durch
p(@) =Y fi-Ly(x) (4)
§=0

so ist p € II,, und auBlerdem erfiillt p wegen Gleichung (3) die Interpolationsbedingung Gleichung (1)

o Eindeutigkeit: Angenommen es gibt Interpolierende p,p € II,, mit p # p. Dann folgt p — p € II,, und
(p —p)(xk) = p(xr) — p(zx) =0 fur £ =0,...,n. Also hat (p — p) mindestens n + 1 Nullstellen, hat aber
Grad n. Das heifit, dass (p — p) das Nullpolynom sein muss. O

Definition (Interpolationspolynom)

Das Polynom, dass die Interpolationsbedingung erfiillt, heifit Interpolationspolynom zu (xg, fo), - - -, (Tn, fn)-

» Bemerkung 2.2
o Die Darstellung Gleichung (4) heifit LAGRANGE-Form des Interpolationspolynoms.

o Um mittels Gleichung (4) einen Funktionswert p(x) zu berechnen, werden O(n?) Operationen
genotigt; bei gleichabstédndigen Stiitzstellen kann man diesen Aufwand auf O(n) verringern.
Andern sich die Stiitzwerte, kann man durch Wiederverwendung von den L;(x) das p(z) in

O(n) Operationen berechnen.

¢ Man kann zeigen, dass Lg bis L,, eine Basis von II,, bilden.
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2.2. Newton-Form des Interpolationspolynoms

p(x) =co+c1(x —xzp) + o —xzp)(x — 1)+ -+ en(x—x0) ... (T —Tpo1) (5)

mit Koeflizienten co,...,c, € R. Die Berechnung des Koeflizienten ¢; kann rekursiv durch Ausnutzen

der Interpolationsbedingung Gleichung (1) erfolgen. Fiir ¢ erhdlt man
!
fo=p(x0) = co

Seien cg bis cj_1 bereits ermittelt. Dann folgt:

Jj—1
fj ; p(.’ﬂ]) = Co + ch(.’bj — LC()) . (l‘j — l’kfl) +Cj ((Ej - xo) e (Cﬂj - .’bj,l)
k=1

bekannt

bekannt

» Bemerkung 2.3
o Der Aufwand um die Koeffizienten cq, ..., c, zu ermitteln ist O(n?). Kommt ein Datenpaar
hinzu, kann man Gleichung (5) um einen Summanden erweitern und mit O(n) Operationen

Cn+1 bestimmen.

« Sind die Koeffizienten cy, . . ., ¢, in Gleichung (5) bekannt, dann benotigt man zur Berechnung

von p(z) O(n) Operationen.

e Die Polynome Np,..., N, : R — R mit
No=1 und N;=(z—2x0)...(x—xj_1)

heilen NEWTON-Basispolynome und bilden eine Basis von II,,.

Die Koeffizienten cy, ..., ¢, ergeben sich wegen Gleichung (2) auch als Losung des folgenden linearen
Gleichungssystems:
1 Co fo
1 (xl — xo) c1 fl
1 (z2—20) (22 —20)(22 —21) e =]
n—1
1 (xn—z0) (n—mo)(zn—21) ... ][I (zn—x) Cn fn
i=0

Die Systemmatrix dieses linearen Gleichungssystems ist eine reguldre untere Dreiecksmatrix.

Zu effizienten Berechnung eines Funktionswertes p(x) nach Gleichung (5) mit gegebenen Koeffizienten
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co, - - ., cn kann man das HORNER-Schema anwenden. Uberlegung fiir n = 3.

p(x) =co+c1(x — o) + ca(r — zo)(z — 21) + cs(z — x0) (T — 21)(z — x2)

=co+ (x — x0) [cl + (z —x1) [ea + (z — m2)es]

Fiir beliebiges n liefert das den folgenden Algorithmus:
m Algorithmus 2.4 (Horner-Schema fiir Newton-Form)
Input: n, z, cg,..., Cn, Tg,--.y T
1 p=c
2 do j = n-1, 0, -1
3 p=o¢ + (x - z;)p
4 end do

2.3. Interpolationsfehler

Definition (Maximum-Norm)

Die Norm

19]l00 = Jax, lg(z)| fiir g € Cla,b]

definiert die Maximum-Norm in Cfa, b].

Satz 2.5
Sei f € Cla,b]. Dann existiert zu jedem & > 0 ein Polynom p, mit ||f — p.|| < e.

Also liegt die Menge aller Polynome (beliebig hohen Grades) direkt in Cfa, b].
Definition 2.6 (Stiitzstellensystem)
Stiitzstellensystem : a < :c(()") <. < ac%") < b. Weiterhin bezeichne p,, € II,, das zu den Datenpaa-

ren (a:,(c"), f (x,gn))) gehérende eindeutig bestimmte Interpolationspolynom.

Satz 2.7 (Satz von Faber 1914)
Zu jedem Stiitzstellensystem gibt es f € C|[a, b], sodass (p,) nicht gleichméflig gegen f konvergiert.
lpn, — flloo — O bedeutet, dass (p,) gleichméafBig gegen f konvergiert.

Nach einem Resultat von ERDOS/VERTESI (1980) gilt sogar, dass (p,(z)) fast iiberall divergiert.
m Beispiel 2.8 (Runge)

dquidistante Stiitzstellen xq, ..., x,,, p € 11, als Interpolationspolynom
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Stiitzstellen | interpoliertes Polynom
2522
2 1— 26
4 3,315652% — 4,2771922 + 1
8 53,6893x% — 102, 81525 + 61, 3672x* — 13,20322 + 1
16 15403, 126 — 49713, 5z + 63743, 8212 — 4187020 +
152062% — 3100, 3525 + 351, 984x* — 22, 775922 + 1
Sy
— Runge-Funktion
—— Interpolation 2 Stiitzstellen
2.5 1 . ..
—— Interpolation 4 Stiitzstellen
—— Interpolation 8 Stiitzstellen
2+ Interpolation 16 Stiitzstellen
1.5
0.5
s
—04  —02 0.2
—0.5 |
11
-1.5

Anmerkung

Wer mit Mathematica selber diese Polynome berechnen will, muss folgende Befehle benutzen:

o Funktion definieren: f[x_]:=1/(1+25x"2)

« Interpolationspolynome ausrechnen: Expand [InterpolatingPolynomial [Table [{i,f[i]},

{i,-1,-1,Schrittweite}],{x}]1]

o plotten: Plot [f [x],InterpolatingPolynomial [Table [{i,f[i]},{i,-1,-1,Schrittweite}

1,{x}1,{x,-1,1}]
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Satz 2.9

Sei f € C"*[a,b] und gelte a < 2o < ... < x, < b. Mit p,, € II,, werde das zu den Datenpaaren
(20, f(0)), -y (Tn, f(x,)) gehorende Interpolationspolynom bezeichnet. Dann existiert zu jedem
x € [a,b] eine Zahl & € (a,b), so dass

n+1 T
il = ) = Ww(z) fiir alle = € [a, b]
wobei w(z) = (x — xg) - ... - (x — )

Beweis. Fir x = xx mit k = 0,...,n ist nicht zu zeigen, da p, die Interpolationsbedingung erfiillt. Sei nun
z € [a, b] fest gewdhlt mit © ¢ {zo, ..., zn}. Weiter seien

k- I@-pm@ o g JBUoR
w(m) t— f(t) _pn(t) - Kw(t)

Man stellt unter Beachtung der Interpolationsbedingung fest, dass F'(z9) = F(z1) = ... = F(z,) = 0 und
F(z) = 0. Also besitzt F mindestens n + 2 paarweise verschiedene Nullstellen in [a, b]. Da F € C""[a, b] erhalt
man durch n + 1-fache Anwendung des Satzes von Rolle, dass F("*Y mindestens eine Nullstelle £(z) in (a, b)
besitzt. Also folgt

0=F"V(E(@) = FOV(E() - pi T (E(@) K w™ TV (E())

=0 Konstante

Da w™th) — (n + 1)}, erhédlt man

P IGE)
(n+1)!
Da z € [a, b] beliebig gewihlt war, ist die Behauptung bewiesen. O

m Beispiel 2.10
Sei f € C?[a,b] mit ||f]jcc < M. Weiter sei a = xg < 21 = 2o + h = b. Mit Satz 2.9 folgt:

7@ o) = | oy )
< %M A@)h - (1= A)h
< MR A@)(1 - A(x)
1 <1
<gM- h?
h
Zo x il

=z=z9+ X (r1—20) = Ax1+ (1 = N)ag
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3. Interpolation durch Polynomsplines

3.1. Polynomsplines

Zur Abkiirzung bezeichne A eine Zerlegung des Intervall [a,b] durch die Stiitzstellen a =: 2o < ... <
T, = b.

Definition 3.1 (Polynomspline)

Ein Polynomspline vom Grad m € N und Glattheit [ € N zur Zerlegung A ist eine Funktion
s € C'a, b] mit

= Sl € ik =0,n—1

Dabei bezeichnet s die Einschrankung von s auf das Intervall [z, zx1]. Die Menge aller

fﬁkqfﬂk+1]
Splines wird mit S, (A) bezeichnet.

Folglich ist ein Polynomspline s € S, (A) auf jedem der Teilintervall [z, z+1] ein Polynom vom
Hochstgrad m. AuBerdem ist s € S! (A) in allen Punkten z € [a, b] (also auch in den Stiitzstellen) -
mal stetig differenzierbar. S! (A) ist mit der iiblichen Addition und Multiplikation ein Vektorraum.

Speziell ist SY(A) die Menge aller stetigen stiickweise affin linearen Funktionen.
3.2. Interpolation durch kubische Polynomsplines

Gegeben sei eine Zerlegung A und die Stiitzwerte fo, ..., fn. Gesucht ist eine Funktion s € S,(A) mit
l =1, 2 derart, dass

s(zg) = fr firk=0,...,n (6)

Jede derartige Funktion heif3t kubischer Interpolationspline .

Konstruktion eines solchen Splines:

hy =xp_1—x, furk=0,...n—1

my = s'(zg) firk=0,...,n—1

Wegen [ € {1,2} ist s zunéchst stetig differenzierbar. Wegen s, = s[5, 2,.,] fir £ = 0,...,n — 1 und

m = 3 kann man folgenden Ansatz fiir s, benutzen:
sp(r) = ap(z — x1)> + bp(z — )% + cp(z — ) + dy (7)

Aus den Interpolationsbedingungen Gleichung (6) und der stetigen Differenzierbarkeit aller Funktionen

in s € 8! (A) fiir | > 1 ergeben sich folgende Forderungen an s, k = 0,...,n — 1:

sk(ze) = fi und  sp(Tryr1) = figa

sp(zg) =myp und  sp(Tp41) = Mpgr
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Diese liefern:

und damit:

sk(Tra1) = aphy + bphi +mihg + fr. = fer

S;‘.(Ik_;,_l) = 3akhi + 2bihi + my = MEt1

Damit ergeben sich a; und by als eindeutige Losung fiir das lineare Gleichungssystem

hi by ag fre+1 = fo — mu fr

3h% 2hk bk Mre+4+1 — Mg

Die Determinante ist —hj, # 0.

(10)

10
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