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Motivation und Einfiihrung




Kapitel I

Korper

1. Korpererweiterungen

Sei K, L, M Korper.

» Bemerkung 1.1
In diesem Kapitel bedeutet “Ring” immer kommutativer Ring mit Einselement, und ein Ringho-
momorphismus bildet stets das Einselement auf das Einselement ab. Insbesondere gibt es fir jeden

Ring einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus : Z — R.
» Bemerkung 1.2
(a) Ein Korper ist ein Ring R, in dem eine der folgenden dquivalenten Bedingungen gilt:
1) 0# 1 und jedes 0 # x € R ist invertierbar
2) R* =R\ {0}

4

)
)
3) R hat genau zwei Hauptideale (ndmlich (0) und (1))
) (0) ist ein maximales Ideal von R

)

5) (0) ist das einzige echte Ideal von R
6) (0) ist das einzige Primideal von R
(b) Insbesondere sind Korper nullteilerfrei, weshalb Ker(Z — K) prim ist.
(¢) Aus (5) folgt: Jeder Ringhomomorphismus K — L ist injektiv
(d) Der Durchschnitt einer Familie von Teilkérpern von K ist wieder ein Teilkérper von K.

Definition 1.3 (Charakteristik)
Die Charakteristik von K, char(K), ist das p € {0,2,3,5,7,...} mit Ker(Z — K) = (p).

m Beispiel 1.4
(a) char(Q) =0 und char(F,) = (p) (p = Primzahl), wobei F, = Z/pZ

(b) Ist Ky C K Teilkorper, so ist char(Ky) = char(K).

Definition 1.5 (Primkorper)
Der Primkorper von K ist der kleinste Teilkorper von K. (existiert nach Bemerkung 1.2(d))
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Satz 1.6
Sei F der Primkorper von K.

(a) char(K)=0& FXQ

(b) char(K)=p>0<F =F,

Beweis. “<”: Beispiel 1.4
“="Im(Z - K) CF und Im(Z — K) 2 Z/Ker(Z — K)
(a) Im(Z - K)2Z/(0) 2Z = F = Quot(Im(Z — K)) = Quot(Z) 2 Q
(b) Im(Z — K) = Z/(p) 2 F, ist Teilkorper von K = F =Im(Z — K) 2 F, O

I Definition 1.7 (K6rpererweiterung)

Ist K ein Teilkorper von L, so nennt man L eine Kopererweiterung von K, auch geschrieben L | K.

Definition 1.8 (K-Homomorphismus)

Seien Ly | K und Lo | K Korpererweiterungen.

(a) Ein Ringhomomorphismus ¢: L1 — Ls ist ein K-Homomorphismus, wenn ¢|x = idg (i.Z.
@ : L1 — Lz)

(b) Homg (L1, Ls) ={p | ¢: L1 — Lo ist K-Homomorphismus}

(¢) Ly und Ly sind K-isomorph (i.Z. L1 = Ls), wenn es einen Isomorphismus: ¢ € Homg (L1, La)
gibt.

» Bemerkung 1.9
L | K eine Korpererweiterung, so wird L durch Einschrinkung der Multiplikation zu einem K-
Vektorraum.
I Definition 1.10 (Ko6rpergrad)
[L: K] :=dimg(L) € NU {0}, der Korpergrad der Koérpererweiterungen L | K.

m Beispiel 1.11

(a) [K:K]=1

(b) [C:R] =2 (Basis (1,)) (aber (C: R) = o0)

(¢) [R: Q] = oo (mit Abzdhlarbarkeitsargument oder siehe §2)
(d) [K(z): K] =00 (K(z) = Quot(K]z]) (vgl. GEO IL8)
Satz 1.12

Fir K CL C M Korper ist [M : K| =[M : L]-[L: K]
(“Korpergrad ist multiplikativ”)

Beweis. Behauptung: Sei x1,...,z, € L K-linear unabhingig und y1,...,ym € M L-linear unabhingig
= x;y;5,t € {1,...,n},j7 € {1,...,m} K-linear unabhéngig.
Beweis: Zij Xijxiy; = 0 mit \;; € K
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u

-L-l.u. - K-l.u.
= Z]. (Z )\”JLZL) Y; = 0 % ZZ /\ijl‘i =0 Vj y]:> )\ij =0 Vi,Vj
%

o [L:K|]=o00oder [M:Ll=c0o=[M:K|]=00

e [L:K|]=n,[M:Ll=m< o0
(z1,...,zn) Basis des K-Vektorraum L und (y1,...,Ym) Basis des L-Vektorraums M

= {zwy;:i=1,...,n;5 =1,...,m} K-linear unabhéngig und
Zi,j Kzy; = Zj (ZZ )\ijmi) y; = M, also ist
{ziyj:i=1,...,n;5=1,...,m} Basis von M O

Definition 1.13 (Korpergrad endlich)
L | K endlich :& [L: K] < cc.
Definition 1.14 (Unterring, Teilkérper)
Sei L | K eine Korpererweiterung aq, as, ..., a, € L.
(a) Klaq,...,ay] ist kleinster Unterring von L, der K U {aq,...,a,} enthélt (“ay,...,a, tber
K erzeugt”)
(b) Klai,...,a,] ist kleinster Teilkorper von L, der K U {aq,...,a,} enthilt (“von “aq,...,a,

iiber K erzeugte”, “aq,...,a,” zu K adjungieren)

(¢) L|K ist endlich erzeugt :< aq,...,an € L: L =K(a,...,a,)

(d) L|K ist einfach :& existiert a € L : L = K(a)

» Bemerkung 1.15
(a) L | K endlich = L | K endlich erzeugt.

(b) Klay,...,a,] ist das Bild des Homomorphismus

Klzy,...,2n] — L
f |—>f(a1,...,an)

und K(aq,...,a,) ={af: a, B € Klay,...,an],8 # 0} = Quot(K|ag,...,as])
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2. Algebraische Korpererweiterungen

Sei L | K eine Korpererweiterung.
Definition 2.1 (algebraisch, transzendent)
Sei @« € L. Gibt es ein 0 # f € K mit f(a) = 0, so heilt « algebraisch iiber K, andernfalls

transzendent uber K.

m Beispiel 2.2
(a) a € K = « ist algebraisch iiber K (denn f(a) =0fir f =X —a € K)

(b) V=1 € Q(y/—1) ist algebraisch iiber Q (denn f(v/—1) =0 fiir f = X? +1€ Q)
v—1 € C ist algebraisch iiber R

» Bemerkung 2.3
Sind K C L C M Korper und o € M algebraisch iiber K, so auch iiber L.

Lemma 2.4

Genau dann ist o € L algebraisch iiber K, wenn 1, o, @2, ... K-linear abhingig sind.

Beweis. Fiir Ao, \1,--- € K, fast alle gleich Null, so ist

Z)\iai :@f(a)zOfﬁrf:Z)\iXieK O
i=0

=0

Lemma 2.5

Betrachte den Epimorphismus

K[z] — K|ao]
f = f(a).

Pa

Genau dann ist « algebraisch iiber K, wenn Ker(p,) # (0). In diesem Fall ist Ker(¢q) = (fo) mit

einem eindeutig bestimmten irreduziblen, normierten f, € K.

Beweis. K Hauptidealring = Ker(va) = (fa), fa € K, 0.E. sei fo normiert. Aus K[a] C L nullteilerfrei folgt,

dass Ker(pq) prim ist. Somit ist fo prim und im Hauptidealring also auch irreduzibel. O

Definition 2.6 (Minimalpolynom, Grad)
Sei o € L algebraisch tiber K, Ker(p,) = (fo) mit f, € K normiert und irreduzibel.

(a) MinPol(« | K) := f,, das Minimalpolynom von « iiber K.

(b) deg(a| K) :< deg(fa), der Grad von « iiber K.
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Satz 2.7
Sei o € L.

(a) « transzendent tiber K
= Klo] 2 K, K(a) 2k K(X), [K(a) : K] = .

(b) « algebraisch iiber K
= Kla] = K(a) 2 K/MinPol(a | K) , [K(a): K)] =deg(a | K) < co und
La,...,a%8@K)=1 st K Basis von K (a).

—

Beweis. (a) Ker(¢a) = (0) = ¢q ist Isomorphismus (da zusétzlich injektiv)
= K(a) 2k Quot(K|a]) 2k Quot(K) = K(X)
= [K(a): K] =[K(z): K] =

~—

(b) Sei f = fo = MinPol(a | K), n = deg(a | K) = deg(f).
o f irreduzibel = (f) # (0) prim SEO AT (f) ist maximal
= Klo] = K/(f) ist Korper = Kla] = K(a)

e 1,a,...,a" ! sind K-linear unabhéngig:

n—1 n—1
Shai=0=> axe() = N=ow
i=0 i=0

1,e,...,a" ! ist Erzeugendensystem: Fiir g € K ist

g=¢qf+rmit g,r € K und deg(r) < deg(f) =n

und
9(@) = q(a) f(a) +r(a) = ()
iy
somit K =Im(ps) ={g(a): g€ K} ={r(a): r € K,deg(r) < n} = Z?;Ol Ko O

m Beispiel 2.8
(a) p € Z prim = /p € C ist algebraisch iiber Q.
Da f(X) = X? — p irreduzibel in @ ist (GEO I1.7.3), ist MinPol(,/p : Q) = X — p, [Q(/D) :
Q] =2.

2mi

(b) Sei {, =e» €C (peNprim). Da®, = &=L = XP~1 4 XP=2 ... 4+ X +1 € Q irreduzibel
in Q ist (GEO I1.7.9), ist MinPol(¢, | Q) = @, [Q({,) : Q] = p — 1. Daraus folgt schlieSlich
[C:Q>[Q():Q=p—-1Vp=[C:Q]=00=[R:Q] =o0.

(¢) e € R ist transzendent iiber @ (HERMITE 1873), m € R ist transzendent tiber Q (LINDEMANN
1882).

Daraus folgt: [R: Q] > [Q(7) : Q] = co. Jedoch ist unbekannt, ob z.B. 7 + e transzendent ist.
Definition 2.9
L | K ist algebraisch :< jedes o € L ist algebraisch tiber K.




2. Algebraische Korpererweiterungen Kapitel I: Kérper

Satz 2.10
L | K endlich = L | K algebraisch.

Beweis. a€ L, [L: K] =n=1,a,...,a" K-linear abhingig s algebraisch iiber K. ]

Folgerung 2.11
Ist L = K(aa,...,q,) mit ag,...,q, algebraisch iiber K, so ist L | K endlich, insbesondere

algebraisch.

Beweis. Induktion nach n:

e n=0:V
e n>0: K1 :=K(an,...,0n-1)
= L = Ki(aw), a, algebraisch iber K7 (Bemerkung 2.3)
= [L: K] = [Ki(an): Ki] - [K1: K] O
—_—— ——
<oo nach Satz 2.7 <oo nach IH
Folgerung 2.12
Es sind dquivalent:

(a) L | K ist endlich.

(b) L | K ist endlich erzeugt und algebraisch.

(¢) L=K(a,...,q,) mit ai,...,qa, algebraisch tiber K.

Beweis. e (1) = (2): Bemerkung 1.15 und Satz 2.10
o (2) = (3): trivial
e (3) = (1): Folgerung 2.11 O

» Bemerkung 2.13
Nach Satz 2.7 ist

« algebraisch iiber K & Kla] = K(a)

Direkter Beweis fiir (=):
Sei 0 # B € K[a]. Daraus folgt, dass f(8) = 0 fiir ein irreduzibles 0 # f = Y"1 a;,X* € K. Durch
Einsetzen von 8 und Division durch 8 erhélt man (auch wegen der aus der Irreduzibilitéit

L07Q Bt =—ag (a1 +axB+ - +a,B"") € K[B] C K]

Satz 2.14
Seien K C L C M Korper. Dann gilt:

M | K algebraisch < M | L algebraisch und L | K algebraisch

Bewets. (=) klar, siche Bemerkung 2.3.
(<) Sei a € M. Schreibe f = MinPol(a | L) = "  aiz’, Lo := K(ao,...,an)
= f € Lo [QL']




2. Algebraische Korpererweiterungen Kapitel I: Kérper

= [Lo(a) : Lo] < deg(f) < o0
= [K(a: K)] <[K(ao,...,an,a): K| =[Lo(a) : Lo] [Lo : K]
e — N —

<oo < nach 2.7
= « algebraisch iiber K

RV | K algebraisch. O

Folgerung 2.15
K= {a € L: « algebraisch iiber K} ist ein Korper, und ist o € L algebraisch {iber K, so ist schon
acK.
Beweis. e a,f €K :
= K(a, ) | K endlich, insbesondere algebraisch
= a+p,a—8,a-8,a ! € K(a,p) alle algebraisch iiber K, also K(«, ) C K.
o « € L algebraisch iiber K:
= K(a) | K algebraisch
= K | K algebraisch EY K(a | K) algebraisch, insbesondere a € K. O

Definition 2.16 (relative algebraische Abschluss)
K = {a € L: «a algebraisch iiber K} heiBt der relative algebraische Abschluss von K in L.

m Beispiel 2.17
Q= {a € C: « algebraisch tiber K} ist ein Korper, der Korper der algebraischen Zahlen. Es ist
[Q,Q] = o0, z.B. da [Q(¢,) : Q] = p—1 fiir jedes p prim. (algebraische Erweiterung die nicht endlich
ist.)
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3. Wurzelkorper und Zerfiallungskorper

Sei K ein Korper, f € K[X] mit n = deg(f) > 0.

m Beispiel 3.1
Sei K = Q. Dann hat f eine Nullstelle (“Wurzel”) o € C, und L := K(a) = K|o] ist die kleinste

Erweiterung von Q in C, die diese Nullstelle enthélt.

I Definition 3.2 (Wurzelkérper)
Ein Wurzelkérper von f ist eine Korpererweiterung L | K der Form L = K(a) mit f(a) = 0.

Lemma 3.3
Sei L = K (&) mit f(«) = 0 ein Wurzelkérper von f. Dann ist [L : K| < n. Ist f irreduzibel, so ist
[L: K] =nund g — g(«) induziert einen Isomorphismus K[X]/(f) — L

Beweis. Sei zunichst f irreduzibel, fo = MinPol(« | K). Dann ist f = ¢fo, die Behauptung folgt somit aus
Satz 2.7b). Fir f € K[X] beliebig, schreibe f = fi--- fr mit f; € K[X] irreduzibel

fla)=0= OE fi(a) =0=[L: K] =deg(f1) < deg(f)=n O

Lemma 3.4
Sei f irreduzibel. Dann ist L := K[X|/(f) ein Wurzelkérper von f.

Beweis. Betrachte den Epimorphismus © = 75 : K[X] = K[X]/(f) = L, setze a = m(X)

e K Korper = 7k injektiv

= konnen K mit Teilkérper von L identifizieren, sodass mx = idx

GEO I1.4.7, f) maximal = L = K[X]/(f) ist Koérper

e (f) irreduzibel = prim

(
o flo) = f@(X) Ea(f(X) =0 [(X) € Ker(r)

(+ gilt, da f = Y aia* = 7(f) = Y w(a)w(2) = Y arr(a) = f(x(x)))

a alg.

e L=n(K[X]) = K[r(X)] = k[o] “Z* K(a) O

Satz 3.5

Sei f irreduzibel. Ein Wurzelkorper von f existiert und ist eindeutig in folgendem Sinn:

Sind L; = K(a1),Ls = K(ag) mit f(ay) = 0 = f(ag), so existiert genau ein K-Isomorphismus
@ : Ly — Ly mit p(a1) = ao.

Bewets.

o Existenz gibt Lemma 3.4

e Lemma 3.3 liefert Isomorphismus

o

#1 Y2 i(pgotpltLl — Kk Lo mit a1 — o

Umgekehrt ist jeder K-Isomorphismus ¢ : L1 —x L2 wegen L1 = K(aq) schon durch p(a1) festgelegt. O

10
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I Folgerung 3.6

f hat einen Wurzelkorper.

Beweis. Schreibe f = fi--- fr, f1,..., fr € K[X] irreduzibel, nehme einen Wurzelkérper von fi. O

Folgerung 3.7
Es gibt eine Erweiterung L | K, iiber der f in Linearfaktoren zerfillt, also f = ¢[]}"_(z — a;) mit
ce K*,a,...,a, € L.

Beweis. Schreibe f = c¢- fo mit ¢ € K*, fo € K[X] normiert.

Induktion nach n:

e n=1:f=x—a, nehme L = K.

e n > 1: Nach Folgerung 3.6 existiert Ly | K, a1 € L1 mit fo(a1) =0
= fo=(x —ai1)- f1 mit fi € L1[X] normiert

(I:H)> existiert L | L1, a1,...,an, € L mit f1 = H?ZQ(x — )
=f=c fo=c-(z—a) fi=c[[_ (z—a) O

Definition 3.8 (Zerfillungskorper)
Ein Zerfillungskorper von K ist eine Erweiterung L | K der Form L = K(ay,...,q,) mit f =
e T, (x — ;) mit c € K*.

Satz 3.9
Ein Zerfallungskorper von f existiert.

Beweis. Ist L | K wie in Folgerung 3.7, ist K (a1, ..., a,) ein Zerfillungskorper von f. d

Lemma 3.10
Ist L | K ein Zerfallungskorper vpn f, so ist [L : K] < n!

Beweis. Sei L =K(on,...,an), f =c[[_,(x —as).

Induktion nach n:
en=1:L=K,[K:K|]=1
e n>1:L = K(a1) ist Wurzelkérper von f 23 [L1 : K] < n und schreibe f =c-(z — o) - fr, /L =
H?zz(a: — ;) € L1[X]
= L=K(ai,...,an) = Li(ai,...,a,) ist Zerfallungskorper von fi (iiber L1)

2L [L: Ly] < deg(f1)! = (n — 1)
= [L:K|=[L:Li[L: K] = (n—1)n=n O

m Beispiel 3.11
(a) Ist n =2, so ist jeder Wurzelkorper L von f, schon ein Zerfallungskorper: [L : K] < 2.
(b) Ist n =3, f irreduzibel. Schreibe L; = K (), f = ¢(x — a1)f1 mit f1 € L1[X]
o f1 reduzibel: L ist schon Zerfallungskorper von f, [Ly : K] =3

e fy irreduzibel: L; ist kein Zerfallungskdrper von f. Ist L Wurzelkorper von f1, so ist L
Zerfallungskorper von f, [L: K] =3!=6

11



3. Wurzelkoérper und Zerféllungskorper Kapitel I: Kérper

m Beispiel
Sei f = 2% — 2 € Q[X], dann sind die Nullstellen von f: /2 € R, (3v/2,(3/2
o Q(v/2) ist Wurzelkorper von f. Q(3/2) C R,(3V/2,(2¥/2 ¢ R, aber kein Zerfillungskérper.

Der Zerfallungskorper von f ist

Q(V2,GV2,3V2) = Q(V2,3V2)

Mathematica/WolframAlpha-Befehle
Will man die Nullstellen von f = X3—2 € Q[X] finden, dann bietet Mathematica folgende Funktion:

Solve [f==0,x,Complexes],

der letzte Parameter ldsst einem den Korper wéhlen, in dem Mathematica suchen soll. Es gibt
zur Auswahl Integers, Rationals, Reals, Complexes. Fiir das Beispiel erhélt man folgenden
Output:

{x S (—2)D g 2/ gy (_1)<2/3)2<1/3)}_

Dabei miisste man die Einheitswurzeln identifizieren:

{x—>C3\3/§,x—> \%,:ﬂ%{%%}

Anmerkung
Wenn f irreduzibel = K[X]/(f) ist Wurzelkorper.

Lemma 3.12

Sei f =1 ,a;x" irreduzibel und sei L = K (a) mit f(c) ein Wurzelkorper von f. Sei L | K eine
weitere Korpererweiterung und ¢ € Hom(K, K). Ist ¢ € Hom(L, L) eine Fortsetzung von ¢ (d.h.
0|k = ), so ist o(a) eine Nullstelle von f¥ = 3"  ¢(a;)z" € K[X]. Ist umgekehrt 3 € L eine
Nullstelle von f%, so gibt es genau eine Fortsetzung o € Hom(L, f/) von ¢ mit o(a) = 5.

L —2-1I

[

K —*5 K’

Beweis (was fiir die Priifung!). e fla)=0=0=0(0) =0o(f(e)) = O'(Z:L:O aiai) =" ela)o(a) =
f?(o(a))
o Eindeutigkeit klar, da L = K(«)

« Existenz: Betrachte

K[X] =L K[X] —-»L
n: (N — sind Homomorphismen nach univer. Eigenschaft
g = g(a) g —97(8)

(Bemerke: n surjektiv: nx = id — K € Im(n) mit n(z) = o — o € Im(7))

12
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Ker(n) = (f) ist Isomorphismus und 7 : K[X]/(f) = L und
f € Ker(y)) = Ker () = (f) ist Homomorphismus v : K[X]/(f) — L'
o:=1¢of ':L— L ist eine Fortsetzung von 1 und

ola) =Pz +(f) =8 O

Satz 3.13

Der Zerféallungskorper von f ist eindeutig bestimmt bis auf K-Isomorphie.

Bewezs. Behauptung: Ist ¢ : K — K’ ein Isomorphismus, L ein Zerfillungskérper, L' ein Zerféllungskérper

von f¥, so setzt sich ¢ zu einem Isomorphismus L — L’ fort.

Beweis: Induktion nach n = deg(f)
MA)n=1:L=K S K =LV
©
(IS) n > 1 : Schreibe f = cg1 -+ - g» mit g; € K[z] normiert und irreduzibel, ¢ € K*
= f¢ =c%gf - gf mit ¢¥ € (K')¥ und g/ € K'[X] normiert und irreduzibel (weil ¢ Isomorphismus
ist). Sei aq € L mit g1(a1) = 0,] € L' mit g¥(a)) =0

3.12 . .
= @ setzt man zu einem Isomorphismus
o: K :=K(a1) = K'(a})) mit o(an) = o

fort. Schreibe f = (z — a1) - ff mit fi € Ki[X]
= f? = (x — o)) - ff mit f{ € K1[X]. L ist Zerfallungskérper von f1, L’ ist Zerfillungskérper
——

’

o

von f{

= o setzt sich fort zu einem Isomorphismus L — L’

Die Behauptung im Fall ¢ = idx ist genau die Aussage von Satz 3.13. O

» Bemerkung 3.14
Ist M | K eine Erweiterung, die einem Zerfallungskorper [ von f enthélt, dann ist dieser nicht
nur bis auf die Isomorphie sondern als Teilkorper eindeutig bestimmt L = K(ayq, ..., a,), wobei

aq, ..., genau die n Nullstellen von f in M sind.

13
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4. Der algebraische Abschluss

Sei L | K eine Korpererweiterung.
Definition 4.1 (algebraisch abgeschlossen)
K ist algebraisch abgeschlossen <= jedes f € K[X] mit deg(f) > 0 hat eine Nullstelle in K.

Lemma 4.2

Es ist dquivalent:
(a) K ist algebraisch abgeschlossen.
(b) Jedes 0 # f € K[X] zerfdllt iiber K in Linearfaktoren.

(¢) K hat keine echte algebraische Erweiterung.

Beweis. (a) (a) = (b): Induktion nach deg(f) (siche LAAG)

(b) (b) = (c): Sei L | K algebraisch, a € L. Schreibe f = MinPol(«a | K). Nach (b) zerfillt f in Linearfaktoren
iber K = a € K

(c) (c) = (a): Sei f € K[X],deg(f) > 0. Nach Satz 3.9 existiert ein Zerféllungskoérper L von f. Da L YK
nach (c) hat f Nullstellen in K.
((x) L ist Erweiterung — die nach (c) trivial ist) O

I Definition 4.3 (algebraisch Abgeschlossen)
L ist algebraischer Abschluss von K :<=> L ist algebraisch abgeschlossen und L | K algebraisch.

Lemma 4.4
Ist L algebraischer Abschluss, so ist der relative algebraische Abschluss K ein algebraischer Ab-

schluss von K.

Beweis. o K ist Kérper: Folgerung 2.15
« K | K ist algebraisch: Definition

« K ist algebraisch abgeschlossen: Sei f € K[X] mit deg(f) > 0.
L algebraisch abgeschlossen = existiert o € L mit f(a) = 0 und f(c) = 0 = « algebraisch iiber K 218
aekK. ]

m Beispiel 4.5
(a) C ist algebraisch abgeschlossen (Fundamentalsatz der Algebra, 7 II.)
(b) C ist algebraischer Abschluss von R.

(¢) @ :={a € C | « algebraisch iiber Q} ist nach Lemma 4.4 ein algebraischer Abschluss von Q.

Lemma 4.6
Sei L | K algebraisch, E ein algebraisch abgeschlossener Koérper und ¢ € Hom(K, E). Dann

existiert eine Fortsetzung von ¢ auf L, d.h. ein o € Hom(L, E) mit o1 = .
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4. Der algebraische Abschluss Kapitel I: Kérper

Beweis. Definiere Halbordnung.

X = {(M7 o) : K C M C L Zwischenkérper, 0 € Hom(M, E), 01 = <p}
(M,0) C (M',0"):&m C M und ojy, =0

e X#£2:(K,p)eX

o Ist (M,0)ier eine Kette in X, so definieren wir M := J,., M; und 0 : M — E durch o(z) = oi(z) falls
x € M;. Dann ist (M, o) € X eine obere Schranke der Kette (M;, 0;):cr. Nach Lemma von ZORN existiert
(M, o) maximal. Es ist M = L: Sei a € L, f = MinPol(« | M). f € E[X] hat Nullstelle 5 € E, da E
algebraisch abgeschlossen ist. 242 oxistiert Fortsetzung o’ € Hom(M (), E) von o
(M,0) < (M(a,0")) € X LE2D B2 hr — M(a),a € M. O

Theorem 4.7 (Steinitz, 1910)

Jeder Korper K besitzt einen bis auf K-Isomorphie eindeutig bestimmten algebraischen Abschluss.

Beweis.

o FEindeutigkeit:
Seien L1, Lo algebraische Abschliisse von K
L, | K, Ly algebraisch abgeschlossen 4:'6> existiert o € Hom(L1, L2)

L algebraisch abgeschlossen = o(L1) = L1 algebraisch abgeschlossen | , ,
— [y = U(Ll)

Ly | K algebraisch = Lo | o(L1) algebraisch
Somit ist o : L1 — Lo ein K-Isomorphismus.

o Existenz: Seien

(a) F ={f € K[X]: deg(f) >0}

(b) ¥ = (Xy)see Familie von Variablen

(¢) R:= K[X] Polynomring in den Variablen X (f € mathscrF)
d) I'=(f(Xp): feF)IR

(a) Behauptung 1: Es gilt I < R.

Beweis (Behauptung 1). Angenommen I = R. Dann existieren fi,...,f, € % und g1,...,9n € R
mit Z?:l gi- fi(Xsfi) = 1. Sei L ein Zerfallungskorper von f1,. .., fn. Dann existieren a1, ...,an € L
mit f;(a;) = 0 fur alle i. Sei ¢ : R — L der Einsetzungshomomorphismus gegeben durch

o =idx  o(Xy,) =i o(Xyp) =0fir f e F/{fi,.... fn}

= 1=o(1) =Y _olg) - e(fi(X)))

=1
_Z@gz f'b Z‘pgz fz (i) = 0

Qg

Jedes echte Ideal ist in einem maximalen Ideal von R enthalten (GEO II 2.13) = existiert maximales

Ideal m < R mit I C m. L1 := R/m ist Korpererweiterung von K, und jedes f € # hat eine Nullstelle in
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Ly, ndmlich f(Xy 4+ m) = f(Xs) + m = 0+ m. Iteriere dies und erhalte eine Kette von Korpern
K:=LoCLiCLC-,
wobei jedes f € Li[X],deg(f) > 0 eine Nullstelle in L;{1 hat. Setze nun L = J;°,.

(a) Behauptung 2: L ist algebraisch abgeschlossen.
Beweis (Behauptung 2). Sei f € L[X],deg(f) > 0 = f € L;[X] fiir ein ¢ = f hat eine
Nullstelle in Li+1 g L O

Nach Lemma 4.4 ist somit K = {a € L: a algebraisch iiber K} ein abgeschlossener Abschluss von K. [

Definition 4.8 (algebraischer Abschluss)

Mit K bezeichnen wir den (bis auf K-Isomorphie eindeutig bestimmten) algebraischen Abschluss

von K.
Definition 4.9 (Automorphismengruppe)

Aut(L | K) := {0 € Homg (L, L): o Isomorphismus}, die Automorphismengruppe von L | K.

» Bemerkung 4.10
Aut(L | K) ist Gruppe unter o - ¢/ = ¢’ 0 o und wirkt auf L durch z? := o(z).

Satz 4.11
Sei K C L C K ein Zwischenkérper. Jedes ¢ € Homg (L, K) lisst sich zu einem o € Aut(K | K)

fortsetzen.

Beweis. Sei K | K algebraisch abgeschlossen und K algebraisch abgeschlossen

22 existiert Fortsetzung o € Homg (K, K) von @

K algebraisch abgeschlossen = o (K) algebraisch abgeschlossen

K | K algebraisch ist => K | o(K) algebraisch (K = ¢(K)) somsit ist o € Aut(K, K). O
Definition 4.12 (konjugiert)
@, € K sind K-konjugiert <= existiert o € Aut(K, K) mit o(a) = S.

» Bemerkung 4.13

K-Konjugiertheit ist eine Aquivalenzrelation auf K.

Folgerung 4.14
@, 3 € K sind K-konjugiert < MinPol(a | K) = MinPol(8 | K).

Beweis.

« >to(a)=pmit o € Aut(K | K), f € K[X], f(a) =0 = 0=0(0) = o(f(a)) = f(o(a)) = f(B)

o <: MinPol(a | K) = MinPol(8 | K)
22 existiert K-Isomorphismus ¢ : K(a) — K(8) mit ¢(a) =
=24 existiert Fortsetzung o € Aut(K, K) von ¢. O

m Beispiel 4.15
« i,—i € Q sind Q-konjugiert: komplex Konjugation (eingeschrénkt auf Q)

e V2,—v/2 € @ sind Q-konjugiert: MinPol(y/2 |Q)=22-2= MinPol(—\/E | Q)
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5. Die transzendente Erweiterung

Sei L | K eine Korpererweiterung.
Definition 5.1 (algebraisch abhiingig)
(a) ay,...,a, € L algebraisch abhingig tiber K :& existiert
0#fe K(X1,...,Xn): flar,...,a,) =0

(b) (as)ier ist algebraisch abhéngig {iber K :& existiert J C I endlich: (a;);er algebraisch

abhéngig tiber K

m Beispiel

Betrachte die reellen Zahlen /7 und 27 + 1, beide sind transzendent iiber Q. Die Singletons
{v/7} und {27 + 1} sind algebraisch unabhingig iiber Q. Aber die Vereinigung {/7, 27 + 1} ist
nicht algebraisch unabhéngig in Q, da

Pz,y) =22 —y+1=0
ist, wenn x = /7 und y = 27 + 1 gesetzt sind.
» Bemerkung 5.2

(a) (a) ist algebraisch abhéngig iiber K < a ist algebraisch tiber K

(b) L=K(X1,...,Xn) = Quot(K([X1,...,Xn])) = Xi,...,X, sind algebraisch unabhéngig
iiber K

(¢) Sind 7, e unabhéngig iiber Q7
Falls “Ja”, ware z.B. m 4 e transzendent iiber Q

Definition 5.3 (rein transzendent)

L | K rein transzendent :< L = K (X) mit X = (a;);es algebraisch unabhéngig tiber K.

Lemma 5.4
X = (ai)ier algebraisch unabhéngig iber K = K(X) =g K(X;: i€ I) = Quot(K[X;: i € I]).

Beweis. Betrachte K-Isomorphismus

{K[Xi:IEI] = Kla; i€l
Y=
! = f(X)

(a; fir x; einsetzen.) Da X algebraisch unabhéngig iiber K, ist Ker(p) = (0)
= K(X) = Quot(K[¥]) 2k Quot(K[X; : i € I]). O

Satz 5.5
L | K rein transzendent — K = K.

Beweis. Nach Lemma 5.4 0. E. L = K(X; : 4 € I). Weiter o. E. I = {1,...,n} endlich. Sei a € L algebraisch
iiber K. Definiere f = MinPol(«a | K).

f irreduzibel in K[X] Saty f irreduzibel in K[X7, ..., X,][X]
Gauss

== [ irreduzibel K(Xi,..., Xn)[X]
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= deg(f) =1
— a€ K. O
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6. Die separable Erweiterung
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