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Teil A

1. Semester



Kapitel 1
Grundlagen der Mathematik

1. Grundbegriffe aus Logik und Mengenlehre

Mengenlehre: Universalitéit von Aussagen, Verwendung von Mengen
Logik: Regeln des Folgerns, wahre und falsche Aussagen
— hier werden einige Aspekte etwas vereinfacht, aber ausreichend genug behandelt

Definition (Aussage)
Aussage ist ein Schverhalt, dem man entweder den Warheitswert wahr (w) oder falsch (f) zuordnen

kann (und nichts anderes).
m Beispiel 1.1
e 5 ist eine Quadratzahl (Aussage) — falsch
e Die Elbe fliefst durch Dresden (Aussage) — wahr

e Mathematik ist rot (keine Aussage)

Definition (Menge)
Menge ist (nach Cantor 1877) eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen Ob-
jekten der Anschauung oder des Denkens, welche die Elemente der Menge genannt werden, zu
einem Ganzen.
m Beispiel 1.2
e M; = Menge aller Stiadte in Deutschland

L4 M2 = {17273}

Definition
e M = N, falls dieselben Elemente enthalten sind

o NCM (Teilmenge), falls n € M fiir jedes n € N
e NGM (echte Teilmenge), falls zusétzlich N # M.

o Aussageform: Sachverhalt mit Variablen, der durch geeignete Ersetzung der Variablen zur
Aussage fiihrt

m Beispiel 1.3
e A(X) = Die Elbe fliefst durch X

e BX,Y,Z)=X+Y =2
— A(Dresden) und B(2,3,4) sind Aussagen

— A(Mathematik) ist keine Aussage
— A(X) ist Aussage fiir jedes X € M,

A B|-A AANB AvB A=B A<+ B
W W | F W W W W
W F F F W F F
F W| W F W W F
F F | W F F W W
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m Beispiel 1.4
e (3 ist gerade) - wahr

o (4 ist gerade) A (4 ist Primzahl) - falsch

(3 ist gerade) V (3 ist Primzahl) - wahr

(Sonne ist heifst) = (Es gibt Primzahlen) - w

(3 ist gerade) «<— (mr€N) -w

e Ausschliefendes oder wird realisiert durch (A <= B)

Definition (Quantoren)

Neue Aussagen konnen mittels Quantoren gebildet werden:
o Vr € M : A(z) wahr genau dann wenn (gdw.) A(z) wahr fir jedes z € M
e Jx € M : A(x) wahr gdw. A(xz) wahr fiir mindestens ein @ € M

m Beispiel 1.5
e Vn € N: n ist gerade - f

e dn € N: n ist gerade - w
Definition (Tautologie, Kontraduktion)

Tautologie bzw. Kontradiktion/Widerspruch (4) ist zuséitzlich gesetzte Aussage, die unabhéngig
vom Wahrheitswert der Teilaussagen stets wahr bzw. falsch ist.

m Beispiel 1.6
o Tautologien: AV —A, ~(AAN—-A), ANB)= A

o Widerspruch: AN —-A, A <— —A

e besondere Tautologie: (A = B) <— (-B = —A)

Satz 1.7 (DE MORGAN’sche Regeln)
Folgende Aussagen sind stets Tautologien

a) "(AANB) & -AV-B
) "(AVB) & -AA-B
) "(Vx e M: A(z)) & Jxe M:-Az)
) "(Fz e M: Alx)) & Ve e M : -A(zx)

=)

-

o

d

Beweis. Ubung O

Definition
e leere Menge ()=: Menge, die kein Element enthilt

e M, N sind disjunkt, falls M N N =0

e Sei M Mengensystem, d.h. Mengen von Mengen, dann
—UpemM ={z|3IM e M:zc M}
— NyemM ={z|VM e M:z € M}

e Potenzmenge: P(XM) := {M|M € M}

e DE MORGAN’sche Regeln (fiir N' C P(M))

— Unex M) = Nyen N¢
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c
~ (Mven V)™ =Uyex N¢
e kartesisches Produkt M xN := {(m,n)lm € M und n € N}

e (my,...,my,) ist n-Tupel
e Auswahlaxiom (AC / axiom of choice)

Sei M Menge nichtleerer, paarweise disjunkter Mengen M
= es gibt immer (Auswahl-) Menge M, die mit jedem M € M genau ein Element gemein
hat.

1.1. Aufbau einer mathematischen Theorie

Axiome (als wahr angenommene Aussagen) — Beweise — Sitze (“neue” wahre Aussagen)
= ergibt Ansammlung (Menge) wahrer Aussagen

Formulierung mathematischer Aussagen:

e typische Form eines mathematischen Satzes: Wenn A gilt, dann folgt B

Vorraussetzung Behauptung

e formal: A= B
m Beispiel 1.8
e n € N ist durch 4 teilbar = n ist durch 2 teilbar

e genauer meint man sogar A A C = B, wobei C aus allen bekannten wahren Aussagen besteht
e B ist notwendig fiir A
e A ist hinreichend fiir B

Anmerkung
Aus dem Wikipedia-Artikel zu notwendiger und hinreichender Bedingung:

e notwendige Bedingung: Wenn B wahr ist, dann muss auch A wahr sein. Es kann nicht sein,
dass B wahr ist, ohne dass A wahr ist.

e Beispiel: Fiir jede Primzahl > 2 gilt: Sie ist ungerade. Also: ist die Eigenschaft “Primzahl“
notwendig fiir die Eigenschaft “ist ungerade®, denn es gibt keine Primzahl, die gerade ist.

e hinreichende Bedingung: Eine hinreichende Bedingung sorgt fiir das Eintreten des Ereignis-
ses. Wenn die Bedingung nicht notwendig, sondern nur hinreichend ist, dann gibt es andere
hinreichende Bedingungen, die zum Eintreten des Ereignisses fiihren.

e Beispiel: Cola trinken ist nicht notwendig zum {iberleben, da man auch Wasser trinken kann.
Definition (direkter Beweis, indirekter Beweis)

o direkter Beweis: (A = A1) A (A1 = A3) A... A (A, = B) wahr fir A= B

o indirekter Beweis durch Tautologie (A = B) & (=B — —A)

1.2. Relation und Funktion

Definition (Relation)
e Relation ist Teilmenge R C M X N. (z,y) € R heiflt:  und y stehen in Relation zueinander.

e Relation R C M x N heifft Ordnungsrelation (kurz Ordnung) auf M, falls Va,b,c € M:

a) (a,a) € R (reflexiv)
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b) (a,b),(b,a) € R — a = b (antisymmetrisch)
c) (a,b),(b,c) € R— (a,c) € R (transitiv)
e Ordnungsrelation R auf M heifft Totalordnung, falls Va,b € M : (a,b) € RV (b,a) € R

e Relation auf M heift Aquivalenzrelation, falls Va, b, c € M:

2) (a,) € R (reflexiv)
b) (a,b) € R = (b,a) € R (symmetrisch)
c) (a,b),(b,c) € R= (a,c) € R (transitiv)
e [a]:= {b€ M | (a,b) € R} heift Aquivalenzklasse von a € M bzgl. R

Jedes b € [a] ist ein Représentant von [a]

m Beispiel 1.9
B= {% | m,n€Z,n# 0} Menge der Briiche

man hat Aquivalenzrelation auf B mit R = (%, g) € BxB|mgq= np}
beachte: Menge der Aquivalenzklassen {[%] | ™ eB } ist die Menge der rationalen Zahlen

Anmerkung
e Mit einer Ordungsrelation kann man eigentlich unordenbare Dinge wie Funktionen (gilt 22 <
23 oder 22 > x37) ordnen.

e Eine Aquivalenzrelation ist eine Art Gleichheitszeichen, nur eben fiir mathematische Objekte,
die keine Zahen sind.

e zu Beispiel 1.9: Zwei Briiche 7* und %’ sind gleich, wenn mq = np, d.h. diese zwei Briiche

gehoren zu einer Aquivalenzklasse. So gehoren die Briiche % und % zu einer Aquivalenzklasse,
namlich zu [%], da 2-6 = 12 = 3 - 4. Alle Aquivalenzklassen, also alle nicht mehr kiirzbaren
Briiche ergeben dann die rationalen Zahlen Q.

Definition (Abbildung)
Abbildung/Funktion von M nach N, kurz: F : M — N ist Vorschrift, die jedem Argument /
Urbild m € M genau einen Wert / Bild F(m) € N zuordnet.

e D(F) := M heift Definitionsbereich / Urbildmenge

e N heifit Zielbereich

e F(M'):={n € N |n= F(m) fiir ein m € M'} ist Bild von M'C M
o F7Y(N"):={m € M | n= F(m) fiir ein N’} ist Urbild von N'C N
e R(F):= F(M) heift Wertebereich / Bildmenge

e graph(F) := {(mn,) € M x N|n = F(m)} heift Graphvon F

e F|pp ist Einschrinkung der Funktion von F auf M’ C M

e Zwei Funktionen F' und G sind gleich, wenn
— D(F) =D(G)
— F(m)=G(m) ¥Ym e D(F)

e Komposition von F': M — N und G : N — P ist Abbildung GoF' : M — P mit (GoF')(m) :=
G(F(m))

e Abbildung F': M — N heift
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— injektiv, falls eineindeutig (d.h. F(m1) = F(ms) = m; = ma)
— surjektiv, falls F(M)=N,dh.Yne NIme M : F(m) =n
— bijektiv, falls injektiv und surjektiv
e Fiir bijektive Abb. F' : M — N ist Umkehrabbildung / inverse Abbildung F~': N — M
definiert durch F~1(n) =m < F(m) =n

m Beispiel 1.10
betrachte f : R — R und f(x) = sin(x)
Zielmenge: R, aber Wertebereich [—1, 1]!

Satz 1.12
Sei F : M — N surjektiv. Dann existiert Abbildung G : N — M, sodass F o G = idy (d.h.

F(G(n)) =nVn € N)

surjektiv
Beweis. Definiere Menge I, = {m € M | F(m) = n} # . Nach Auswahlaxiom existiert Abbildung
G: N — M mit G(n) € I'y; ¥n € N = F(G(n)) =n; ¥n € N = Behauptung. O

Definition (Verkniipfung)
Eine Rechenoperation / Verkniipfung auf M ist Abb. x : M x M — M, d.h. m,n € M wird

Ergebnis m«n € M

Rechenoperation

e hat neutrales Element e € M, falls mxe =exm =mVm € M

e ist kommutativ, falls m*n =n*m
e ist assoziativ, falls k « (m*n) = (k+m)*nVk,m,n e M
e hat inverses Element m’ €¢ M zum € M, falls m*m/ =m/*sm=¢

m Beispiel 1.13
e Addition: (m,n) —: m + n Summe,

— neutrales Element heift Null / Nullelement

— Inverses Element: —m
e Multiplikation - : (m,n) —: m - n Produkt

— neutrales Element heift Eins / Einselement

— Inverses Element:m !

Definition (distributiv)
Addition und Multiplikation heiften distributiv, falls k- (m +n) =k -m+k-nVk,m,n € M

Definition (Kérper)
Menge K heifst Korper, falls auf K eine Addition und Multiplikation existiert mit

e es existieren neutrale Elemente 0 € K und 1 € K_
e Addition und Multiplikation sind distributiv

e Es gibt Inverse

Definition
Menge M habe Ordnung ,,<“, sowie Addition und Multiplikation. Ordnung ist vertréglich mit

MN—_

Addition und Multiplikation, wenn Va,b,c € M

e a<bsa+c<b+c

ea<bsa-c<b-cmitec>0
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Definition (angeordnet)
Koérper K heift angeordnet, falls mit Addition und Multiplikation vertrégliche Totalordnung exis-
tiert.

Definition (Isomorphismus)
Isomorphismus beziiglich einer Struktur ist bijektive Abbildung I : M; — Ms, die auf M7 und M,
vorhandene Struktur erhilt, z.B.

e Ordnung: a < b <= I(a) < I(b)
e Rechenoperationen: I(a xb) = I(a) x I(b)

Mengen My und My heiflen isomorph.

Anmerkung

Mit einem Isomorphismus kann man die Elemente einer Menge, z.B. ganze Zahlen, den Elementen
einer anderen Menge, z.B. den natiirlichen Zahlen, zuordnen. Konkret wiirde das dann so aussehen:
0—~0,1—1,-1—22—3, —2—4, ...

Insbesondere wenn es darum geht, ob die ganzen Zahlen abzihlbar sind, also ob ich diese mit
den natiirlichen Zahlen neu durchnummerieren kann, ist ein solcher Isomorphismus (denn dieses
“neunummerieren® ist ein Isomorphismus) notwendig. Alle Aussagen, die die Struktur betreffen,
z.B. die Kommutativitat, bleiben erhalten und miissen nicht neu bewiesen werden.

m Beispiel 1.14
M; =N, My = {gerade Zahlen} jeweils mit Addition, Multiplikation, Ordnung
= I : My — M mit I(n) = 2n ist ein Isomorphismus, denn alle geraden Zahlen werden einfach
nur neu durchgezahlt
= Isomorphismus erhilt Addtion, Ordnung und die 0, aber nicht die Multiplikation, da I(a)*I(b) =
2a * 2b = 4ab aber I(a xb) = 2(a x b) = 2ab, also I(a) * I(b) # I(a *b)

2. Bemerkungen zum Fundament der Mathematik

Forderungen an eine mathematische Theorie

e widerspruchsfrei: Satz und seine Negation sind nicht gleichzeitig herleitbar

e vollstandig: alle Aussagen innerhalb einer Theorie sind als wahr oder falsch beweisbar
2 Unvollstéandigkeitssétze

e jedes System ist nicht gleichzeitig widerspruchsfrei und vollstéandig

e in einem System kann man nicht die eigenen Widerspruchsfreiheit zeigen




Kapitel 11
Zahlenbereiche




3. Natiirliche Zahlen Kapitel II: Zahlenbereiche

3. Natiurliche Zahlen

Definition (Peano Axiome)
N sei Menge, die die PEANO-Axiome erfiillen, d.h.

P1) N sei indutkiv, d.h. es ex.

e Nullelement 0 € N und

e injektive (Nachfolger-) Abb. v: N — N mit v(n) #0Vn € N
P2) (Induktionsaxiom)

Falls N C N induktiv in N (d.h. 0,v(n) € N falls n € N)
= N =N (N ist die kleinste indutkive Menge)

Nach Mengenlehre ZF existiert eine Solche Menge der natiirliche Zahlen mit iiblichen Symbolen.

Theorem 3.1
Falls N und Nx PEANO-Axiome erfiillen, dann sind sie isomorph beziiglich Nachfolger-Abbildung
und Nullelement (Anfangselement).

Satz 3.2 (Prinzip der vollstindigen Induktion)
Sei {A,, | n € N} Aussagenmenge mit d. Eigenschaften

(IA) Ay ist wahr (Induktionsanfang)
(IS) Vn € N gilt: A, (wahr) = A,

= A, ist wahr Vn € N

Bewets. Sei N := {n € N | A, ist wahr} C N, offenbar 0 € N und v(n) € N, falls n € N = N induktiv in
P2)
N= N=N O

Lemma 3.3

Es gilt:
a) Y(NJU{0} =N
b) v(n) #nVn eN

Beweis. a) N:={neN|n=v(m) fir n € N} U{0} ist induktiv in N B N=N
b) Beweis mittels vollstindiger Induktion
(IA) v(0) # 0 nach P1)

V)
(IS) Zeige: (v(n) # n = v(v(n)) # v(n)vn € N indirekter Beweis:
Angenommen v(v(n)) = v(n) v v(n) =n Ié) 4 = (1) = b) nach Prinzip der vollst. Induktion
(vgl.Satz 3.2) O

Satz 3.4 (Rekursive Definition / Rekursion)
Sei bB Menge, b € B u. F': B x N — B Abbildung. Dann liefert die Vorschrift

f(0):
fln+1):

b,
F(f(n),n) VneN (2)
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genau eine Abbildung fiir f : N — B (d.h. solche Abbildung ist eindeutig)

Beweis. mittels vollstindiger Induktion:

IA f(0) = b eindeutig definiert

IS angenommen f(n) eindeutig definiert é; fln+1) Sate 3.2 Behauptung gilt nach Prinzip der vollstindigen

Induktion 0

Beweis (Theorem 3.1). N und N* mégen PEANO-Axiome erfiillen mit (v,0) bzw. (v*,0%). Betrachte rekursive
eindeutige definierte Abbildung: I : N — N* (Satz 3.4 B = N*, F(n",n) = v*(n")) I(0) = 0*,I(v(n)) =
v*(I(n))Vn € N I enthélt Nullelement und Nachfolgerabbildung. Falls I bijektiv, dann ist I ein Isomorphismus
und Behauptung folgt.
Zeige I surjektiv: offenbar 0* € I(N), falls n* € I(N) = 3In e N:n* = I(n) = v*(n*) = v*(I(n)) = I(v(n)) €
I(N) (Bild). Folglich ist I(N) ¢ N* induktiv in N* 22 I(N) = N*.
Zeige I injektiv: I(n) # I(m)Vn # m (*) vollstandige Induktion nach m (jeweils Vn # m)
! ’ !’ Pl)
IA) m=0:Yn #03n € N:n =v(n ) (vgl. Lemma 3.3) = I(n) = I(v(n )) =v*(I(n)) # 0" =I1(0)¥n #0
(ist gerade (¥*)))
IS) IV: Sei I(n) # I(m)Vn # m, dann fir n = 0, n = v(m) mit I(0) = 0" # v*(I(m)) = I(v(m)).

3.¢ / v inj. / ) ’
fiir n # 0, n "2 P u () £ v(m) "2 0’ # mound I(n) = I(v(n')) = v*(I(n)) # v* (I(m)) = I(v(m))
= in der Behauptung I(n) # I(v(m))¥n # v(m) =(*) mittels vollstidndiger Induktion,
d.h. I ist injektiv O
3.1. Rechenoperationen

Definition (Rechenoperation auf N)
Definiere Addition + : N x N — N auf Ndurch n+0:=n,n+v(m) :=v(n+m)¥n,m e N

Definiere Multiplikation - : N x N — N auf N durch n-0=0,n-v(m) =n-m+nV¥m,n € N

Satz 3.5
Addition und Multiplikation haben folgende Eigenschaften, d.h. Vk, m,n € N gilt:

Addition Multiplikation
a) Jneutrales Element n+0=mn n-l=n
b) kommutativ m+n=n+m m-n=mn-m
c) assoziativ (k+m)+n=k+(m+n) (k-m)-n=k-(m-n)
d) distributiv k(m+n)=k-m+k-n

Add. kommutativ

Beweis. a) n+0=nklar,n-1=nv0)=n-0+n=0+n =
b) UA
¢) assoziativ fiir Addition (vollst. Induktion nach n)
IA) n=0:k+(m+0)=k+m=(k+m)+0Vk,m eN

IV) Sei k+ (m+n)=(k+m)+nVk,m e N

IS) 1IV) = k+(m+v(n)) = k+v(m+n) = v(k+(m+n)) v v((k+m)+n) = (k+m)+v(n)Vk,m € N =
Indunktionbehauptung volluind Addition assoziativ: Beweis fiir Multiplikation analog

d) distributiv (vollst. Ind. nach k)
IA) k=00-(m+n)=km+ knVm,n € N

IS) Sei k(m+n) = km+knVm,n € N= v(k)-(m+n) DeLM- k-(m+n)+(m-+n) Y komrk-mam-n PEM
v(k) -m+v(k) -n¥Ym,n €N volldnd Behauptung O

10



3. Natiirliche Zahlen

Kapitel II: Zahlenbereiche

Folgerung 3.6
Es gilt Vk,m,n € N:

a) m#Z0=m+n#0

by mn=0&&m=0vn=0

)
c) m+k=n+k<m=n (Kirzungsregel(KR) Addition)
d) k#£0:m-k=n-k< m=n (KR Multiplikation)

Beweis. a) m#0=3necN:m=v(m)=n+m=n+v(m) Def Add. v(n+

b) “<”: folgt nach Def M.
“=" SeSt

¢) “«<” Wegen Eindeutigkeit der Addition
“=" vollst. Induktion nach k
IA) n =0 klar

IS) Behauptung gelte fiir k, sei nun m+ (k+1) = n+ (k+1) = v(n+k) "=

d) UA/SeSt (kann erst nach Satz 3.7 beweisen werden!)

3.2. Ordnung auf N

Definition (Ordnung auf N)
Betr. Relation R := {(m,n) e Nx N |m <n}

Satz 3.7
Es gilt auf N:

1) m<n = 3k €N:n=m+k, nenne n —m =: k Differenz
2) Relation R (bzw. ,<*) ist Totalordnung auf N
3) Ordnung ,,<“ ist vertriglich mit Addition und Multiplikation

/ KR ’

Beweis. 1) Sein=m+k=m+k k=k

2) n=n+0=n<n= reflexiv

m') # 0¥n € N

ij'm+k:n+k1;/>)m:n:>

d

Seik<mm<n=3,j:m=k+ln=m+j=((k+)+j=k+ (l+7) =k <n= transitiv

Seim < nn<m ™8y —mti=n+l+ T 0=10+j
antisymmetrisch

= R ist eine Ordnung auf N

Zeige R Totalordnung, d.h. Vm,n € N: m < n oder n < m (Folgerung 3.6)

vollst. Induktion nach m:
TIA) m =0: wegen n = 0+ n folgt 0 < nVn
IS) gelte Folgerung 3.6 fiir festes m und Vn € N, dann

<m+1 transiti
falls n < m msmALiransitiv ) <m+1

Folgerung 3.6
=

1 =0=n=m=

fallsm<n=3keN:n=m+(k+1)=(m+1)+k=m+1<n= Folgerung 3.6 gilt fir m+1

und Vn € N V' Folgerung 3.6

3) Seimgn:>3j:n:m—l—jg'n—&—k:m—&—j—i—k:m—i—kSn—i—kundRestanalog O
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4. Ganze und rationale Zahlen

4.1. Ganze Zahlen

Frage: Existiert eine natiirliche Zahl x mit n = n’ + z fiir ein gegebenes n und n'?
Antwort: Das geht nur falls n > n/, dann ist x = n — n’.
Ziel: Zahlbereichserweiterung, sodass die Gleichung immer losbar ist. Ordne jedem Paar (n,n') € Nx N
eine neue Zahl z als Losung zu. Gewisse Paare liefern die gleiche Losung, z.B. (6,4), (5,3) und (7,5).
Diese miissen mittels Relation identifiziert werden.

Definition (Aquivalenzrelation auf Z)

Definiere Aquivalenzrelation @ := {((n1,n}), (n2,n5)) € (N x N) x (N x N))|n; + nb =nf +na}
m Beispiel 4.1

o (5,3) ~ (6,4) ~ (7,5) baw. 5—3~6—4~7—5

e (3,6)~ (5,8 bzw.3—6~5—8

Satz 4.2
Q@ ist Aquivalenzrelation auf N x N.

Beweis. e offenbar (n,n’) € Q und (n’,n) € Q = reflexiv
o falls ((n1,n1), (n2,n3)) € Q = ((n2,nh), (n1,n1)) € Q = symmetrisch

e sei ((n1,n)), (n2,n3)) € Q und ((n2,n3), (n3,n3)) € Q = n1 + ny = nf + ne und N2 + nj = nh + nz =
n1 +ns =njy +n3 = ((n1,n}), (n3,n3)) € Q = transitiv O

Setze Z = {[(n,n’)] | n,n’ € N} Menge der ganzen Zahlen
Kurzschreibweise: m = [(m, m’)]

Satz 4.3
Sei [(n,n’)] € Z. Dann ex. eindeutige n* € N : (n*,0) € [(n,n')] falls n > n’ bzw. (0,n*) € [(n,n’)]
falls n < n'.

Beweis. e n>n' = es existiert genau ein nx € N:n =n' 4+ nx = (nx,0) ~ (n,n’)

e n < n' = es existiert genau ein nx € N: n+nx =n’' = (0,nx) ~ (n,n’) O

Frage: Was hat Z mit Z zu tun?

Antwort: Identifiziere (n,0) bzw. (n — 0) mit n € N und (0,n) bzw. (0 —n) mit Symbol —n.

= ganze Zahlen kann man eindeutig den Elementen folgender Mengen zuordnen: Z = NU {(—n) | n €
N>o}

4.2. Rechenoperationen auf Z
Definition (Addition, Multiplikation)
Addition: m 471 = [(m,n)] + [(n,n')] := [(m + n,m' + n')]

Multiplikation: 7 - @ = mn = [(m,m')] - [(n,n))] := [(mn + m/n’,mn’ + m/n)]

Satz 4.4
Addition und Multiplikation sind eindeutig definiert, d.h. unabhingig vom Représentanten bzgl.

Q.

Beweis. Sei (m1,m}) ~ (mz2,m5) und (n1,n}) ~ (n2,my) = m1 +mhH = mj + me2 und n1 +nhH = nj +ne =
mi +n1 +mb +nh = mi +nl +ma +n2 = (m1,m)) + (n1,n}) ~ (M2, mb) + (na,nb) O
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Satz 4.5 -
Fiir Addition und Multiplikation auf Z gilt Vm, 7 € Z:

1) Es ex. neutrales Element 0 := [(0,0)] (Add.), 1 :=[(1,0)] (Mult., = [(k, k)])
2) Jeweils kommutativ, assoziativ und gemeinsam distributiv

3) —n = [(n’,n)] € Z ist Inverses bzgl. Addition von [(n,n’)] =7

4) (— 1) =-7

5) m - 0Oem=0vVn=0

Beweis. 1) offenbarn+0=0+7m=nundm-1=1-"="n

2) SeSt
3) offenbar n+ (—n) = (—n)+n =0
4) —1-n=[(0,1)]-[(n,n)] = [(n',n)] = -7
5) UA O
Satz 4.6

Fiir m,7 € Z hat Gleichung m = 7 + T eindeutige Losung T = m + (—n) = [(m + n'), (m + n)).

Beweis. m=n+7 < T=(-n)+n+zT=-n+m O

4.3. Ordnung auf Z

Definition (Ordnungsrelation auf 7Z)
Betr. Relation R := {(m,7) € ZxZ|m < i}, wobeim = [(m,m’)] < [(n,n')] gdw. (m+n’ < m'+n)

Satz 4.7
R ist Totalordnung auf Z, die vertriglich ist mit Addition und Multiplikation.

Beweis. SeSt und analog O
Ordnung vertriglich mit Addition: 7 <0 <= 0=n+(—n)<-n=-1-7

Satz 4.8
Betr. Z =7 U {(—k)|k € Nx¢} mit iiblicher Addition, Multiplikation und Ordnung ,,>*.

7,7 sind isomorph bzgl. Addition, Multiplikation, Ordnung.

Beweis. betrachte Abbildung I : Z — Z mit I(k) = [(k,0)] und I(—k) = [(0, k)]
= Ubungsaufgabe O

Notation: verwende stets Z, schreibe m,n, ... statt m, n, ...

4.4. Rationale Zahlen

Frage: Existiert eine ganze Zahl mit n = n’ -z fiir n,n’ € Z, n’ # 07

Antwort: Im Allgemeinen nicht.

Ziel: Zahlbereichserweiterung analog zu N — 7Z

ordne jedem Paar (n n') € Zx Z eine neue Zahl x zu, schreibe (n,n’) auch als % oder n : n/, identifiziere

Paare wie z.B. ‘21, 3 i durch Relation

13
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Definition (Aquivalenzrelation auf Q)
Betr. Relation Q = { (L L) € (Z % Zso) X (Z x Togo)| mimly = n;nQ}
2

Setzte Q { [ }

Offenbar gilt Kiirzungsregel [ﬁ] = [:;ﬂ Vk € Zyo.

4.5. Rechenoperationen auf Q

Definition
Addition: [2] + [Z%] := [m}

m

Multiplikation: [2] - [] = [72:2]

n m’-n’

Addition und Multiplikation sind unabhéngig vom Reprisentanten bzgl. Q = Operationen auf Q)
eindeutig definiert.

Satz 4.9
Mit Addition und Multiplikation ist Q Korper mit

e neutralem Element 0 := {%] = [OZ] 1= {I—Z] = [Q] #0n#0

o Inverse Elemente — [%] = [;"] , [ﬂ,]_l - {%’}

Beweis. SeSt, UA O

4.6. Ordnung auf Q

Definition
Relation R := { ([mﬂ,] , [%]) eQx Q| mn' <m/n';m/,n' > 0} gibt Ordnung ,,<“

Satz 4.10
Q ist angeordneter Korper (,,<“) ist Totalordnung vertraglich mit Addition und Multiplikation).

Beweis. SeSt, UA O

Notation: schreibe vereinfacht nur noch 7% fiir die Zahl [ ,} € Q und verwende Symbole p,q, ... fiir
Elemente aus Q.

Gleichung p - © = g hat stets eine eindeutige Losung: z = ¢ -p~*.
Frage: N C Z (nach Definition) — Z C Q?

Antwort: Sei Zg = {* € Q|n € Z}, I : Z — ZQ mit I(n) = %
= I ist Isomorphismus beziiglich Addition, Multiplikation, Ordnung; in diesem Sinne: N C Z C Q.

Folgerung 4.11
Korper Q ist archimedisch angeordnet, d.h. Vg € QIn e N: ¢ < n.

Beweis. Sei ¢ =[] mit K" >0

en=0falsk<0=q¢=[L] <[
en=k+1lfallsk>0=q=[r]

] =

0=
+1

[57]

n
<[5 =n O

IA Te




5. Reelle Zahlen

Kapitel II: Zahlenbereiche

5. Reelle Zahlen

Struktur von archimedisch angeordneten Korpern

Satz 5.2
Sei K Korper. Dann gilt Va,b € K:

1) 0,1,(—a),b=1(b # 0) sind eindeutig bestimmt
) (<0)=0,1"' =1
) —(~a) = a, (™)L = b(b £ 0)
4) —(a+0b) = (—a) + (=b),(ab)"t =a=1b71(a,b #0)
) —a=(-1)a,(—a)(=b) =ab, a-0=0
) ab=0&a=0VvVb=0
)

7) a+x = b hat eindeutige Losung x = b+ (—a) =: b— a Differenz ax = b(a # 0) hat eindeutige

Losung z = a~'b =: g Quotient
Definition
e Vielfache: na:=3%;_,a
Damit:
— (—n)a :=n(—a),0na := ax fiir n € Nx4
— ma+na = (m+n)a,na+ nb=n(a+b)
— (ma) - (na) = (mn)a?, (—n)a = —(na)

e Potenz: a" vona € K,n € Z:=[[;_;a

Damit

—a "= (a"H", a% = 1k fiir n € N>y,a # 0

e Fakkultiit fir n € N:n!:=[[,_ k0 =1
e Binomialkoeffizient (Z):: 1<'(+lk)' eNVE,neN0<Ek<n

= (i) = () + ()

— Rechenregel fiihrt auf PAscAL’sches Dreieck

Satz 5.3 (Binomischer Satz)
In Korper K gilt: (a+b)" =Y, _o (})a"d" %, ,be K,neN

Beweis. UA

Satz 5.4
Sei K angeordneter Kérper. Dann gilt Va, b, ¢, d € K:

a) a<be0<b—oa
b) a<be<dseate<b+d
0<a<b0<c<dsa-c<b-d

_ aman — am-ﬁ-n’ (am)n — amn7anbn — (ab)n7a—n — (an)—l
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¢) a<b< —b< —a (insbes. a > 0< —a < 0)
a<bec<0&a-c>b-c

d) a# 0<% a? >0 (insbes. 1 > 0)

e) a>0&a1>0

flo<a<bebl<al

Beweis. Betrachte Ordnung vetraglich mit Addition und Multiplikation.

a) a<bea+(—a)<b(-a)=0<b—-a

transltlv

b) a<bec<d=a+c<b+d a + ¢ < b+ d Multi. analog
c)a<bsa—a—-b<b—a-b& -b<—a

a<b —c>0TvE Muma-(—l) <b-(—1):>(—1)ac<—1(bc):>—(ac)<—(bc)gac>bc
d) Seia>02 a2 >0. Seia>0$(—a)>020<(—a)2saté5'2a

- . mjt Multi - -
e) “=7 (a2 >0nach d) " E MM G )2 ="t >0
“«<”: Analog zu “=" ersetze a~ ! durch a

1 Satz 5.2

6) ab > 0 nach b) 2o< (ab)~ a b twegena<b=b"'=ava<a b b=a"" O

Definition
Absolutbetrag | - | : K — K (auf angeordneten Korper K)

o a fira>0
al .=
—a fira<0

Satz 5.5
Sei K angeordneter Kérper. Dann gilt Va,b € K:

1) |a| > 0,]a] > a

2) la| =0gdw.a=0
3) lal =~

4) laf - 1b] = |a - 0|

5) [§] = it #0)

6) Dreiecksungleichung

|la+ 0] < |a| +[b] (Ja = b] = |a+ (=b)| < |a| + [b])

7) lal = [b] < |a + 0]

8) BERNOULLI-Ungleichung
(I+a)">14n-aVa>—1,n € N(a # —1 bei n = 0)
(Gleichheit gdw. n = 0,1 oder a = 0)

Definition
Betr. f: Q — K mit f (2) := 20K = (m1,)(nlg) "' Vm € Z, k € Zyg

n-lK
Bewets. 1) klar

2) klar

3) Fallunterscheidung SeSt

4) Fallunterscheidung SeSt
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4 \b\
a=g-alal =g S =g

Satz 5.5 ‘

6) nach 1) a < |a|,b < |b| == a+ b < |a| + |b] analog —a — b < |a + |b] = Behauptung

7) la| =la+b—10| § |a +b] + 16| = |a| — |b] < |a + b analog |b| — |a| < |a + b] = Behauptung
8) fir n =0,1, a =0 klar
Zeige: (14 a)™ > 1 + na¥n < 2,a # 0 durch voll. Induktion UA O

Betrachte: f: Q — K mit f (2) := 2. = (mly)(nlg) ' Vm € Z,k € Z\ {0} =: Zyo

TL-lK

Satz 5.6
Sei K angeordneter Korper
= f:Q — K ist injektiv und f erhélt die Korperstruktur und Ordnung, d.h. Vp,q € Q:

a) flp+q) = f(p)+ f(q), £(0) = 0k, f(—p) = —f(p)
b) f(p-q) = f(p)- f(@), Q) =1k, f(p~") = f(p) "' (p #0)
c) p<qq& f(p) <k f(q)

Satz 5.5 vo. n
Beweis.  a) 0k 200 velldnd. 0r < nlpVn € N
Zyo = f auf Q definiert
b) Sei f(ﬁ) = f(ﬁ) = Mk _ nlg o (le)(n 1x) = (an)(m,lK)

Satz 5.5

ST (—n)lK = —(nlk) < 0g = nlg ;é OxVn €

'm’lK n 1
= (mn/)lK = (nm/)lK = (mn —-—m n)lK =0x % mn =mn =70 = =g / = f injektiv
) o o b n in,
C) f(ﬁ+ﬁ):f(m':nt?n):m':ntlm ni;; )::11;;+ LlK f Jf( )+f(%)
Multi., spezielle Elemente SeSt, Ordnung UA |

Folgerung 5.7
Es gilt im angeordneten Korper:

1) Qx = f(Q) ist mit Addition, Multiplikation und Ordnung von K selbst angeordneter Korper
2) Qg ist isomorph zu Q bzgl. Kérperstruktur und Ordnung.

Beweis. 1) Qkx C K und Addition und Multi. fiihren nicht aus Qx (vgl. Satz 5.6) = Qk selbst Korper mit
Ordnung von K = Behauptung

2) nach Satz 5.6 is f entsprechender Isomorphismus O

Anmerkung

Qg C K und Q sind strukturell gleich = konnen identifiziert werden.

Analog N C Zg C K, identifiziere: ng := n - 1x mit n € N bzw. n € Z — Schreibe kurz (im
angeordneten Korper K) NCZCQC K

— Vielfachheit ma = (1gka+ -+ Iga) = (g + -+ 1lg)a= (mlg) -a =mg - a

angeordneter Korper K heiftt archimedisch falls:

Voe KdIne NC K a<n

Definition
Angeordneter Korper heifst archimedisch, falls Va € KIn e NC K :a < n.

Satz 5.8
Sei K archimedisch angeordneter Kérper. Dann

1) Va,b € K mit a,b>03n eN:n-a>b
2) Vae K3[a] €Z: [a] <a < [a] + 1, [a] heifst ganzer Anteil von a
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3) Ve € K mit € > 03n € Ny : 2 < e (beachte: 0 < 1)
4) Ya,b€ K mita>13neN:a” > b
5) Va,e >03p,geQ:p<agund g—p<e
(d.h. @ € K kann auch rationale Zahlen beliebig genau approximiert werden, Q ,dicht* in K)
6) Va,be K,a<bdgeQ:a<q<h.

Beweis. 1) a>0= %€ K= 3neN:n> 2= Behauptung

2) esist N:={ne€Z|0<n}#0:
N hat kleinstes Element 7 € N (d.h. f < n¥n € N) vgl. UA
Def 7

Setze [a] :=n —1 [a] =n—1<a<n=][a] +1 falls alpha ganzer Anteil mit a < [a] = [a] < a <
—a oBdA . .
a+1=0<[a] —a < a= § == [a] eindeutig
N——
eN
3) Wihle n > 1 = Behauptung

Bernoulli-Ungl.

1
4) IneNb<n(a—1)<1l+mn(a—1) < 1+ (a—1)"=a"
5) Verwende 4) mit a:= 1,b:= 1

6) nach 3) In € Ny mit % <epi= [na] L -

n 4 = den

Definition (Intervall)
Intervall fiir angeordneten Korper K: Sei a,b € K:

e beschranktes Intervall

— [a,b] :={z € K|a < x < b} abgeschlossen
— (a,b) :={a < z < b} offen
— [a,b) :={a <z < b}, (a,b] ;= {a < x < b} halboffen

e unbeschrianktes Intervall

~ oo = {z e K |a<a}
— (a,00):={z € K|a>uz}
— (o0, b ={ze K|z <a}
— (—00,b) i ={r e K|z <b}
Definition (Folge)

Eine Folge in Menge M ist eine Abbildung o : N — M (evtl. a : N>, = M), @, := a(n) heifen
Folgenglieder, und Folgenindex.

Notation: {ay, }nen, {an}32, bzw. ag, a1, ...
kurz: {ap }n, {an}

Hinweis: {z},, ist konstante Folge, d.h. a, = aVn

Aussage gilt fiir fast alle (fa.) n € N, wenn hochstens fiir endlich viele n falsch.

Definition (Intervallschachtelung)

Folge {zy}neny =: X von abgeschlossenen Intervallen X, = [z,,2]] C K (tn,z, € K) heifit
Intervallschachtelung (im angeordneten Korper K), falls

a) X, #0und X,,11 C X,,Vn €N
b) Ve > 0 in K existiert n € N: I(X,,) :

x), — T, < &, mit [ Intervalllinge
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Lemma 5.9
Sei X = {X,, }nen Intervallschachtelung im angeordneten Korper K
= ey Xn enthdlt hochstens ein Element.

Definition

Archimedisch angeordneter Korper heifit vollsténdig, falls
telung X = {x,,} in K.

Definition

Q = {{zn},{yn}) € Ig x Ip} ist Relation auf Iy, Iy := Menge aller Intervallschachtelungen
X ={z,} €Q.

nen Xn # 0 fiir jede Intervallschach-

Satz 5.10
@ ist Aquivalenzrelation auf Ig.

Definition
setze R := {[X] | X € Iy} Menge der reellen Zahlen.

® Npen Xn # 0 — [X] ist ,neue” sog. irrationale Zahl

5.1. Rechenoperationen

Definition
Fiir Intervalle X = [z,2],Y = [y,¢'] in Q defineren wir Intervall in Q:

e X+Y ={{+nlfeXneY}=[z+y, 2 +]
e X Y :={{n|{€X neY} =iy, &'y], wobei 2,7’ € {z,2'},7,7" € {y,y'}
o X :i=[-z-2], X =[5 Lfalls0e X
Fiir relle Zahl [X] = [{zn}], [V] = [{yn}] sei
o [X]+Y = [{n+yal
o [X]- V] :=[{an-yn}l
o —[x]:=[{-zn}]
(X7 = [{21}] falls [X] # Op

Satz 5.11
1) Addition, Multiplikation und Inverse sind in R eindeutig definiert

2) R ist damit und neutralen Elementen ein Korper.

5.2. Ordnung auf R

Definition
Betr. Relation ,<“ R := {([{zn}], {vn}]) € R X R|x,, <y, Vn € N}

Satz 5.12
R ist mit ,,<“ angeordneter Korper.

Satz 5.13
R ist archimedisch angeordneter Korper.
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Theorem 5.14
R ist vollsténdiger, archimedisch angeordneter Korper.

Theorem 5.15
Sei K vollstdndiger, archimedisch angeordneter Korper
= K ist isomorph zu R bzgl. Kérperstruktur und Ordnung.

Definition
Sei M C K, K angeordneter Korper.

e s € K ist obere / untere Schranke von M, falls x < s(z > s)Va € M

M ist nach oben / unten beschrénkt, falls obere (untere ) Schranke existiert.

e M beschriankt, falls M nach oben und unten beschrankt.

e kleinste obere (grofte untere) Schranke § von M ist Supremum (Infimum) von M, d.h.
supM = § < s(infM = s > §) obere (untere) Schranken s € M.

o Falls sup M € M (inf M € M) nennt man dies auch Maximum (Minimum) von M.
kurz: maxM = sup M (minM = inf M)

e falls M nach oben (unten) unbeschrénkt, d.h. nicht beschrénkt, schreibt man auch sup M =
oo(inf M = —o0)

Man hat

sup M = min{s | s obere Schranke von M}

inf M = max{s | s untere Schranke von M}
Satz 5.17
Sei K angeordneter Korper, M C K. Falls sup M (inf M) existiert, dann
1) sup M (inf M) eindeutig
2) Ve>0JyeM:supM <y—+e (inf M >y—e)

Theorem 5.18
Sei K archimedisch angeordneter Kérper. Dann

K vollstandig < sup M/ inf M ex. VM € K, M # () nach oben /unten beschrankt

5.3. Anwendung: Wurzeln, Potenzen, Logarithmen in R

Satz 5.19 (Wurzeln)
1
Sei a € Ryg,k € Nyg = 3!z € Ryg: 2% = a, &a := a* = z heifit k-te Wurzel von a.

Definition (Potenz)
n-te Potenz von a € R+, r € R:

Zundchst 7 = 2 € Q (0BdA) n € N5g): a™ := (a™)= Allgemein fiir a > 0,a >: a” := sup{a? |
0 < ¢ <r,q € Q} offenbar eindeutig definiert und allgemeine Definition konsistent mit Definition
fiir 7+ € Q. Damit: Exponentialfunktion
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Satz 5.20
Seien a,b € Ryg,7,s € R. Dann

1) a’b’ = (ab)rv(ar)s :ars’aras :ar+s
) f.r>0:a<bsa <b"
3) fira>l:r<sea <a®

Definition (Logarithmus)
Sei a,b € Reg,a # 1: Logarithmusvon b zur Basis a ist

log b sup{r e R|a" <b} a>1
Ba? = sup{reR|a" >b} O0<a<l

Satz 5.21
Se a,b,c € Ryg,a # 1. Dann

1) log,b ist eindeutige Lésung von a® = b, d.h. a'®9:® = b
2
3

log,a =1,log,1 =0
log, b = vylog,bVy e R

)
)

4) log,(bc) = log, b+ log, ¢,log, & =log, b —log, c
)

5) log, b= 122"V € Rug,a # 1

log,, a
5.4. Machtigkeit von Mengen

Definition
M endlich, falls M endlich viele Elemente hat, sonst unendlich.

Unendliches M ist abzdhlbar, falls bijektive Abbildung f : N — M existiert, sonst ist M {iberabzéhlbar.

Satz 5.22
Es gilt:

1) Z,Q abzédhlbar

2) M abzahlbar, n € Nyg = M"™ abzéhlbar (= Z", Q™ abzihlbar)
3) Ein offenes Intervall I € R # () ist iiberabzahlbar

4) P(N) ist iiberabzihlbar.
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6. Komplexe Zahlen (kurzer Uberblick)

Frage: Hat 22 = —1 eine Losung in R?
Antwort: keine Losung = Korpererweiterung R — C
Definition (komplexe Zahlen)
betrachte Menge der komplexen Zahlen: C := R x R = R? mit Addition und Multiplikation:
o (z,2)+(y)=(@+ya +y)
o (2,2)(yy) = (zy—a'y 2y +a'y)
C ist ein Korper mit (vgl. lin Algebra):
0 = (0.0), e = (1,0), ~(.9) = (=2 ~3) and (20)" = ( o857, 25
mit imagindrer Einheit ¢ = (0,1)
z = x + 1y statt z = (x,y) mit x := Re(z) Realteil von z, y := Im(z) Imaginérteil von z

komplexe Zahl z = x 4 1y wird mit reeller Zahl x € R identifiziert
offenbar 1> = (-=1,0) = —1, d.h. z = + € C und 16st die Gleichung 22> = —1 (nicht eindeutig, auch

(—)?=-1)
Betrag | - | : C = Ry mit |z] := /22 + y? (ist Betrag/Linge des Vektors (z,y))

Satz 6.1
Es gilt:

a) Re(z) = £%,Im(z) = &2
b

) 1tz =Z1+%2,21 22 =212

c)

d) |2 = Iz

e) |21+ 22| = |21 - |22]
)

£) |21 + 22| < |z1| + |22| (Dreiecks-Ungleichung: Mikoswski-Ungleichung)

Beweis. SeSt [ ]
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Kapitel 111
Metrische Raume und Konvergenz

7. Grundlegende Ungleichungen

Satz 7.1 (geoemtrisches / arithemtisches Mittel)

Seien x1,...,x, € Ryg.

BB =F o 0 0 AF LB
n

= Yx1-To:... Ty <

geometrisches Mittel

arithmetisches Mittel

Beweis. Zeige zunichst mit vollstindiger Induktion
HwiZI:ZmiZn,mitx1=~~=mn (1)
i=1 i=1

e (IA) n=1Klar

e (IS) (1) gelte fiir n, zeige (1) fiir n 4+ 1 d.h. [[/F! = 1, falls alle #; = 1 = Behauptung. Sonst oBdA
In<17xn+1>11
mit Yn 1= TnTn+1 g]lt Ty Tn—1-Yn = 1

ST+ F Tut1 =T1F -+ Tl FYn — Yn + Tn + Tnt1
—_——
> (IV)
>t (s — 1) (1 2)
——

N——
>n >n

= (1) YneN

noowy

1
allgemein sei nun g := ([[/, z:)" = [, o=

n
Xy
= E — >n = Behauptung
=1

Aussage liber Gleichheit nach nochmaliger Durchsicht.

Satz 7.2 (allgemeine BERNOULLI-Ungleichung)
Seien o, x € R. Dann

1) 14+42)*>1+axVe>—-1,a>1
2) 1+2)*<l+4+azVz>-1,0<a<l

Bewets. 2) Seia="¢€Qc,dh.m<n

N (1 +{E)% Defi;ition n/(l +£B)m C1n—m
m(l+z)+(n—m)-1
n

IN

—ntme 1+ mx, fiir « € Q = Behauptung
n n
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7. Grundlegende Ungleichungen Kapitel III: Metrische Rdume und Konvergenz

Sei a € R angenommen (1 + z)® > 1+ ax (z # 0 sonst klar!)

2 15, $>O a < <w
Sat:I>IS8E|GQ<1 q p
r<0 a<gqg

q Satz 11.5.20
=

=>l+g<(1+2)*<(1+2) 4 = Behauptung

1) Sei 14 ax > 0, sonst klar
= ar > 12 (1—5—043:)é

1
>1+-—ax=14+=z
e

= Behauptung und Gleichheit ist Selbststudium. O

Satz 7.3 (YouNG’sche Ungleichung)
Seien p,q € R, p,q > 1 mit %—i— % =1.
=a-b< % +5Veb>0

Spezialfall: p=q¢=2:ab < # Va,b € R

Beweis.

Sei a,b > 0 (sonst klar!)

b2 b? P
() =0+ G-
Bernoulli 1.0
g(a*p—l)
_1,1 1 1
p g gqaP g
D
apapéq :ap(l_%)b:abgi—&—E O
a p q

Satz 7.4 (HOLDER’sche Ungleichung)
Sei p,g € R, p,qg > 1 mit %—l—%:l

1

:»zmms(z x|) (zw) Va,y €R
=1 =1 =1

Beweis. Faktoren rechts seien X und ) d.h.

AP = Z ‘miﬁ,yp = Z|yz|%, falls X =0
i=1 i—1

= z; = 0Vi = Behauptung, analog fiir ) =0
Seien X,Y >0

1
XY ~“paxr qYr

p
= — Z |xsyi| < P + Y = 1= Behauptung O
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7. Grundlegende Ungleichungen Kapitel III: Metrische Rdume und Konvergenz

» Bemerkung 7.5
e Ungleichung gilt auch fiir z;,y; € C (nur Betrige gehen ein)

e fiir p = g = 2 heilst Ungleichung CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung (Gleichheit gdw. 3z €
Rz; = ay; oder y; = ax; Vi)

Satz 7.6 (MINKOWSKI-Ungleichung)
SeipeR,p>1

= (Xl 4 l)” < (X loil?)? +(;|yi\p)%v:c,yeR

Satz I1.5.5
Beweis. p =1 Beh. folgt aus A-Ungleichung |z; + yi| < x| + |ys|Ve

p>1lsei o+ o =1=q= ", zi= |z +ult"'Vi
ST ="z
i=1
=l +yil - |zl
i=1

A-Ungleich - -
Tonegichung Z ‘Cﬂl Zz| + Z ‘yi Zz|
i=1 i=1

Holder

L@ (L
= (¥ +Y)st

= S <X + )Y = Behauptung O

» Bemerkung 7.7
e Ungleichung gilt auch fiir z;,y; € C

e ist A-Ungleichung fiir p-Normen
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8. Metrische Rdume Kapitel III: Metrische Rdume und Konvergenz

8. Metrische Raume

Definition (Metrik)
Sei X Menge, Abbildung d : X x X — R heiflt Metrik auf X, falls Vz,y,z € X:

a) dlz,y)=0ez=y
b) d(z,y) = d(y,z) Symmetrie
¢) d(z,z) <d(x,y) + d(y, z) Dreiecksungleichung

(X, d) heift metrischer Raum.

m Beispiel 8.2
Diskrete Metrik auf bel. Menge X ist

- {) 72

ist offenbar Metrik.

m Beispiel 8.3
Sei (X, d) metrischer Raum, ¥ € X

= (Y, d) ist metrischer Raum mit induzierte Metrik d(z,y) := d(x,y) Vz,y € X.

Definition (Norm)
Sei X Vektorraum iiber K = R bzw. K = C.

Abbildung ||.|[: X — R heift Norm auf X, falls Vz,y € X
a) ||z|| =0 gdw. z =0
b) [[A-z| = |A - |lz]| VA € K (Homogenitét)
¢) |lz + vyl < |lz| + |ly|| Dreiecksungleichung

(X, |I]) heift normierter Raum

Definition (Halbnorm)
[I.]l : X = R>g heifst Halbnorm, falls nur b) und c¢) gelten.

Folgerung 8.4
° |lz =0

o Izl =Nyl | < flz =yl

Satz 8.5
Sei (X, ||.]|) normierter Raum.
= X ist metrischer Raum mit Metrik d(z,y) := ||z — y||Vz,y € X.

m Beispiel 8.6
Man hat u.a. folgende Normen auf R":

1
p-Norm [z, := (37, |2if?)” (1 <p < o0)

Maximum-Norm |z|s := max{|z;| |[i=1,...,n}

Standardnorm im R™ : | -|:= |- |,=2 heift euklidische Norm

Definition (Skalarprodukt)
(z,y) == >, x;y; heift Skalarprodukt (inneres Produkt) von z,y € R™.
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8. Metrische Rdume Kapitel III: Metrische Rdume und Konvergenz

Offenbar ist (x,z) = |z|? Vo € R™ (ausschlieflich fiir Euklidische Norm)
Man hat |{(z,y)| < |z| - |y| Yo,y € R™ (CAUCHY-SCHWARZ’sche Ungleichung)

m Beispiel 8.7
X = C" ist Vektorraum iiber C, z = (z1,...,z,) € C", z; € C.

Analog zu 8.6 sind | - |, und | - |oc Normen auf C"
(z,y) == Y1 Tiy; Y,y € C heikt Skalarprodukt von z,y € C".
x,y € R™(C™) heiken orthogonal, falls (x,y) = 0.

m Beispiel 8.8
Sei M beliebige Menge, f : M — R.

o || fll :=sup{|f(z)| | * € M} Supremumsnorm
e B(M):={f:M —R| ||fll < oo} Menge der beschrénkten Funktionen

m Beispiel 8.9
lz]] := |z1] ist Halbnorm auf X = R", da ||(0,1)]] = 0, aber (0,1) # 0

Definition
Normen ||.||1,]|-]]2 auf X heifien dquivalent, falls o, 8 > 0: aflz|; < ||z|l2 < Bllz|1 Ve € X

m Beispiel 8.10
|Z]oo < |z|p < N |2]oo, d.h. |+ | und |- |, sind dquivalent fiir alle p > 1

1

. 1 P 1
Bewets. |z|oo = (max{|z1],...}F)?r < ( 1 |:cj\p) P =z|p < (n-max{|z1],..}")? = ¥n-|7|eo O

Folgerung 8.11
|- |p, | - |q sind dquivalent auf R™ Vp,q > 1.

Definition
e B.(a):={z € X |d(a,z) < r} heilt (offene) Kugel um a mit Radius » > 0

e B.[a] := By(a) := {z € X | d(a,z) < r} heifit (abgeschlossene) Kugel um a mit Radius 7 > 0

Hinweis: muss keine ,iibliche* Kugel sein, zum Beispiel {z € R" | d(0,z) = ||z]|cc < 1} hat die
Form eines ,jiiblichen”“ Quadrats.

o Menge M C X heifst offen, falls Vo € M 3e > 0: B.(x) C M

e Menge M C X ist abgeschlossen, falls X \ M offen

e U C X Umgebung von M, falls 3V C X offen mit M C V C U

e z € M innerer Punkt, von M, falls 3e > 0: B.(z) C M

e z € X\ M #uferer Punkt von M, falls 3¢ > 0: B.(z) C X \ M

e z € X heiftt Randpunkt, von M, wenn x weder innerer noch &duflerer Punkt

e intM := Menge aller inneren Punkte von M, heifst Inneres von M

e extM := Menge aller dukeren Punkte von M, heifit Auferes von M.
e OM := Menge der Randpunkte von M, heift Rand von M

e cli= M = int M UM heift Abschluss von M

e M C X heifst beschrinkt, falls 3a € X,r > 0: M C B,(a)

e z € X heifst Hiufungspunkt (HP) von M, falls Ve > 0 enthélt B, (z) unendlich viele Elemente
aus M

x € M heifit isolierter Punkt von M, falls  kein Haufungspunkt
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m Beispiel 8.12
1. X =R mit d(z,y) = |z — 9|

e (a,b) offen, [a,b] abgeschlossen
[a, b) halboffen, aber beschrinkt
e int(a,b) = int[a, b] = (a,b)

e ext(a,b) = ext[a,b] = (—o0,a) U (b, 00)

e J(a,b) = Jla,b] = {a,b}

e cl(a,b) = clla, b] = [a,b]

e Q weder offen noch abgeschlossen in R, intQ = ), 0Q = R

e R\{0} offen, N in R abgeschlossen und nicht beschrénkt

e [0, 3] ist Umgebung von [1,2], B,(a) ist Umgebung von a

e a ist HP von (a,b) und [a,b], wenn a < b, aber nicht von [a, a]
e alle a € R sind HP von Q

2. fur X = R mit diskreter Metrik: x € M = By s(z) = {z}
= alle M C R sind offen und abgeschlossen

Lemma 8.13
Sei (X, d) metrischer Raum. Dann

1) B,(a) offene Menge Vr > 0,a € X
2) M C X beschrinkt = Va € X 3r >0: M C B,(a)

Bewezs. 1) Sei b € By(a),e :==r —a —d(a,b) > 0, dann gilt fiir beliebige = € B.(b)

A-Ungl.
d(a,z) < d(a,b)+d(b,x)
< d(a,b) +r —d(a,b)
=r = B.(b) C B:(a) = Behauptung

2) Sei M C B,(b),a € X beliebig, r := p+ d(a,b),m € M

= d(m,a) < d(m,b) + d(b,a)
< p+db,a)=r=mée B(a) O

Satz 8.14
Sei (X, d) metrischer Raum, 7 :={U C X | U offen}. Dann

1) X,0 € 7 offen
2) N, U;CrlallsU; erfiri=1,...,n
)

3) UperUerhallst’ €7

Beweis. 1) X offen, da stets B:(z) C X, Definition “offen” wahr fiir

2) Sei X € (., Ui = 3ei > 0: Be,(x) C U;Vi,e = min{e1,...en}
= B:(z) € N}_, Ui = Behauptung

3) Seiz €Uy, U=>er zel Am 3.5 0: Bo(z) cU € Uyer U = Behauptung. O
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Hinweis: Durchschnitt beliebig vieler offener Mengen im Allgemeinen nicht offen

m Beispiel 8.15

N1+ 3) =[0.1]

Folgerung 8.16

Sei (X, d) metrischer Raum, o := {V C X | V abgeschlossen}. Dann
1) X,0 € o abgeschlossen
2) U, ViCcofallsVeo; firi=1,...,n
3) Nyey VeEofallso’ Co

Definition (Topologie)

Sei X Menge, und 7 Menge von Teilmengen von X, d.h. 7 C P(X).

7 ist Topologie und (X, 7) topologischer Raum, falls 1),2),3) aus 8.14 gelten.

Mengen U C 7 heiffen dann (per Definition) offene Mengen, folglich in metrischen Rédumen defi-
nierte offene Mengen sind ein Spezialfall einer Topologie.

beachte: 7 = {0, X'} ist stets Topologie fiir beliebige Menge X

Satz 8.17
Seien |.||1, [|-||2 &quivalente Normen in X und U C X. Dann

U offen beziiglich ||.|y < U offen bzgl. ||.|2
Beweis. Ubungsaufgabe U

Satz 8.18
Sei (X, d) metrischer Raum und M C X: Dann

1) int M, ext M offen
2) OM,cl M abgeschlossen
3) M =int M, falls M offen, M = cl M falls M abgeschlossen

Bewets. 1) Seien z € int M, d.h. innere Punkte von M = e > 0: B.(z) C M, da B:(x) offene Menge, ist
jedes y € B:(x) eine Teilemenge von int M = B.(z) C M = Behauptung (ext M analog)

2) 0X \ (int M Uext M) ist abgeschlossen, cl M = X \ ext M abgeschlossen

3) M offen: es ist stets [ M und da M offen M C int M = Behauptung = X \ M = int(X \ M) = ext M =
X \ cl M = Behauptung. (M abgeschlossen analog) |
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9. Konvergenz

Definition (konvergent)
Sei (X, d) metrischer Raum. Folge {zy }nen in X, (d.h. z,, € X ¥n) heifit konvergent, falls x € X
existiert mit

Ve > 03ng =no(e) e N:d(zy,,x) <e Yn>ng

x heiffit dann Grenzwert (auch Limes) der Folge.

Notation: x = lim , z,, —» x flir n - 00, ©,, —
n—oo

Folge heifit divergent, falls nicht konvergent.

Folgerung 9.1
Fiir Folge {z,} gilt:

x = lim z, < Jede Kugel B.(x) enthélt fast alle z,,

n—oo
m Beispiel 9.2
e konstante Folge: Sei {z,}, = {z}, € N, d.h. 2 =z,

e X =R: Folge {1} konvergent, Grenzwert 0
e X =R: lim {yz=1

n—roo

e X =R: {-1}" ist divergent

Satz 9.3 (Eindeutigkeit des Grenzwertes)
Sei (X, d) metr. Raum, {z,} Folge in X. Dann

x,x’ Grenzwert von {z,} = z =21

Beweis. Seie:= 3, d(z,2') >0=3Im eN:d(xm,z) <e, dzm,z') <e

3e =d(z,2") < d(xm,x) +d(Tm,2") <26 = 4§ = d(z,2') =0 O

Satz 9.4
Sei (X, d) metrischer Raum, {z,} konvergente Folge in X
= {x,} ist beschréinkt.

Beweis. Sei lim z, = ¢ = fir ¢ = 13no : d(zn,z) < 1 mit r = max{d(z,z.)} + 1 folgt: =, € B,(z) =

n— o0
beschréankt ]
m Beispiel 9.5
X = R mit diskreter Metrik: betrachte {x,}

angenommen lim x, = x = fiir ¢ = %Hno 1 &y € Bos(z) = {x}
n—oo

= fast alle z,, sind gleich = bei Konvergenz = {%} ist divergent = Konvergenz ist abhéangig von
Metrik

m Beispiel 9.6
X = C mit | -|. betrachte {z"} fir z € C

o 2| <1:Ve>03ng: 2" —ngl| <e= lim 2" =0

n—oo

o [z| > 1:Vr > 03ng : [2" — 0] = |2|™ > r = es gibt also kein » > 0 = {z"} ist nicht
beschrankt = divergent
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e 2 =1 offenbar lim 1" =
n—oo

e |z| =1, aber z # 1: angenommen lim :"=Z=ce=1z—1|= |z % <e=>2=[z—1|=
n—oo
[z70] |z =1 =]z" +1—Z4+Z2—2"| < |[z2"0 +1—Z|+|2— 2™ < 2 = § = {2"} divergent
m Beispiel 9.7
lim {/n =1, denn:

n—oo

T = n—1>0

n:(1+xn)">1+(g> a2

n—1
2x2

2
xn=€/ﬁ—1§\/;§6

n—1>n

m Beispiel 9.8

lim <222 =0 fiir a > 1, denn
n—oo

n € log, n
1< {n<a® =0< 2= <e

Definition (Teilfolge, Hiufungswert)
Sei {x,} beliebige Folge in X, {nj}ren Folge in N mit ngq1 > ng Vk € N. Dann heifst {z,, }ren
Teilfolge (TF) von {zp, }nen-

v € X heift Haufungswert (Hw) (auch Haufungspunkt) der Folge {x,}, falls Ve > 0 enthélt B.(y)
unendlich viele z,,.

beachte: HP der Folge muss nicht HP der Menge {z,,} sein, z.B. konstante Folge

Satz 9.9
Sei {z,} Folge im metrischen Raum (X, d). Dann

1) 2, =& = x, — z fiir jede TF {x,, }x
n—oo

2) v ist Hw der Folge {z,} < 3TF {a,, } : zn, — v
3) Teilfolgenprinzip: Jede TF {xy/} von {z,} hat TF {zy/} mit z,» — ¢ = z, =«

Beweis. 1. folgt aus Definition
2. (=) :3nk :zp, € B% (), k41 > ng = {xn, } ist TF mit z,, — =
(<) : zn, = & = B:(x) fast alle z = Behauptung
3. Ubungsaufgabe O
m Beispiel 9.10

{(=1)"} hat TF {(—1)%} und {(—1)%**1} mit Grenzwert +1 und -1 = {(—1)"} ist divergent, da
es 2 HW gibt.

Satz 9.11
Sei (X, d) metrischer Raum, M C X Teilmenge. Dann

M abgeschlossen < fiir jede konv. Folge {z,} in M gilt: lim z, € M
n— oo

Beweis. (=) :sei {zp} € M mit 2, > ¢ M = Je: B. C X\M = z,, /A 4 = Behauptung
(<) : sei X\ M nicht offen, also abgeschlossen = 3z € X\M : B.(z) "M # 0 = 3z, € Bi(x) "M = z, —
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x € M = X\M offen O

9.1. Konvergenz im normierten Raum X
Zp =z in (X, |.]]) und A, = Ain (R,]-])

Satz 9.12
Sei X normierter Raum, {x,}, {y,} in X, {\,} in K mit limz,, = z,limy,, = y. Dann

1) {x, + y,} konvergiert und lim z, +y, = lim z, £ lim y,
n—oo n—oo n— oo

2) {A\zy} konvergiert und lim A,z, = lim A, - lim z,
n— oo n— oo n— 00

3) A#0 = lim 5L = 1 (in K) fiir {{L}n55 (A #0V0 > 7)

n— oo

Beweis. 1. Ubungsaufgabe

2. {zn} beschriankt = Ir > || > 0: |rz,| <r
e>0=3no: | — A < 5, [lzn — 2| < 5=
= Az = An|| N An2n = Azn ||+ Azn Az || = [An = A-[|2n ||+ [A]-[[2n —2|| £ 5 -r+7r-5 =€ = Behauptung
3. offenbar: 3 : A # 0 fiir e > 03no : [A—An| < mn{(%) , (‘TA‘Z)} = LA S A=A € Ap = =
Behauptung O
Folgerung 9.13
Seien {A,}, {pn} Folgen in K mit A\, = A, p, = p. Dann

1) An t+ Hn = Ay Apfln — Ap
2) falls A # 0 (oBdA A, #0): ﬁf—: — %

Definition (Nullfolge)
{x,} im normierten Raum heikt Nullfolge, falls z,, — 0

Lemma 9.14
1) Im metrischen Raum X gilt:z,, —» = in X & d(z,,z) — 0in R

2) Sei 0 < ay, < BrVneN ay, B, €R, 8, =0
= a;, — 0 Sandwich-Prinzip

Bewets. 1. benutze d(zn,x) <e <= |d(zn,z) — 0| <€
2.e>0=3n:8,=|6n—08n] <e= an =|an — 0| < SBn < e = Behauptung O
Satz 9.15

Sei X normierter Raum, {z,} in X. Dann
Tp = xin X = ||z, || — ||z] in R

Beweis. 0 < | ||lza| — ||lz]| | < |lzn — 2| — 0 “"™22 °'* Behauptung 0

Satz 9.16
Seien (X, |.]]1), (X, |.||2) normierte Rdume mit dquivalenten Normen. Dann

Tn =z in (X, |.]1) © 2, — 2z in (X, ].]2)

Beweis. Es gibt a,b>0:a-||ylli < |lyll2 <b- |yl
(=):esist 0 < ||xn — |2 <b-||lzn — z|1 — 0= Behauptung
(«=): analog O
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m Beispiel 9.17
X = R" bzw. C": x,, — z beziiglich ||.|; <= =z, — x bezliglich ||.||2, somit Konvergenz in R"
bzw. C" unabhingig von Norm.

Satz 9.18 (Konvergenz in R™/C™ bzgl. Norm)
Sei {z,,} Folge mit z,, = (z,...,27") € R(C"), x = (z!,...,2") € R*(C").

no

lim z, =z in R*(C") & hm x =zjin R bzw. CVj =1,.

n—oo

Bewets. nur in R"

(=): sei z1, — x in R™ beziiglich | - |, = =, — = beziiglich | - |so. Wegen |2], — 27| < |z} — 2|oo — 0 hieraus folgt
die Behauptung

(<): sei z) — 27 = |z — |1 = |2 — 2| + ... + |2} — 2"| = 0 = x4 — z beziiglich | - | = Behauptung O

Hinweis: zukiinftig bei Konvergenz in R™ oder C" in der Regel keine Angabe der konkreten Norm.

» Bemerkung 9.19
offenbar gilt:
Zn =Ty Yy — 2z =2 +iy = (Tp,yn) — (z,y) in R? beziiglich | - | <= Re(z,)Re(z) und
Jm(z,) — Jm(z)

m Beispiel 9.20
{zx} = {(VE+1—=VE,VEk+VE—Vk)} Folgen in R?
651st0§xk—\/k+ —Vk= k++f<f_>0:>xk_>0
1

2 =Vk+Vk—Vk= /b = — 3

_ k
VE+VE+VE \/1+ﬁ+1

= lim z, = l
k—o0

m Beispiel 9.21

2k = Eﬁf —>z' denn:
Re(zn) = 14 — 0 und Jm(z,) = 25 = 1=— (0,1) =1

9.2. Konvergenz in R
Satz 9.22
Seien {xn, }, {yn}, {7} Folgen in R. Dann
1) Zpn SynVn >no,Tn = T, Y0 >y =T <Y

2) T < Yp < 2,0 > ng,x, — ¢, 2, — ¢ = Yy, — ¢ (Sandwich-Prinzip)

Bewets. 1. angenommen z >y, sei € := (z —y) >0
= 3Im: xp € Be(2),yn € B:(y)
>y <yt+e=zx—¢e <z, =4 = Behauptung

2. offenbar 0 < yp, —xn < z2n —Tn > 0= yn —xn > 0=>—¢ O

Definition (monoton)
Folge {x,} heiflt wachsend / fallend, falls gilt:

ZTn < Tpo1 (Tn > Tpy1) Y0 € N (in beiden Féllen heifst Folge monoton).

Falls stets ,,<* (,,>“) ist {x,} strikt

33



9. Konvergenz Kapitel III: Metrische Rdume und Konvergenz

Satz 9.23
Sei {z,,} in R monoton und beschrankt.

sup{z,, | n € N}, wachsend
falls monoton

n} konvergiert =
{n} konvergiert gegen x {inf{xn In €N}, fallend

Bewets. Sei {z,} monoton wachsend und beschrinkt = x = sup{z,} existiert == ¢ >0=3Im:z —ec < zp <
zn < x = Behauptung
Monoton fallend analog U

m Beispiel 9.24
Sei xpy1 = %(xn + 2

vollstandige Induktion: z,, > 0, somit {xn} rekursiv eindeutig definiert

=22 —a=%(z,+ 2V —a=1(@,—2)?>0

Tn Tn

= Ty — Tpyl = i(x%—a) >0
= {z,} ist mon. fallend, beschrankt = z,, -z € R
da zpq1 -2y =3(@24+a) =22 =102 +a) = 2*=a= lim 2, = Va
n—0o0
Fehlerabschitzung: z,.1 — /a = i(xn —Va)? < 2—\1/5(1'71 — y/a)?, so genannte quadratische

Konvergenz (schnelle Konvergenz, vgl. Newton-Verfahren), d.h. die Anzahl der signifikanten Dezi-
malstellen verdoppelt sich mit jedem Schritt!

m Beispiel 9.25
lim 25 =0

n—oo n
betrachte reelle Folge a,, := % = Apt1 = %an
= 3n : {a,} fallend (ﬁ‘i‘l < 1) =a, —a

vertz|"
n!

Sa=0-a=0=|% —0|=

n!

— 0 = Behauptung

Theorem 9.26 (BOLZANO-WEIERSTRASS)
{zn} beschriankte Folge in R = {z,} hat konvergente TF.

Beweis. es gibt yo, 90 : yo < zn < )
rekursive Definition von y,,y, € R

unendlich viele y,, € [zn“,y;] Yn+1 = Zn+1 y;+1 =y,

n+1 = % = = Folge Y., = [yn,yn] ist

sonst Yntl =Un Yn+1 = Zni1
Intervallschachtelung in R = 3y € Y, = y ist HW in {z,} = Behauptung O

m Beispiel 9.27
{zn} fiir z € C,|z| = 1,z # 1: ist divergent, aber {fe(z,)} und {Im(z,)} sind beschrinkte Folgen
in R
= 3 TF {n'} von {n} mit Re(z") — a
= 3 TF {n”} von {n} mit Jm(z" ) — S
= 2" = a + i = {z,} hat konvergente TF in C!

9.3. Oberer und Unterer Limes

Definition
Seien {z,} beschrankte Folgen in R.
H :={y e R|vist Hw von {z,}} (# 0 nach 9.26)
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limsup z,, := lim,, 002, =:sup H Limes superior von {z,}
n—oo

hnrr_1>10rgf xn =lim, ,  x,:=inf H Limes inferior von {z,}

beachte: limsup und liminf existieren stets fiir beschrinkte Folgen!

Satz 9.28
Sei {z,} beschrinkte Folge in R. Dann

1) Sei {z,y} TF mit z,; - v = liminfa, <~ <limsupz,
n—oo

n—roo

2) 4/ :=liminf 2, und 4" := lim sup z,, sind Hw von {x,,}
n—>00 n—00

(folglich)  inf H = min H, sup H = max H und
ATF {zn }, {zn}, 20 — 2 — "

3) z, > a & a=liminfx, =limsupz,
=€ n—o00

Beweis. 1. z € H Z Behauptung
2. e>0=3z € HNB:(z')

B.(z') offen = 3¢ > 0: Bs(z") C B:(x’) = unendlich viele x,, in B.(z') = Behauptung fiir lim inf

3. Ubungsaufgabe, Selbststudium

m Beispiel 9.29
{qn} € R sei Folge alle rationalen Zahlen in (0, 1)
= Menge aller HW ist H = [0, 1] = liminf g, = 0 und limsupg, =1

9.4. Uneigentliche Konvergenz

Definition (Uneigentliche Konvergenz)

—R)Vn > ng

Notation: lim z,, = +oco bzw. &, = £
n—oo

m Beispiel 9.30

n+1

1
lim mEl — 400, denn fiir R > 0 gilt: P4l nty >2>Rfirn>2R
n—o0 2

n+1 1+1

Satz 9.31 (Satz von STOLZ)

Sei {x,,}, {yn} Folgen in R, {y,} sei stren monoton wachsend, {y,} — oo

= lim %= = lim Znti”%n
n—oo Yn n—soo Yn+1—¥Yn'’

Beweis. Grenzwert rechts sei g € R, oBdA vy, > 0.

Seie >0=mno: |20 —gl <e= (9-¢) (Yn+1=Yn) < Tns1—2n < (94€) (Ynt+1—Yn)

Yn+1—"Yn

Tn

Ym Ym Ymr

g+e= lim

mlr{%oo
(*) 2,
[ Beispikel 9.32
lim 25 =0 fiir 2 € C,[2| > 1,k € N5

n—oo

Ym
Tm 9

Folge {z,} in R konvergiert uneigentlich gegen +oo(—00), falls VR > 03ng € N: z,, > R(z, <

(heifst auch bestimmt divergent) gegen oo, ,uneigentlich wird meist weggelassen.

falls rechter Grenzwert existiert (endlich oder unendlich)

(9—&)(Ym —Yno)
T —Tng < (948)(Ym —Yne) = (g—)(1—2"0) < 2m < (ge)(1—520) + 5 = g—e < liminf

INIA

O
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: % = i‘ — 0 = Behauptung

|z

k=1

k
k>1: Iglk"' = ( knl l”) — 0F = 0= Behauptung

Satz 9.33

Sei {z,,} mit 2, — 2 im normierten Raum X.
n—,oo

1 n
:>sz:1%' =z

Beweis. Es ist ||= Yz -l = %Z;;l zj—x < %Z;;l lz; — z|| =: cn
ntl e gl =S - o
=i lloy ﬂliffl l=j ==l _ HIJI 0=, 5 0= Behauptung O
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10. Vollstandigkeit

Definition (CAuUcHY-Folge)
Folge {x,} im metrischen Raum (X, d) heift Caucny-Folge (CF) (Fundamentalfolge), falls

Ve > 03dng € N:d(xn,xm) <& Vn,m > np.

Satz 10.1
Sei {z,,} Folge im metrischen Raum (X, d). Dann

1) z, — = {x,} ist CAUCHY-Folge

2) {z,} CF = {z,} ist beschrankt und hat maximal einen Hw.

Beweis. 1. Seie > 0= no:d(Tng,x) < § = d(Tng, Tm) < d(Tng,z) + d(x,zm) < € = Behauptung
2. Ing : d(Tn,Tm) < 1 = fast alle z,, € Bi(zn,) = Folge beschrankt

Sei ¢ HW: ¢ > 0 = unendlich viele z,, € B:(g) = fast alle z, € B:(g) = nur 1 HW mdoglich =
Behauptung O

Definition (Durchmesser)

Durchmesser von M C X beschrinkt, # 0, (X, d) metrischer Raum ist diamM := sup{d(z, y)|z,y €
M}

Folge {4, } von abgeschlossenen Mengen heifit Schachtelung falls A, # 0, A,+1 C A, Vn € N und

n—oo

diam A4,, — 0.

Lemma 10.2
Sei M C X beschrénkt, # 0 = diam M = diam(cl M).

Beweis. Ubungsaufgabe, Selbststudium O

Theorem 10.3
Sei (X, d) metrischer Raum. Dann: fiir jede Schachtelung A,, in X gilt:

ﬂ A, #0 < jede CF in {z,} in X ist konvergent
neN

Beweis. (=) Sei {zn} CF in X, setze A, := cl{z} | k > n} = diam 4,, — 0 und {A,} Schachtelung = Jz €
ﬂAn

Ve >0 3no:diamA,, <e=d(zn,z) <e=z, >z

(<) Sei {An} Schachtelung, wihle z,, € A, = z € An (k> n) = {zn} st CF = 2, > 2 =2 € A, =

Behauptung |
Lemma 10.4
In R gilt:
Mnen An # 0 € (hen Xn 70
V Schachtelungen {A,,} V Intervallschachtelungen {x,,}

Bewets. (=) trivial

(<) Zeige: jede CF konvergiert in R, dann folgt die Behauptung aus Theorem 10.3

Sei {zn} CF in R, M, := {z} | k > n} = X, := [inf M,,, sup M,] Intervallschachtelung in R = 3z € N X,, =
T, — x = Behauptung O
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Definition (Vollsténdigkeit)
Metrischer Raum (X, d) heifit Vollstandig, falls jede CAUCHY-Folge {z,} in X konvergiert.

Vollsténdiger, normierter Raum (X, ||.||) heifit BANACH-Raum.

Folgerung 10.5
Sei {z,} Folge im vollstindigen metrischen Raum (X, d). Dann:

{z,,} konvergent < {x,} CAauCHY-Folge

Beweis. vergleiche Definition Vollstdndigkeit und 10.1 O

Theorem 10.6
R™ und C™ mit |.|, (1 < p < o0) sind vollstdndige, normierte Réume (d.h. BANACH-R&ume).

Beweis. fiir R™: {x}} mit z = (2}, ...,z}) CF in R begziiglich | - |,, offenbar {z)} auch CF beziiglich | - |o
= {z]}x CF in R fiir jedes j = 1,...,n = {a] }x konvergiert in R Vj = {xx} konvergiert in R" = Behauptung
fiir C: Zuriickfithrung auf R? — Realteile und Imaginérteile (]
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11. Kompaktheit

Definition )
Sei (X, d) metrischer Raum, Mengensystem U C {U C X|U offen } heifit offene Uberdeckung von
M c X, falls M C Uy U-

Uberdeckung U heifit endlich, falls ¢/ endlich (d.h. U = {Uy,...,U,}).

Menge M C X heift (iiberdeckungs-)kompakt, falls jede Uberdeckung ¢ eine endliche Uberdeckung
U C U endhilt (d.h. 304, ..., U, CU mit M C U, Uy).

Menge M C X heift folgenkompakt, falls jede Folge {z,} aus M (d.h. x,, € M VM) eine konver-
gente Teilfolge {2, } mit Grenzwert in M besitzt (d.h. {x,,} hat Hw in M nach 9.9).

Warnung: existiert endliche offene Uberdeckung ¢ von M = M nicht unbedingt kompakt

Hinweis: Eine Abbildung A : I — X nennt man auch Familie mit Indexmenge I und schreibt { A,, };c;Definition
von “kompakt” in Literatur mittels Familien ist gleichwertig.

Theorem 11.1
Sei (X, d) metrischer Raum, M C X. Dann:

M kompakt < M folgenkompakt

Beweis. e (=) Sei {z,} Folge in M, angenommen {z,} hat keinen HW in M

= Je, > 0 : nur endlich viele z, € B., (z) = M kompakt = endlich viele B, (z) iiberdecken M =
nur endlich viele Glieder z, in M = aber Folge unendlich vieler Glieder = 4 = {z,} hat HW in
M = Behauptung

(<=) betrachte fiir € > 0 fest offene Uberdeckung U. := {B:(x) | x € M} von M. Angenommen, es gibt
keine endliche Uberdeckung U. C U. von M

= 3 Folge {zn} in M : 1 € M und zx11 € M\ B:(z:) = d(xr,x1) > & = {zr} hat keinen HW = M
folgenkompakt = 4

e Sei U beliebige offene Uberdeckung von M. Angenommen, es gibt keine endliche Uberdeckung U’ C U
von M (1)
nach 2.: e, = % gibt es offene Uberdeckung Ui von M mit endlich vielen e,-Kugeln (:1>) Vk dxp, € M :
By, := B¢, (x1) € Uy und es gibt keine endliche Uberdeckung U’ ¢ U von By N M (2)
éMfolgenkompaktHTka/éieM:HUGU:5@60z>00ffenz>§lé>0:Bg(i)CU:>3/<30:
d(zre, @) < 5 und § =€, < £ = V& € By, : d(x, ) < d(w,wr,) + d(Ty, &) < € = By, C Be(%) C U=

{U} C U ist endliche Uberdeckung von By, Q 4 = 1 falsch = Behauptung O

Satz 11.2
Sei (X, d) metrischer Raum, M C X. Dann

1) M folgenkompakt = M beschriankt und abgeschlossen
2) M folgenkompakt, A C M abgeschlossen = A folgenkompakt.

Beweis. 1. angenommen M unbeschrankt = 3 unbeschriankte Folge {z,} in M ohne HW = 3 keine kon-
vergente TF = § = M beschrinkt
Sei {z,} Folge in M mit z, — x = M folgenkompakt = x € M = M abgeschlossen

2. Sei {z,} Folge in A C X = M folgenkompakt = 3 TF z,, — = € M = A abgeschlossen = z € A =
Behauptung O
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Theorem 11.3 (HEINE-BORELL kompakt, BOLZANO-WEIERSTRASS folgenkompakt)

Sei X = R"™ (bzw. C™) mit beliebiger Norm, M C X. Dann

M kompakt < M abgeschlossen und beschrankt

Warnung: Theorem gilt nicht in beliebigen metrischen Raumen! Betrachte R mit diskreter Me-

trik: [0, 1] nicht folgenkomakt, da {1} keine HW hat.

Beweis. (=) Folgt aus Theorem 11.1 und 11.2
(«=) fur R™: Norm in R" ist Aquivalent zu | - |

Sei {x}} Folge in M, z), = (x},...,x}) € R = M beschrinkt = {|&,|o} beschriinkt in R = {27} beschriinkt in

R fiir j = 1,...,n = BOLZANO-WEIERSTRASS in R
= 3 TF {ap}: z}, — '
= 3 TF {zpn} : 3/ — 22, offenbar z}, — z'

= 3 TF {zp.}: mfc* -z Vj=1,..,n
= pe — = (z',...,2") in R" = M abgeschlossen = = € M = M kompakt

Folgerung 11.4
Sei {zy,} Folge in X = R"™ (bzw. C™). Dann

{z,} beschrankt = {z,} hat konvergente TF

Beweis. folgt direkt aus dem Beweis von Theorem 11.3

Satz 11.5
Je 2 Normen aus R” bzw. C™ sind dquivalent.

Bewets. zeige, dass beliebige Norm ||.|| dquivalent zu | - | ist

Sei {e1, ..., en} Standardbasis, dann fiir z = (z1,...,2,) € R", B =377, [lej]| > 0 gilt: [[z] = || 27, 25 - 5] <

2= llzsll - llesll < B - [zl (3)

Sei a := inf{||z|| | € S} mit S := {z € R" | |z|eo = 1}, angenommen, a =0 == {z}} in S : ||zx|| = 0
S beschriankt und abgeschlossen = 3 TF 2y — £ € S = ||Z]| < ||& — zi|| + |21 || < B|Z — @i oo + ||zk|| = 0=
|

2=0,da|0loc =0=4 =a>0=a"|z|e < || = Behauptung
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12. Reihen

Definition (Partialsumme)
Sei X normierter Raum. {z,} Folge im normierten Raum.
Sy 1= 22:1 T = Xo + ...+ x, heillt Partialsumme.

Folge {s,} der Partialsumme heift (unendliche)Reihe mit Gliedern .
Notation: durch Symbol "7 zx =z + ... = >4 Tk = {Sk }ken

Existiert der Grenzwert s = lim s,,, so heifit der Summe der Reihe.

n—oo
. o0
Notation: s = Y~ ) @p.

Satz 12.1 (CAucHY-Kriterium)
beweis 64 Sei X normierter Raum, {zy} Folge in X. Dann

1) >, zx konvergiert = Ve > 03ng : ||> 1o, zkl| <eVm >n > ng

2) falls  vollstandiger, normierter Raum, gilt auch < oben.

Beweis. Ubungsaufgabe, benutze ||sm — sn—1|| = || 2re,, z«| O
Folgerung 12.2
Sei X normierter Raum, {z,} Folge in X. Dann:
>k i konvergiert = x, s o)

Beweis. mit m =n u

m Beispiel 12.3
geometrische Reihe X = C, ay, := 2, 2 € C fest.

Sreo 2 = VzeCmit |z| <1377, 2" divergent, falls |2] > 1

m Beispiel 12.4
harmonische Reihe X = R, z, := + (k > 1). Reihe divergiert.

m Beispiel 12.5
— _ 1
X —R, T = )
Sn =3 —1—%—1—...:1—%—1—%—%—&—...:1—%“:konvergiert gegen 1
Derartige Reihen heiften auch Teleskopreihen: Z,Z’;O(yk — Yg+1)- Diese konvertieren genau dann,
wenn {yi} konvergiert.

m Beispiel 12.6
X =R:

i 1 [ konvergiert, fiir s > 1
— ks | divergiert,  fiir s <1

Summe heifst RIEMANN’sche Zetafunktion ((s) (fiir s > 1). Diese ist beschrankt und konvergent.

Satz 12.7
Sei X normierter Raum, {z,}, {y,} in X, A\, u € K (R oder C). Dann:

>k Tk, 2k Yk konvergent = 77 ) Azy, + pay, konvergent gegen Ay, + pw >, Yk

Beweis. benutze Rechenregeln fiir Folgen O

Definition
Reihe ), x), heift absolut konvergent, falls >, ||| konvergiert.
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Satz 12.8
Sei X vollstandiger, normierter Raum. Dann:
> i Tk absolut konvergent = )", x) konvergent

Beweis. Esist || >, @xll < >ope,, [zl (1)
= Sm =y peollzk] ist CF in R Q > oreoZk ist CF in X = Behauptung O

Satz 12.9 (Konvergenzkriterien fiir Reihen)
Sei X normierter Raum, {zx} in X, ko € N

1. Sei {x} Folge in R Majorantenkriterium

a) ||lzk|| < arVEk > ko, >, o konvergent = >, ||z || konvergent
b) 0 < oy < ||lzi|| VE > ko, Y, a divergent = >, ||| divergent.
2. Sei xp # 0Vk > kg Quotientenkriterium

a) ”ﬁ?ﬁ“ <q<1Vk>ko = > |lzk| konvergiert

b) Hﬁ?ﬁu Vk > ko = Y, ||zl divergiert.

3. Wurzelkriterium
a) Vel < q<1Vk>ky = >, ||xk| konvergiert
b) /lzkll > 1Vk > ko = > ||ok]| divergent.

Bewets. 1. sn = > p_, llax|| monoton wachsend

a) {sn} beschrinkt = konvergent

)
b) {sn} unbeschrinkt = divergent
)

’nL

2. a) |zl < @Pllar—zll < ... < ¢"llaall = a, da 3L ak = [|lzk |l 3272, ¢ konvergent

Folgerung 12.2

b) st [lzk || # 0

3. analog zu 2., verwende ||zx| < ¢” O

Behauptung

m Beispiel 12.10
Exponentialreihe exp z := >~ 5 * absolut konvergent Vz € C.

e:= exp(1) EULER’sche Zahl

m Beispiel 12.11
Potenzreihe: Y72 a(z — 20)F fiir z € C,ax € C, 29 € C.

Sei

limsup ¢/|ax|, falls existiert 1 1 1

={ n—oo R:=— (mit0=—,- =00)

00, sonst L 00 0
|z — 29| < R: absolute Konvergenz,
|z — zo| > R: Divergenz,
|z — z0] = R: i.A. keine Aussage moglich.
Br(zo) heifst Konvergenzkreis, R Konvergenzradius

m Beispiel 12.12

p-adische Briiche. Sei p € N>o: betrachte 0, z1z023 ... 1= > po | 2-p F fiir oy € {0,1,...,p—1}Vk €

N.
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Satz 12.13 (LEIBNITZ-Kriterium fiir alternierende Reihen in R)
Sei {z,,} monoton fallende Nullfolge in R. Dann:
alternierende Reihe Y37 (—1)¥2), = 29 — 21 + 22 — ... ist konvergent.

m Beispiel 12.14
Alternierende harmonische Reihe Y77 (=1)¥ - £ =1—1 + 1 — 2 + __ist konvergent
man kann zeigen, dass > p- (—=1)F - 1 =1In2

Frage: Ist die Summationsreihenfolge bei Reihen wichtig?

Antwort: im Allgemeinen nicht.

Definition (Umordnung)
Sei 8 : N — N bijektive Abbildung: Y7 x5k heift Umordnung der Reihe Y, zy.

Satz 12.15
Sei X normierter Raum. Dann:
> rheo Tk = x absolut konvergent = >, coxg(y) absolut konvergent fiir jede Umordnung.

Beweis. wegen Konvergenz der Partialsummen: Ve > 03no : 377 okl < e
da b: N — N bijektiv In1 : {0,1,...,n0} C {b(0),...,b(n1)} = [ 3720 Tk — Dopto Ton || < 2ot k]l < e =

m [eS) _
D ko To(k) = Do Th =T
wegen > o lzpy || < X opep |kl = Umordnung ist absolut konvergent O

Hinweis: Satz 77 ist falsch, falls Y77 @) nicht absolut konvergent

Satz 12.16
Sei >3~ =x konvergierende Reihe in R, die nicht absolut konvergent ist. Dann:
Vs € RU {£oo} existiert 8 : N — N bijektiv mit s = Y27 zg,

Beweis. fiir s € R: Seien z;7 und z}, positive bzw. negative Glieder = Reihe konvergent = > 72 =400
summiere nun in folgender Reihenfolge: z + 23 + ... + z;} (Summe erstmals > s) +x,, + @, 5... (Summe
erstmals < s) = Partialsummen schwanken um s = wegen xr — 0 konvergiert umgeordnete Reihe gegen s [

Satz 12.17 (CAUcHY-Produkt)
Sei X normierter Raum iiber K, >, x; und ; A; absolut konvergent in X bzw. K. 8: NxN — N
bijektiv, Yﬂ(i,j) = )\l$1 Vl,] eN

= > 20 Y1 = 30720 Ai X252 @, wobei linke Reihe absolut konvergiert in X.
Spezialfall:  £(i,7) = W + 4 liefert

k
D k0 2otm0 MTh—1 = Doi2g A Z;io &

Beweis. Sei m(k,1) = max{k,1} =m und b(k,l) = m(k, 1) + m(k, 1)+ k—l=n

= m(b —1,n) = oo fiir n — oo

= (1000w = 30 M- G | < - S Il Pl - 7 2l < Xl 47+ [Am| = 0 (3)
Z;io |)‘1| < )‘~

2o llzsll < g

da 377" A= A0 x; = a folgt D gy = A fiir I = b(i,7) mit |||, ||, |z;] links in (3) folgt absolute
Konvergenz von >y = Behauptung fiir beliebige b folgt mit 7?7 O
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m Beispiel 12.18
exp(z1 + 22) = exp(z1) - exp(z2), denn

m

k l m_  n—
exp(21) - exp(22) = 3320 2 - Lo T = Lonco Lm0 by = Erweiterung mit 2 gibt (1) =
Snto B = exp(en + 22)

Satz 12.19 (Doppelreihenproposition)
Sei {x, }x,1en Doppelfolge im BANACH-Raum X und mégen > ;% [lzk|| =: i VEk und >0 o 25 =:
« existieren.

=3 oo o r) = Yoo (O reo k1), wobei alle Reihen absolut konvergent sind.

Beweis. e als Konvergenz der Reihen: links klar nach Vorraussetzungen

Maj.-Krit. Add.
il < ax VST T, 00wk = by absolut konvergent Y [lbu]| = X1 | o0 il < g g lamll <
D oreo oreo Izl < 3ope g ar = a = >°,2, by ist absolut konvergent = Reihen rechts sind absolut konver-
gent

e Seinun € > 0 = Ing : Z;ﬁ'inﬂ ar < %,Z;’inﬂ o] < 5 = 112000 (Z;’io xkl) — > o g Tre|| =
§—Sn S Z:o:n+1 ax + Zloin+1 Hbl” <e
= Sp —> s, analog sp, — > 0> ro Tkl =: § = s = § = Behauptung O
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Kapitel IV
Funktionen und Stetigkeit

13. Funktionen

Definition
f : R — R monotonfalled /wachsend, falls z < y,z,y € M = f(z) < f(y) bzw. f(z) > f(y)

Falls rechts stets < bzw. >, sagt man auch streng monoton.

Satz 13.1
Sei f: R — R streng monoton fallend / wachsend.
= inverse Funktion f~! : R — M existiert und ist streng monoton wachsend / fallend.

m Beispiel 13.2
Allgemeine Potenzfunktion in R:
f:Rsg— Rmit f(z) =2a" fir r € R fest.

e r > 0: Satz 5.20 = f streng monoton wachsend
1

T

o r<0:z" = = f streng monoton fallend

Satg 1 f~1 existiert fiir 7 # 0 auf (0, 00), wegen y = (r+)" ist f~1(y) =y

1
r

m Beispiel 13.3
Allgemeine Exponentialfunktion in R:
f:R—= R mit f(z) =a® fiir a € Ry fest.

5.20 = streng monoton wachsend fiir @ > 1 bzw. fallend fiir a < 1 (benutze 1 > 1)
Sag 1 [~ existiert auf (0, 00) fiir @ # 1. Wegen y = a'°®« ¥ (5.21) ist f~!(y) = log, v

m Beispiel 13.4
Polynom in C:
Abbidlung f : C — C heiflt Polynom, falls f(z) = an,2™ + ... 4+ a1z + ao fiir ag, .. .,a, € C fest.

o gradf =n falls a, #0
e f ist Nullpolynom, falls f(z) =0Vz € C
Notation: f =0

(Menge der Polynome in C ist ein Vektorraum iiber C)

Satz 13.5
Seien f, g Polynome mit f(z) = > )_,arz®, g(z) = 31, axz". Dann:

1) f,9#0, grad f > grad g
= existieren eindeutig bestimmte Polynome ¢, mit f = q- g+, wobei r # 0 oder gradr <

grad g
2) zp € C Nullstelle von f # 0 < f(2) = (2—20)q(2) fiir ein Plynom ¢ # 0 mit grad ¢ = grad f—1
3) f hat hochstens grad f Nullstellen falls f # 0
4) f(z) = g(z;) fir n + 1 paarweise verschiedene Punkte zo, ..., 2, € C,n = grad f > grad g
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13. Funktionen Kapitel IV: Funktionen und Stetigkeit

= f(2) =g(2)Vz € C (d.hz. ar = by Vk)

Definition
Abbildung f : X — Y,Y metrischer Raum heift beschréinkt auf M C X , falls Menge f(M)
beschrankt in Y ist, sonst unbeschrankt.

Definition
f: X =Y heifst konstante Funktion, falls f(z) = aVax € X und a € Y fest.

Definition
M C X, X normierter Raum heift konvex, falls z,y € M = tz + (1 —t)y € MVt € (0,1)

f:D C X — R heifit striktkonvex, falls f(tz+ (1 —1t)y) < tf(z)+(1—1t)f(y)Vx,y € D,t € (0,1)
(<)

f heifst konkav (bzw. strikt), falls —f (strikt) konvex.

Lineare Funktionen

Definition
Seien X,Y normierte Rdume iiber K.
f+ X — Y heifit linear, falls

o f additiv, d.h. f(a+b) = f(a) + f(b) Va,b € X und

e f homogen, d.h. f(Aa) = Af(a)Va e X, e K
f+ X =Y heifit affinlinear, falls f + fy linear fiir eine konstante Funktion f
Offenbar f linear = f(0) =0

Definition
Lineare Abbildung f : X — Y heifft beschrinkt, falls f beschréankt auf B;(0), d.h.

3 konstante ¢ > 0 : || f(z)|| < cVr:|z]| <1 (1)

Wegen || f (ﬁ) = ﬁ”f(@” ist (1) Aquivalent zu

1f ()]l = sup{[lf (z)[[|x € B1(0)} (1)

Satz 13.9
Seien X,Y normierte Rdume {iber K, dann:
L(X,Y) := {f : X — Y| f linear und beschrinkt} ist normierter Raum iiber K mit ||f| =

sup{[|f(z)[l|z € B.(0)}

Exponentialfunktion

Definition R
exp : C — C mit exp(z) = Yo 47

Satz 13.10
Sei {2,} Folge in C mit z, — 2. Dann: lim (1+ 22)" = exp(2)

n—0o0

Lemma 13.11

Sei z, = 0in C = lim 221 —
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13. Funktionen Kapitel IV: Funktionen und Stetigkeit

Sei f:C— C mit f(z1 + 22) = f(21) - f(22) V21,22 € C und lim ns =ye€eCVvVzeC
n— oo =
= f(z) =exp(yz)Vz € C
Folgerung 13.13
Funktion exp ist durch obiges Lemma und Satz eindeutig definiert.
Satz 13.14
Es gilt: e = exp(z) Vo € R
Definiert (1) in C: e* := exp(z)Vz € C (als Potenz nicht erklért)
Definition
natiirlicher Logarithmus: Inz = log, Vo € Ry
Trigonometrische Funktion:
. 61‘2—6712 oo 22k+1 23 Z5
o sinz:= ¢ :Zkzo(fl)km:zfjerJr...VzE(C

ZZk: 2 4

° cosz:z%zzg;o(—l)k(%)! =1-Z+5+...VzeC

Satz 13.15
Es gilt:

1) EULER’sche Formel: e* = cos z + i sin 2

2) sin? z + cos? 2 = 1Vz € C (beachte: > |sin z| < 1, | cos z| < 1, sin, cos unbeschrénkt auf C)
3) sin(—z) = —sin z, cos z = cos(—z)
4) (Additionstheoreme)

e sin(z + w) = sinz cosw + sinw cos z Vz,w € C
e cos(z+w) =coszcosw — sinzsinw Vz,w € C

5) sin(2z) = 2sin z cos 2, cos(2z) = cos? z — sin® 2Vz € C

6) sinz — sinw = 2 cos £5% — sin Y
COSZ — COSW = 72Sin'22i2 sin 5%

Satz 13.16
Es gilt Vz e R :
|e”‘ = 1,sinz = Jme'®, cos = Ree'® (insbesondere sin z,cos x € R), somit e = cosz + isinx

Lemma 13.17
Es gilt in R:

1) cos streng fallend auf [0, 2]

2) cos2 < 0 und sinz > 0Vaz € (0, 2]

3) ¢(z) = p(1) Vx € [0,2] und 45 < (z) < 90 (d.h. ¢(z) proportional zu x)
)

4 =0 fiir 7 := 28 (=3,1415...), % einzige Nulsltelle in [0, 2]

€08 o(1)

jus
2

47
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Satz 13.19
Fir alle z € C, k € Z gilt:

1) e*T2km = ¢# d.h. Periode 2mi
sin(z + 2k7) = sin z (d.h. Periode 27)
cos(z + 2km) = cos z (d.h. Periode 27)

2) ez-‘ri’f/z _ iez7 ez-l—iﬂ' — _¢?
3) sin(z + m) = —sinz,cos(z + ) = —cos z
sin(z+ %) =cosz,cos(z+3) =—sinz
Satz 13.20
Auf C gilt:

e =1 z2=2knmi, keZ
esinz=0<% z=km, keZ

ecosz=0& z=kn+35, ke’

sin / cos in R

us s s us
z ‘ 0§ I 3 3
: 1 V2 V3
sinx | 0 3 5 5 1
. V3 V21
cosx | 1 5 5 5 0
Definition

sin [fg, g} — [—1, 1] streng monoton und surjektiv,
cos|0, m] — [—1, 1] streng monoton und surjektiv
= Umkehrfunktion existiert: Arcussinus, Arcuscosinus:

e arcsin := sin” ! : -1,1] — [_g’ g]

e arccos :=cos ! : [—1,1] = [0, 7]

Tangens und Cotangents

Definition
tan zz 1= S22 V2 € C\ {5 + kn| k € Z}

COSs z

cot z 1= 2=Vz € C\ {kr|k € Z}

Offenbar tan(z +m) = sin(z + m) = TMF  tan
cos(z+m) —cosz vz € C, d.h. Periode 7

cot(z + ) = cot(z)

Tangens auf R

Definition
0<z <mp <7)2 = tanx1:%<%:tanxg
= tan(—z) = — tan(z) = streng wachsend auf (%, 3)

= arctan = tan"! : R — (fg, g) existiert.
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Satz 13.21
Es gilt:

1) Re(ezp) = C\ {0}
2) (Polarkoordinaten auf C)

Fiir z € C\ {0} existiert eindeutiges v € [0,27]mitz = |z|e?” = |z|(cosy + isiny) (auch
[=m, 7))

3) (Wurzeln)
Fir Z = |z|e" € C\ {0},n > 2 gilt:
wh=2 & weE { C/Eei§+%77 = wilk=1,... ,n} (Losungen bilden ein regelméfiges N-Eck
auf dem Kreis mit dem Radius {/]z|)

Logarithmen in C

(sog. Hauptzweig)

Definition

exp ({z € C|Imz < 7}) = C\ (00, 0] ist bijektiv

= Umkehrabbildung In : C\ (—oo0,0] gilt: e 1+ = |z]e? = 2
= Inz =In|z| +iyVz = |z]e? € C\ (—00,0)

= In z stimmt auf Rs ¢ mit rellen In iiberein.

Hyperbolische Funktionen

Definition - -
e sinh(z) = <=F— =372 Grrmr V2 € C (Sinus Hyperbolicus)

e cosh(z) = €= =" % Vz € C (Cosinus Hyperbolicus)

e tanh(z) = Z;I;}ﬁ%z% Vz € C\ {5 +kn|k € Z} (Tangens Hyperbolicus)

e coth(z) = Z?jﬁ((j)) Vz € C\ {kr|k € Z} (Cotangens Hyperbolicus)

Satz 13.22
Es gilt Vz,w € C

1) sinh = —isin(z),cos(z) = cosh(iz),sinh(—z) = —sinh(z), cosh(—z) = cosh(z) (gibt auch
Nullstellen vom sinh / cosh)

2) sinh, cosh haben Periode 274, tanh, coth haben Periode i
3) cosh®z —sin?z =1

4) sinh(z + w) = sinh z cosh w + sinh w cosh z
cosh(z + w) = cosh z cosh w + sinh z sin w

Definition
Sei fr,X =Y, Y metrischer Raum (X beliebige Menge), n € N. {f,, }nen heift Funktionenfolge.

Funktionenfolge {f,} konvergiert punktweise gegen f : X — Y auf M C X, falls f,(z) =3
flx)Ve e M
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Funktionenfolge { f,} konvergiert gleichméflig gegen f: X — Y auf M C X, falls

Ve >03ng € N:d(fn(z), f(x)) <e Yn>noVereM
Notation: f,(x) n_zimo f(x) bzw. f, "% ¢ gleichmifig auf M.

Lemma 13.23
fn — [ gleichméfig auf M = f,(z) — f(z) Ve € M (d.h. punktweise auf M)

Satz 13.24
Seien f,, f € B(X,Y). Dann (X metrischer Raum):

fn — f gleichmifig auf X < f, — f in (B(X,Y),|.]l100)
Definition
Sei f,.: X =Y, Y normierter Raum (X beliebige Menge), n € N: > . f,, heifit Funktionenreihe

Reihe ), f, heift punktweise (gleichmékig) konvergent gegen f : X — Y auf M C X, falls dies
fiir die zugehorige Folge (Partialsumme!) {s,} gilt.

Satz 13.25

Sei Y peak(z — z0)* Potenzreihe in C mit Konvergenzradius R € (0,00] und sei M C Bg(20)
kompakt

= Potenzreihe konvergiert gleichméfig auf M.
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14. Stetigkeit

Definition
Sei stets f : D € X — Y, X,Y metrischer Raum, D = D(f) # 0,y0 € Y heiRt Grenzwert der
Funktion f im Punkt zq € D, falls gilt:

{zy} Folge in D mit x,, = zo = f(xn) = Yo

Notaton: lim = yo, f(x) = 5o
Tr—rTo

» Bemerkung 14.2
Falls 29 € D isolierter Punkt von D, d.h. kein HP von D, dann ist stets lim f(z) = f(zo).

T—rXTo

Satz 14.3 (e-Kriterium)
Sei f: D C X —Y, 29 €D. Dann

lim f(z)=yo & Ve >030>0: f(Bs(zo) N D) C Be(yo)

r—xo

Satz 14.4 (Rechenregeln) .
1) Sei Y normierter Raum iiber R, f,g : D ¢ X — Y,A : D — K,zy € D, f(z) =%

Yy, 9() gy 7, A(x) 2% o, Dann:

o (f+9)(x) X y+y

Tr—xT0

(
e (A f)x) —a-y
e (1) (@) e L falls a # 0

2)Sei f:DCcX —Y,g: DCY — Z,Re(f) C D, X,Y, Z metrische Réume, = € D, f(z) ey
y, 9(y) =% 2. Dann:
9(f(z)) 5 %

Definition

Fir f: D C X — Y mit X = R definieren wir einen einseitiger Grenzwert yo € Y heifit linksseitig
bzw. rechtsseitig von f im HP xq von DN (—00,z¢) bzw. DN (zg, ), falls gilt: z,, € DN (—o0,xq)
bzw. 2, € D N (x0,00) mit x, = o = f(zn) = Yo

Notation: liTm f@)=yo=: fzg) flx) zTzg Yo

TTxo

lim f(z) = yo = f(z0) flz) =28 o

zlxo

» Bemerkung 14.5
Satz 14.4 gilt sinngeméfs auch fiir einseitige Grenzwerte.

Fir f: D C X — Y mit X =R bzw. Y = R heifft der Grenzwert uneigentlich:

r—+o0

indem wir einen Grenzwert definiert als zg = +00 bzw. yg = £0o wihlen und bestimmte divergenzte
Folgen x,, — o0 mit =, € D) bzw. f(z,) — oo betrachten.

Landau-Symbole

(Vgl. von ,Konvergenzgeschwindigkeiten®)
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Definition o
Sei f: D C X — Y, X metrischer Raum, Y normierter Raum, g : D C X - R, zg € D.

e f(x) ist ,klein o von g(z) fir  — x, falls

i @I _
=0 g(x)

T#x)

Notation: f(z) = o(g(x)) (meist x # xg im ,lim“ weggelassen)

o f(x) ist ,grof O“ von g(x) fiir  — xq, falls

L/ @)
l9()]

Notation: f(z) = O(g(x)) fir x — xo

36 >0,¢>0: <c¢ Vz € (Bs(xg) \{zo})ND

Relativtopologie

Definition
Sei (X, d) metrischer Raum, fiir D C X ist (D, d) ein metrischer Raum mit der induzierten Metrik.

e M C D heift offen bzw. abgeschlossen relativ zu D, falls M offen bzw. abgeschlossen im
metrischen Raum (D, d).

e M C D heifst Umgebung von x € D relativ zu D, falls M Umgebung von x im metrischen
Raum (D, d).

Definition
Sei f: D C X — Y metrischer Raum, D = D(f), Fkt. f heift folgenstetig im Punkt zy € D, falls

f(zn) = f(xo)V Folgen x,, — xo in D

Definition
Funktion f heifit stetig im Punkt xq € D, falls V Umgebungen V von f(z¢)3 Umgebung U von
xoin D: f(U)CV.

Interpretation: Input / Output Steuerung besteht Forderung, dass beliebig kleine Output-
Toleranzen ¢ stets durch hinreichend kleine Input-Toleranzen § erreicht werden
kénnen.

Satz 14.11
Sei f: D C X — Y, X,Y metrischer Raum, zg € D. Dann:

f stetig in xy < fed-Stetig in zg < f folgenstetig in xq
Definition

Funktion f heifst stetig (folgen- / ed-stetig) auf M C D, falls f stetig (folgen-/ed-stetig) in jedem
Punkt x¢g € M.

Satz 14.13

Sei f: D C X — Y, X,Y metrische Raume, dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1) f stetig auf D
2) f~1(V) offen in D VV C Y offen
3) f~1(A) abgeschlossen in D VA C Y abgeschlossen
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Satz 14.14 (Rechenregeln)
1) Sei Y normierter Raum iiber K, f,g: D C X - Y,A\: D = U, f,g,,y stetig in 29 € D
= f+g, A f stetig in xg, % stetig in zq falls A(zg) # 0

2) Sei f: DCX = Yy: D CY — Z,X,Y,Z metrischer Raum, f stetig in zo, ¢ stetig in
f(l’o) eD
= go f stetig in zq

m Beispiel 14.18 (DIRICHLET-Funktion)
f R — R mit

in keinem z( € R stetig.

Satz 14.19
Sei fn,f: D CX — X, f, stetig in g € D, Vn € N, f,, — f gleichmafig
= f stetig in xg

Folgerung 14.20
Falls alle f,, stetig auf M C D und f, — f gleichméafig auf M
= [ stetig auf M.

Satz 14.21
Sei f(2) := > pear(z — 20)¥ Vz € B,(29), R € (0, 0] Konvergrenzkreis, aj, € ZVk € N
= f: By(20) = C stetig auf Br(z0)

Definition
Bijektive Abbildung f : D € X — R C Y, X,Y metrische Rdume, D = D(f), R = R(f) heifst
Homdomorphismus, falls f und f~! stetig.

Mengen D und R heiffen homéomorph zueinander, falls es einen Homéomorphismus f : D — R
mit D =D(f), R =R(f) gibt.

beachte: Homdomorphismus bildet offene (abgeschlossene) Mengen auf offene (abgeschlossene)
Mengen ab.

m Beispiel 14.25

stereographische Projektion

X =R X = {(z0,...,zan+1) € R"" |2, 1 =0}, N = (0,...,0,1) (Nordpol), S,, = {z €
R+ | |z| = 1} n-dimensionale Einheitsspiire.

Betrachte o : R"™ \ {N} — R"*! mit o(z) = Nﬁ(w — N) stetig. o ist Homéomorphismus

mit o (y) = N — %5 (Y = N)

Satz 14.26
Sei f: D C R — R streng monoton und stetig, D Intervall
= f~! existiert und ist stetig auf R(f).

Satz 14.28
Sei f : X — Y linear, X, Y normierte Rdume, X = D(f). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

53



14. Stetigkeit Kapitel IV: Funktionen und Stetigkeit

1) f stetig in zg
2) f ist stetig auf X
3) f ist beschrénkt

Definition
Funktion f: D C X — Y, X, Y metrische Rdume, heifst gleichmifig stetig auf M C D, falls

Ve >030 >0:d(f(x), f(Z)) <e Va,z€ M mit d(z,z) <9,

d.h. f ist ed-stetig in jedem & € M und § > 0 kann unabhéngig von = € M gewihlt werden.

Satz 14.29
Sei f: D C X — Y, X,Y metrischer Raum, f stetig auf kompakten M C D
= [ gleichméafig stetig auf M

Definition
Funktion f : D C X — Y, X,Y metrischer Raum, heifft LipscHITZ-stetig auf M C D, falls
LipscHITZ-Konstante L > 0 existiert mit

d(f(x), f(¥)) < Ld(z, ) (L)

Spezialfall: X,Y normierte Rdume, dann hat L die Form

[f(2) = f@| < Ll =2l Vo, 2 € M (L)

Interpretation: fir X =Y = R fixiere &
e Graph von f liegt im schraffierten Kegel

e muss V& € M gelten mit gleichem L

Satz 14.30
Sei f: D C X — Y LIPSCHITZ-stetig auf M, X, Y metrische Rdume
= [ gleichmiRig stetig auf M (und damit auch stetig)

Definition (Fortsetzung, Einschrinkung)

Funktion f : D(f) — Y heift Fortsetzung (bzw. Einschrinkung) von fD(f) — Y auf D(f) falls
D C D(f) (bzw. D(f) € D(f)) und f(z) = f(z)Vz € D (bzw. Vo € D(f). Fiir eine eingeschriinkte
Funktion f auf D(f), schreibe f = fo)-

Satz 14.33
Sei f: D C X — Y gleichméfig stetig auf D, wobei X, Y sind metrische Rdume , Y ist vollstédndig

= es existiert eindeutige stetige Fortsetzung f von f auf D und f ist auf gleichméRige stetige auf
D.

» Bemerkung
Falls zg kein Haufungspukt von D ist, so kann man stets stetig auf D U {zo} fortsetzen (aber nicht
eindeutig).

Folgerung 14.40
Sei f: D C X =Y linear, stetig, Y vollstindig = es existiert eindeutig stetige Fortsetzung von f
auf D.
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15. Anwendung Kapitel IV: Funktionen und Stetigkeit

15. Anwendung

Sei stets f: D C X — Y, X,Y metrische Raume, D = D(f).

Satz 15.1
Sei f: D CY — Y stetig, M C D kompakt = f(M) ist kompakt.

Satz 15.2
Sei f; D C X — Y stetig, injektiv, D kompakt = f~!: f(D) — D ist stetig.

Theorem 15.3 (Weierstraf)
Sei f: D C X — Y stetig, X metrischer Raum, M C D kompakt, M # ()

f(@min) = min {f(z) [ z € M} = min f(z),
= mein;xmaw : melt (1)
f(@mas) = max{f(z) |z € M} = max f(z)

» Bemerkung 15.4
Theorem 15.3 ist wichtiger Satz fiir Existenz von Optimallosungen (stetige Funktion beseitzt auf
kompakter Menge eine Minimum und Maximum). Folglich sind stetige Funktionen auf kompakten
Mengen.

Satz 15.5

Sei f:R™ — Y linear, Y normierter Raum = f ist stetig auf R™.

Hinweis: Etwas allgemeiner hat man sogar f : X — Y linear, X,Y normierte Radume, dim X <
oo = f ist stetig. (Ist i.a nicht richtig fiir dim X = oo.)

Definition (Kurve)

Eine stetige Abbildung f : I € X — Y, wobei I Intervall und Y metrischer Raum ist heift
Kurve in Y (gelegentlich wird auch Mange f(I) als Kurve und f also zugehorige Parametrisierung
bezeichnet).

Menge M C X, wobei X ist metrische Raum, heifit bogenzusammenhéngend (bogenweise zusam-
menhéngend) falls Va,b € M 3 Kurve f : [a,b] = M mit f(a) =a, f(8) =b.

Bemerkung: Eigentlich ist das die Definition fiir Wegzusammenhéngend, leider ist das in der Lite-
ratur nicht eindeutig und manchmal wird zwischen Wegzusammenhingend und zusammenhéngend
noch das ,echt* bogenzusammenhéngend unterschieden.

Definition (zusammenhingende Menge)
Menge M C X heiftt zusammenhéngend, falls

| Definition (bogenzusammenhingende Menge)
‘ A, B C M sind offen in M, disjunkt, ) = M # AU B. (2)
|

Beispiel 15.6
1) z €[0,27] — (z,sinz) € R? ist Kurve in R?

2) #€10,1] = €™ € C oder z € [0,7] — €™ € C sind Kurven in C

3) Sei Y normierter Raum, a,b €Y, f:[0,1] = Y mit f(t) = (1—1t)-a+t-bist Kurve (Strecke
von a nach b)

55



15. Anwendung Kapitel IV: Funktionen und Stetigkeit

m Beispiel 15.7
Sei X = R2 M = {(x,sinz) | € (0,1]} U {(0,0)}. Dann ist M zusammenhingend aber nicht
bogenzusammenhingend.

Satz 15.9
Sei X metrischer Raum, M C X. Dann

1) X = R : M ist zusammenhéngend < M ist Intervall (offen, abgeschlossen, halboffen, be-
schrankt, unbeschrankt).

2) M ist bogenzusammenhingend = M ist zusammenhéngend.

3) Sei X normierter Raum, dann: M ist offen, zusammenhéngend = M ist bogenzusammen-
héngend.

Definition (Gebiet)

Sei X metrischer Raum, M C X heifit Gebiet falls M offen und zusammenhingend ist.
Beachte: Gebiet in einem normiertem Raum ist sogar bogenzusammenhéngend.
Offenbar: M C X ist konvex = M ist bogenzusammenhéngend.

Satz 15.10
Sei f: D C X — Y stetig, wobei X,Y metrische Rdume sind, dann gilt: M C D ist zusammen-
hingend = f(M) ist zusammenhéngend.

Theorem 15.11 (Zwischenwertproposition)
Sei f: D C X — R, M C D zusammenhéngend, a,b € M = f nimmt auf M jeden Wert zwischen

f(a) und f(b) an.

m Beispiel 15.13
f i [a,b] = R sei stetig mit f([a,b]) C [a,b] = besitzt Fixpunkt, d.h. 3z € [a,b]: f(z) = =.

Theorem 15.14 (Fundamentalproposition der Algebra)
Sei f : C — C Polynom vom Grad n > 1 (d.h f(2) = an2" +---+a1z2+ap,a; € C,a, #0,n > 1)
= f besitzt (mindestens eine) Nullstelle zy € C (d.h. f(z9) = 0).

Folgerung 15.15

Jedes Polynom f : C — C von Grad n,f # 0 besitzt genau n Nullstellen in C gezdhlt mit
Vielfachen, d.h. 3zq,...,% € C, paarweise verschieden (=verschieden) ki,...,k; € N>q, a, €
C\ {0} mit ky + -+ k = nund f(2) = an - (z — 21)" - -+ (2 — z)!Vz € C. Hier heifit k;
Vielfachheit der Nullstelle z;.

Hinweis: In dem Satz 13.5 wurde gezeigt, das f hochstens n Nullstellen besitzt.

Definition (analytische Funktion)

Abbildung f : C — C heifit analytisch auf Bgr(zp) C C falls f auf Br(z) durch Potenzreihe in zg
darstellbar ist, d.h.

f(z) = ar(z—20)" Vz € Br(z).
k=0

Satz 15.16
Sei f : C — C analytisch auf Bgr(z9) und sei B,(z1) C Bgr(z0) fir z1 € Br(z0),r > 0 = f ist
analytisch auf B,.(z1).
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15. Anwendung Kapitel IV: Funktionen und Stetigkeit

Satz 15.17 (Identitdtsproposition)
Seien f, g : C — C analytisch auf Br(z0), sei z, — 2,2z, € Br(20) \ {2} und f(z,) = g(z,)Vn €
N = f(f) = g(2)Vz € Bgr(20)-

» Bemerkung 15.18
Analytische Funktionen sind durch Werte auf ,sehr kleinen“ Mengen bereits festgelegt (z.B exp,
sin, cos sind auf C eindeutig durch Werte auf R festgelegt).

Uberblick
Sei X metrischer Raum, Y normierter Raum.

e BIX)Y):={f:X =Y | ||flloo < oo} ist normierter Raum der beschrinkten Funktionen mit
[flloc = sup{[|flly | = € X}.

o Chp(X,Y):={f: X =Y ||flloo <o0,f ist stetig} ist Menge der beschrénkten stetigen Funktio-
nen und offenbar eine linearer Unterraum von B(X,Y) und damit auch Kern von R mit || - || co-

e C(X,)Y):={f: X =Y | f ist steig}, Menge der stetigen Funktionen ist offenbar ein Vektorraum
(enthélt unbeschréinkte Funktionen, z.B. f(z) = 1 mit z € X = (0,1)).

» Bemerkung 15.20
Falls X kompakt ist, dann kann man den Ausdruck ||f|lcc < oo in der Definition von Cy(X,Y)

weglassen (vgl. Theorem 15.3), d.h. Cp(X,Y) = C(X,Y), f stetig = X — ||f(x)| ist stetig

Theoran 153 ¢ 4ot beschriinkt auf X. In diesem Fall ist auch C(X,Y) mit || - ||co normierter Raum

und [ flloo = maxgens |[f(2)]y-

Satz 15.21
Sei X metrischer Raum, ¥ Banachraum = B(X,Y) und C(X,Y’) und Banachrdume (mit || - ||o0)-

Definition (Kontraktion)
Funktion f : D C X — X, wobei X metrischer Raum ist, heifit Kontraktion (bzw. kontraktiv) auf
M C D falls

AL,0<L<1:d(f(x), f(y)) <L-d(z,y) VYx,ye M.

D.h. f ist Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante L < 1, folglich ist f auch stetig.

Theorem 15.22 (Banacherscher Fixpunktproposition)
Sei f: D C X — Y Kontraktion auf M C D, X vollstdndiger metrischer Raum (z.B. Banach-
raum), M abgeschlossen und f(M) C M. Dann

(1) f besitzt genau einen Fixpunkt & auf M (d.h. 3 genau ein Z € M: f(Z) = ).
(2) Fiir {z,,} in M mit z,11 = f(z,),z0 € M (beliebig) gilt:
Ln

2 — @ und d(z,,Z) < T I ~d(zo,z1) VneN.

Hinweis: Theorem 15.22 ist eine wichtige Grundlage fiir Iterationsverfahren in der Numerik.

Partialbruchzerlegung
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Definition (Pol der Ordnung k)

Sei R : C — C rationale Funktion, d.h. R(z) = ggi)) fiir Polynome f, g existieren mit

f(z)

(z—20)%-g

R(z) = und f(z0) # 0, §(20) # 0.
Motivation: Gelgentlich ist gewisse additive Zerlegung von rationalen Funktionen wichtig (Integra-

tion) z.B.
2z 2z 1 1

21 @D+l a4l -1

Lemma 15.23
Sei R : C — C rationale Funktion, zy € C Pol der Ordnung k£ > 1 = dlay,...,ar € C,a; # 0 und
3! Polynom p mit

NN CONeC
A= e T o - TP 5

H(z) heifst Hauptteil von R in zy. Beachte das £ keine Pole in zy hat.

SSUESTY

Satz 15.24 (Partialbruchzerlegung)
Sei R : C — C rationale Funktion, R(z) = IZ) fiir Polynome f, g. Sei g9(z) = Hézl(z—zi)ki geméfs

9(2)
Fundamentalproposition der Algebra(Theorem 15.14). Seien zy, ..., z; keine Nullstellen von f und
seien H1,..., H; Hauptteile von R in z1,...,2; =

3 Polynom p: R(z) = Hi(2) +--- + Hi(2) + p(z) Vz#2z;Vi=1,...,1

wobei f(z) = p(2) - g(z) + r(z) ¥z fiir Polynom r. p = 0 falls grad(f) < grad(g) (vgl Satz 13.5
Polynomdivision)
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Kapitel V
Daifferentiation

16. Wiederholung und Motivation

Sei K™ n-dim. Vektorraum (VR) tiber Kérper mit K = R oder K = C,n € N>.

e Elemente sind alle z = (21,...,z,) € K™ mit a1,...,2, € K.

Standardbasis ist {e1,...,e,} mite; = (0,...,0, 1 ,0,...,0)
j-te Stelle

alle Normen auf K™ sind dquivalent (Satz II1.11.5)
= Kovergenz unabhéngig von der Norm

Verwende in der Regel euklidische Norm ||z||s = |z] = [ |z;]?

Skalarprodukt

NE

— (z,y) = xj-y; in R"

Jj=1

—{zy)= > Tj-y;in C”

-

j=1

e CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung ([(z,y)| < |z| - |y| Vz,y € K™)
16.1. Lineare Abbildungen

Eine lineare Abbildung ist homogen und additiv (siehe Abschnitt IV.13).

e Lineare Abbildung A : K™ — K™ ist darstellbar durch m xn-Matrizen beziiglich der Standardbasis
(beachte: A sowohl Abbildung als auch Matrix)

— lineare Abbildung ist stetig auf endlich-dimensionalen Riumen (unabhingig von der Norm,
siehe Satz IV.15.5)
— transponierte Matrix: AT € Knx™

Hinweis: = (x1,...,2,) € K™ idR platzsparender als Zeilenvektor geschrieben, aber bei
Matrix-Multiplikation = Spalten-Vektor, 7 Zeilenvektor, d.h.

oy = (z,y), falls m =n

-yl =z@ye K™, sog. Tensorprodukt

o L(K" KM)={A: K™ — K™, Alinear} (Menge der linearen Abbildung, ist normierter Raum)
— ||Al|= sup{|Az| | |z| < 1} (Operatornorm, ||A|| héngt i.A. von Normen auf K™, K™ ab)

— L(K™,K™) ist isomorph zu K™*™ als VR
= L(K™,K™) ist m - n-dim. VR (= alle Normen dquivalent, = Konvergenz von {A4,} von
linearer Abbildungen in L(K™, K™) ist normunabhingig)

Nehmen in der Regel statt ||A|| euklidische Norm |A| = \/W.
kil
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16. Wiederholung und Motivation Kapitel V: Differentiation

Es gilt:
[Az| < [|A]| - |z] und [Az| < [A] - [x]

e Abbildung f : K™ — K™ heifit affin linear, falls f(z) = Az + a fiir lineare Abbildung A : K" —
K™ ae K™

16.2. LANDAU-Symbole

Anmerkung

Eine Approximation besitzt zwangslaufig immer einen Fehler. Eine gute Approximation zeichnet
sich dadurch aus, dass der Fehler bzw. Rest moglichst klein wird. Dieser Fehler wird mit LANDAU-
Symbolen beschrieben. Dabei bedeutet anschaulich:

o f=o0(g): f wichst langsamer als g
e f=0(g): f wichst nicht wesentlich schneller als g

Sei f:DCK" K™ g:DCK"— K, zy € D. Dann:
o f(x)=o(g(x)) fiir z — x, gdw. lim BECHTREY)

=T g(x)

r#xo

o f(x) = Olg(x)) fiir 7 — g gdw. B > 0, > 0: L&)

< c¢Va € (Bs(xo) \ {zo}) N D

wichtiger Spezialfall: g(z) = |z — zo|*, k € N

m Beispiel 16.1 (gute Approximation durch konstante Funktion nahe x = x)
Sei f: D C K" — K™, xg € D HP von D. Dann:

f stetig in 2y & A f(z) = f(z0)

TH#T0
o S0~ )
T—To 1
r#£xTo
& | (@) = f(wo) + o(1) ] fiir & — wo (1)
5 .
! —
—— Apprx
4 T
3 A4
2 A4
17 /
/// | ':Z: |
1 2 3 4 5
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16. Wiederholung und Motivation Kapitel V: Differentiation

Interpretation von (1): Setze r(x) := f(z) — f(xo)

@ r(z) = o(1) fiir x — xo

rT—rx0o

=r(x) — 0, (2)
d.h. o(1) ersetzt eine ,Rest-Funktion® () mit Eigenschaft (2).

Anmerkung
Man kann als Approximation auch z = 3 wéhlen, allerdings stimmt dann die Aussage r — 0
fiir x — g nicht mehr.

Wegen o(1) = o|z — 20|°) (d.h. k& = 0) sagt man auch, Gleichung (1) ist die Approximation 0.
Ordnung der Funktion f in der N#he von z.

m Beispiel 16.2 (gute Approximation durch (affin) lineare Funktion nahe = = )
Sei f: D CR™ =R, zg € D, D offen. Was bedeutet

f(@) = [flwo) + Az — z0) o[z —zol), @ = z? (3)

f affin lineare Funktion

Zentrale Frage: Wie sollte ein guter Rest sein?

graph f ist die n-dimensionale Ebene in K™+ (affin-lin. UR)
graph f sollte sich an diese Ebene anschmiegen (graph f =Tangentialebene)
= Rest sollte sich an den Grafen der Nullfunktion anschmiegen

Sei

g(t) = N r(2)] = |r(@)] < g(je — o) Va (4)

anschmiegen: g(t) = o(1),t — 0 nicht ausreichend
angenommen ¢(t) = o(t),t — 0: dann ist fiir ein festes v € K™ mit ||v| =1

|r(zo + tv) — r(x0)| < @ =0
t -t

= anschmiegen

Ir(zo + tv)] < g(t) =

Wegen Gleichung (4) folgt: ILZEZ)(J
= r(z) = o(|z — wo|) fiir x = xo = o(1)|z — 0|

= betrachte f als gute lineare Approximation von f nahe x = z( falls Fehler = f(x) — (f(zo) —
Az — x0)) = o(|Jz — mo|) fiir © — x9

man sagt: Fehler wird schneller kleiner als |« — xg|! f heifit Approximation 1. Ordnung von f in zg

< g(Jz—zo]) -0

| = Jz—a=]

Definition (Anschmiegen)
f(@) + f (o) + Alx — 20) = o(|x — zo]),
A(a)
d.h. die Abweichung wird schneller klein als |z — ]!

© Vielleicht hatten Sie eine andere Vorstellung von “anschmiegen”, aber wir machen hier Mathematik
©

Satz 16.3 (Rechenregeln fiir LANDAU-Symbole)
Fir rig, 7, Ry : D C K™ — K™, xg € D, k,l € N mit
ri(z) = o(|lz — 20[*), 71 = 0|z — zol"), Ri(z) = Oz — zol"), 2 — mo

1. ri(z) = o(|z — zo)) = O(|Jz — mo)?) j<k
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16. Wiederholung und Motivation

Ry(x) = o(|lz — zo’) = O(|lz — o)) j <!

2 \:_Egc?v =o(lz —z*77) j<k
= O(|z — zo|'™7) = o|x — mo[77") j <1

R[(ﬁ?)
|lz—x0|d
3. rp(z) £7(z) = o(|]z — m0|F) k<1
4. ri(2) - 7i(2) = oz — zo|* ), (@) - Ra(2) = o(|a — 2o[**)
Beweis. Sei % < ¢ nahe o, d.h. auf (Bs(zo)\{zo}) N D fiir ein § > 0
g (x) rE () k—j ri () =
\xixolj = szzo\k |z — xo| ,] — 0, folgl. ‘zfzolé auch beschrankt nahe x¢
\I}?;?Ij = |f—l§c?\l |z — xo|'~7 — 0, Rest wie oben
() — k(@)
o=zl le—zoF=7 — Ta—sqlF * °
File)  — Ri®) < . pahe 2o, Rest wie oben
lz—zo |7 |w—zo|* 7 |z—=o
B A £ g F o) Eolle —mol' ) 0
o(1)
rp(@)m(e) _ _rp(e) ()
* S Il ‘z\_g[)(ll)i X
rip(z)-Ry(z)] _ |rp(z . 1 (z
ja—zoP T = TomaolF *Taagll 0
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17. Ableitung Kapitel V: Differentiation

17. Ableitung

Definition (differenzierbar, Ableitung)
Sei f : D ¢ K™ — K™, D offen, heifft differenzierbar in x € D, falls es lineare Abbildung
A e L(K™ K™) gibt mit

| f(2) = f(z0) + Alw — 20) + 0|z — z0]), = = 0 | (1)

Abbildung A heifft dann Ableitung von f in xy und wird mit f’'(z¢) bzw. Df(zo) bezeichnet
(statt dem Terminus Ableitung auch (totales) Differential, FRECHET-Abbildung, JACOBI-Matrix,
Funktionalmatrix).

Andere Schreibweisen: 2L (), 9 (z) ,df(zo),. ..

ox ox _
T=Tq

Somit ist Gleichung (1) gleichwertig mit

‘f(l”) = f(xo) + f'(20) - (x — x0) + o |z — 0|), fiir x — azo‘

Anmerkung

Eine andere Erklarung der oben stehenden Definition wire folgende:

Eine Funktion f ist genau dann differenzierbar an der Stelle 2, wenn eine reelle Zahl m (die von
xo abhingen darf) und eine (ebenfalls von zy abhingige) Funktion r (Fehler der Approximation)
mit folgenden Eigenschaften existieren:

o f(zo+h)= f(zo) +m-h+r(h)

r(h)

e Fiir h — 0 geht 7(h) schneller als linear gegen 0, d.h. == — 0 fiir » — 0

Die Funktion f ldsst sich also in der Ndhe von zy durch eine lineare Funktion g mit g(zo + h) =
f(zo) +m - h bis auf den Fehler r(h) approximieren. Den Wert m bezeichnet man als Ableitung
von f an der Stelle xg.

¥
T f{x.*+h) = f{x,) + m* h + r(h)

Anmerkung
Neben der oben genannten Definition gibt es noch eine weitere Definition, die sich des Differential-
quotienten bedient:

f differentierbar in zyp <= lim M = lim flwo+h) = f(zo)

exisitiiert
T—x0 T — Xg h—0 h

Diese Definition ldsst sich im Kontext komplexer oder mehrdimensionaler Funktionen nicht anwen-
den, zudem sind Beweise wegen des Quotienten schwerer zu fiihren.
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17. Ableitung Kapitel V: Differentiation

» Bemerkung
Affin lineare Abbildung f(x) := f(zo) + f'(x0) - (x — 0) approximiert die Funktion f in der Niihe
von zo und heifst Linearisierung von f in xg (man nennt Gleichung (1) auch Approximation 1.
Ordnung von f in der Néhe von ).

Folgerung 17.1

Sei f: D C K™ — K™, D offen. Dann:

f ist differenzierbar in oy € D mit Ableitung f'(z¢) € L(K™, K™) gdw. eine der folgenden Bedin-
gungen erfillt ist:

a) f(x) = f(xo) + f'(x0) - (x —xo) +7r(x) VreD 2)
fir ein r : D — K™ mit IILIQO l;ﬁ”;)ol =0

T#xTo

b) f(z) = f(zo) + f'(z0) - (x — @0) + R(x)(x —z9) Yz €D
fir ein R : D — L(K™, K™) (= K™™) mit lim R(z) = 0 (d.h. Matrizen R(zx) =2

rT—rT0o
Nullmatrix in K™*")
) f(z) = f(xo) + Qz)(z —x0) VzeD
fir ein Q : D — L(K™, K™) (&2 K™*™) mit ILm Q(z) = f'(z0) (d.h. Matrizen Q(z) =22
Tr—XTg
Matrix f'(zq) in K™*™)

» Bemerkung

Es gilt:
v o i J@) = I@0) = o) —z0) _
=2 R

Beweis. Aussage a) ist leicht zu zeigen, anschliefend erfolgt per Ringschluss die Aquivalenz der anderen Defi-
nitionen.

zu a) Offensichtlich ist r(z) = o(|x — x0|), * — xo
= a) < f ist differenzierbar in zo mit Ableitung f’(zo)

Ringschluss:
a) = b): Sei R: D — K™*" gegeben durch

0, T = xo
i) = { D@ (- )T, @ 50
= R(z)(z —z0) = (% ® (z — xo)T) - (z — z0)
= %Kﬂc*xmx*mo) =r(z) Vz#uxo
Wegen 0 = r(zo) = R(zo) - (z — z0) folgt
i [R(@)| =t P@OG@= ) @]
a—wg g |z — 02 =70 | — x|

TH£T( TH#x(

b) = c): Setzte Q(x) := f'(x0) + R(z) Vx € D = Punkt c). Wegen lim Q(z) = f'(z0) folgt c).

c) = a): Setzte r(z) := (Q(z) — f'(z)) - (x — xo) V& € D = 77. Wegen |r(z)| < |Q(z) — f'(z0)| - |z — 0| folgt

@l S
A e~ o, Q@) = (o) =0
TH#xQ w0
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17. Ableitung

Kapitel V: Differentiation

Definition (stetig differenzierbar)

Funktion f heifit stetig differenzierbar bzw. C*-Funktion auf D falls f’ stetig auf D
CHD,K™):={f: D — K™| f stetig differenzierbar auf D}, kurz C1(D)

Hinweis: Die obige Definition ist allgemein in normierten Rdumen verwendbar. In der Literatur: statt
differenzierbar — total differenzierbar

Satz 17.2

Sei f: D C K™ — K™, D offen, differenzierbar in xy € D. Dann:
1) f ist stetig in xq

2) Die Ableitung f/(z¢) ist eindeutig bestimmt.
Beweis.

1. Gleichung (1) liefert

=0 =0
= Behauptung

aﬂaf@>=gﬂg(ﬂao+fum-m—xw+Ruﬂw—ww>=fuw

2. Angenommen, Ay, As € L(K"™, K™) sind Ableitungen von f in xg. Seien R1, R die zugehorigen Terme in
Gleichung (1). Dann gilt fiir ¢ = zo + ty Vy € K", t € R:

(A1 = A2)(t - y)| < |Ra(wo +ty) - (ty)| + |Ra (o + ty) - (ty)]

< |Ra(mo + ty)| - [ty| + [Ra(zo + ty)] - [ty|
220 < |(Ar — As) - y| < (|Ra(zo + ty)| + [Ra(zo + ty)]) - [y] =% 0
= (Al—AQ)-yZO Yy e K"
= A = As

= Behauptung

17.1. Spezialfalle fiir K =R

H)m=1 fiR" >R

f'(x) € RY*™ ist Zeilenvektor, f’(xo) betrachtet als Vektor im R™ auch Gradient genannt.

Offenbar gilt f'(zo) -y = (f'(x0),y) Vy € R™ (Matrizenmultiplikation = Skalarprodukt)
= Gleichung (1) hat die Form

f(x) = fzo) + (f'(x0), 2 — o) +0(|z — z0l)

affin lineare Funktion: f:R—R (in z)

Graph von f ist Fliche im R™*!, genannt Tangentialebene vom Graphen von f in (2o, f(zo)).
2)n=1.f:DCR—=R" (zB. D= (a,b))

f (bzw. Bild f[D]) ist Kurve im R™ (=2 R™*1). Gleichung (1) kann man schreiben als

flzo+1t) = f(zo) +t- f(x0) +o(t),t — 0,t €R
N—_————
Affin lineare Abb. f:R—R™ (in t)
o HREDZIE) pg) o), -0

Differenzenquotient von f in xg

Differentialquotient

66

_‘H

~



17. Ableitung Kapitel V: Differentiation

beachte:
e f differenzierbar (diffbar) in xy < Differentialquotient existiert in xg

o Gleichung (4) nicht erklért im Fall von n > 1

Interpretation fiir m > 1:
f'(z0) heilt Tangentenvektor an die Kurve in f(xg). Falls f nicht diffbar in 29 bzw. 27 Randpunkt
in D und ist f(xg) definiert, so betrachtet man in Gleichung (4) auch einseitige Grenzwerte (vgl.
Definition IV.78).

ltifol w = fl(zo) heifst rechtsseitige Ableitung von f in xo (falls existent), analog ist lti%(r)l
die linksseitige Ableitung f/(xo).

3) n=m=1: f: D CR — R (vgl. Schule)
f'(x0) € R ist Zahl und Gleichung (4) gilt (da Spezialfall von Punkt 2)).

Beobachtung: Punkt 2) gilt allgemein fiir n = 1, nicht fiir n > 1!

Satz 17.3 (Differentialquotient fiir n = 1)
Sei f: D C K — K", D offen. Dann:

[ ist differenzierbar in 2o € D mit Ableitung f'(zo) € L(K, K™)

& 3(e0) € (K™ : iy LOEV =IO _ gy ©)

alternativ: lim f@) = flzo) _ I (o)
T—To T — X0

17.2. Einfache Beispiele fiir Ableitungen

m Beispiel 17.4 (affin lineare Funktionen)
Sei f: K™ — K™ affin linear, d.h.

flx)=A-x24+a Vre K" mit Ae L(K",K™), a € K™ fest
Dann gilt fiir beliebiges z¢g € K™:

fl@)=A -x0+a+ Alx — x9)
= f(xo) + Az — z0)
1)

= f ist diffbar in o mit f'(zo) = A
Insbesondere gilt fiir konstante Funktionen f'(xg) =0
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— 2z
--- 2

m Beispiel 17.5 (quadratische Funktion)
Sei f:R" = R, f(z) = |z|* Vz € R"

Offenbar gilt:

|z — z0|* = (x — 20,2 — x0)

= (z)* — 2(xo, x) + 2(z0, T0) — (0, To)

= [2|* = 2(z0,  — o) — |o|?

= f(x) = f(zo) + (2m0, 7 — o) + |z — m0|?
(t2—20))
=ol{z—xo)

(vgl. auch Gleichung (3) im Spezialfall 1))

Wegen 2x¢ € L(R",R) folgt f = |- |? ist diffbar in x¢ mit f/(x¢) = 220 Voo € R

4 1 y - ‘.’ElQ
g o|--- 2%
9| /
‘ ‘ i
—4 -2 ) 2 4
/,’_2 1
// _4 1

m Beispiel 17.6 (Funktionen mit hherem Exponent)

Sei f: K = K, f(x) =2, ke N.

k=0: f(z) =1Vz = f'(x9) =0Vzro € C (vgl. Beispiel 17.4)

k> 1: Es gilt

k
AN .
<wo+y>‘“=2<j>x’5 Tyl =ag 4 keagty+oly), y =0
j=0

= f(vo+vy)

E o fr(ay)

k—1
k- x

fl@o)+ k- - y+o(y),y—0
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Kapitel V: Differentiation

17. Ableitung

beachte: gilt in C und R.
\‘ 4 ! /ll o x3
| R --- 322
\\ 21 ,,/
‘ \\\ /! ‘ T
—4 -2 2 4
_9
—4

m Beispiel 17.7 (Betragsfunktion)
Sei f:R™ = R, f(x) = |z| Vx € R™.
f ist nicht diffbar in 29 = 0, denn angenommen die Ableitung f’(0) € R™ (= R'*") existiert, dann

fixiere € R™ mit |z| =1, und

[t-z| =0+ (f'(0),¢ o(t), t = 0, t € Ry

—~—

0

-x) +
@ =/
t

t— 0

feste Zahl in

Anschaulich: Es gibt keine Tangentialebene an den Graph von f in (0, |0]) € R™*!.
folglich: f stetig in g = f diffbar in 2y, d.h. Umkehrung von Abschnitt 17.2 gilt i.A. nicht.
Hinweis: Es gibt stetige Funktion f : R — R, die in keinem Punkt z diffbar ist (siehe Hildebrand,

Analysis 1 S. 192 oder Konigsberger Analysis 1, Kap. 9.11)

Yy
2 4
‘ ‘ x
—4 —2 2 4
_2 s
74 1

m Beispiel 17.8 (Exponentialfunktion)

Sei f: K — K mit f(z) =e*Va € K.
= f ist diffbar mit f'(xg) =e® Vo e K =RVK =C
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Denn: nach Lemma IV.13.11 ist

vy—1
lim € =1inC
y—0 Yy
Toty _ oTo (| .
= lim ¢ e lim e*° - € = %0 g Beh.
y—0 Yy y—0 Yy
1 ¢
—_—— em
2 1
// x
—4 -2 2 4
_2 s
41

m Beispiel 17.9 (Sinus und Cosinus)
sin,cos : K — K (R bzw. C) V¢ € K.

Denn: . ] ] ]
siny e¥Y—e™ 1 [(e¥—-1 e "W-1 y—0
= - =c- - + . 1,
Y 24y 2 Y —iy vgl. (6)
folglich
. . 9
lim sin(zo + y) — sin(o) ~ lim =~ cos (CEO + g) - sin (Q)
y—0 Y y—0y 2 2
2
= lim — - sin (Q) - oS (xo + y)
=cosxyg Vrg€ K
Analog fiir den Kosinus.
4 f*y sin(z) 4 ,,y — cos(x)
-~ - cos(z) --- —sin(x)
21 2
N //// > S ‘ €T /’/ \\\\ ,//
\\_{4\\ N /é \2\\‘ N 7 ) //4,/ 2 \\\\; /////
-2+ -2
—4 + —4

17.3. Rechenregeln
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17. Ableitung Kapitel V: Differentiation

Definition
Sei f:DC K™ — K™, D offen.

Falls f diffbar in allen zy € D, dann heifst f differenzierbar auf D und Funktion f’ : D —
L(K™, K™) heifft Ableitung von f.

Ist zusétzlich Funktion f': D — L(K™, K™) stetig, dann heift Funktion f stetig differenzierbar
(auf D) bzw. C'-Funktion (auf D).

CYD,K™):={f: D — K™| f stetig diffbar auf D}
m Beispiel 17.10
a) f(z) =a2"Vx € R, k € N>g

= fl(x) =k 2" 1VreR

= offenbar stetige Funktion

= f e CYR,R)

b) f(x)=e*Vz e C
= f'(z) = e® Vx € C stetig
= f € CY(C,C)

c) f(z)=|z|*Vz e R"
= f(z) = 2z Va € R", offenbar stetig
= f e CYR",R)

m Beispiel 17.11
Sei f:R — Rmit f(0) =0, f(z) =22 -sin (1) Vz #0.

x

4 ”y — a2 -sin(2)
2 £
‘ x
—4 -2 2 4
_9 1
41
Wegen
2?2 -sin i
|z
folgt

f(x) =o(z]),z =0
= f(x)=f(0)+0-(x—0)+o(Jz —0]),x = 0
= f diffbar in z = 0 mit f'(0) =0

Rechenregeln liefern x # 0:

1 1
f’(x)zQx-sin;—cos; Vo # 0
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Fiir xy := ﬁ gilt:

1 1
lim 2z - sin — =0, lim cos — = +1
k—o0 Tk k—o0 Tk
= lim f'(x) existiert nicht
z—0
= f ¢ C'(R,R),
d.h. Ableitung einer stetigen Funktion muss nicht stetig sein.
Man beobachtet:
e Gleichung (1) bzw. Abschnitt 96 sind hdufig ungeeignet zum Bestimmen von f’(xg)
o Gleichung (5) ist durchaus niitzlich fiir konkrete Félle im Fall n =1

— Strategie: Zuriickfiihrung auf einfachere Félle durch Rechenregeln und Reduktion

Satz 17.12 (Rechenregeln)

Sei D € K" offen, f,g: D — K™, \: D — K diffbar in g € D
é(f:l:g):D—>Km,()\of):D—>Km,(f-g):D%KsinddiffbarinxoeDund%:D—>K
ist diffbar in zo, falls A(x¢) # 0 mit

a) (f +9)'(w0) = f'(z0) £ g'(wo) € K™

b) (A- ) (zo) = AM=o) - f'(z0) + f(20) - N (z0) € K™
c) (f-9)(x0) = f(zo)" - ¢'(x0) + g(w0)" - f'(x0) € K™*"
d) (%)/ (x0) = _A(wlo)2 N (=mg) € Kixn

Folgerung 17.13
Seien A\, p: D — K diffbar in xy, D offen und A(zg) # 0
= (%) : D — K diffbar in zg mit

(1) o) = Aan) 5 an) o) XG0 e

A A(zo)?

Beweis (Folgerung 17.13). Setzte in Abschnitt 17.12 f =y (d.h. m = 1) und betr. Produkt 1 - . O
Bewets (Abschnitt 17.12). Nach Folgerung 17.1 ¢) existieren P,@Q : D — L(K",K™), A: D — L(K", K) mit

¢ f(@) = f(z) + P@) - (= 20), lim P(x) = f'(z0)
o g(x) = glan) + Q@) - (w — w0), lim Q(x) =¢'(w0)
o A(z) = A@0) + Alwo) - (z — m0), lim A(x) = N (o)
und mit Folgerung 17.1 ¢) ergibt sich d: IBOehauptung wie folgt:

a) f(z) +g(x) = f(wo) + g(wo) + (P(x) + Q(2)) (z — o)
—————

z—zo: f(w0)+g (w0)EL(K™,K™)
= Behauptung

b) Ax) - f(x) = Alzo) - f(wo) + | Azo) - P(z) + f(zo) - M) + Ax) - (x — 20) -P(x) | (2 — m0)

cKmXn cK

S04 M (w0)- (w0)+ £ (z0)- N (20) EL(K™ ,K™)
= Behauptung

¢) analog zu b)
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1
11 Az)=A(mo) __ _ 1 . _
d) @ = 3@ ~ Jeoa@ = g T <_ Nao) - M) A(@)(x o)

T—x(

1 ’ n
—)—W-A (zg)EL(K™,K)

= Behauptung

m Beispiel 17.14
Sei f:De K" — K™, ce K, f diftbar in g € D

=22 (e 1) = e /(a0) (da e konst. Funktion D — K)

m Beispiel 17.15 (Polynom) &
Sei f: K — K, Polynom f(x) = aja!
=0

k
= f diffbar Voo € K mit f'(zg) = 3 lagzh
=1

m Beispiel 17.16

Sei f = % rationale Funktion auf R (d.h. fi, fo : K — K Polynom)

= f ist diffbar auf K \ {Nullstellen von f2}

m Beispiel 17.17 (Tangens und Cotangens)
tan: K\ {5 +k-7|keZ} - K,cot: K\{k-7|kecZ} = K

Quotientenregel tan’(a:o) _ Sin/(zo) COS(:I?()) - COSQ(:L'O) . Sin(xo)
(cos(zp))
2 2 1
- (o) + sin” (o) = Vao € Definitionsbereich
cos?(zg) cos?(zg)
1
cot’(z9) = ——5— Vxo € Definitionsbereich
sin“(xg)
! \ Yo — tan(z) — cot(x)
‘\ | 4 T ,‘ 1 4 i )
,\ ‘\ ,‘ o cos?(z) - ~ sin?(x)
\\\ \\\ 2 1 /// \\
‘ &
2 4
—2 | /
—4 'v

Satz 17.18 (Kettenregel)

Sei f:DC K" — K™, g:Dc K™— K' DD offen, f diffbar in 29 € D, g diffbar in f(z¢) € D
= go f: D — K diffbar in 2o mit (go f)' = ¢'(f(x)) - f'(z) (€ K*")
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17. Ableitung Kapitel V: Differentiation

Beweis. Nach Folgerung 17.1 c) exisitert P: D — L(K™,K™), Q : D — K(K™, K') mit
f(@) = f(wo) + P(a)(@ = x0), lim P(z) = f'(z0)
9() = 9(f(20)) + QW)Y ~ f(w0)), lim Qy) =g (f(z0))

= (g0 f)(@) = g(f@) € g(f(@0)) + QU (@)(f () — f(0))

= (g0 f)(o) + [Q(f(2)) - P(x)](z — x0)
—_——

—ax

—5g' (f(@0))-f' (z0)
LJL Behauptung

m Beispiel 17.19 (« im Exponenten)
Sei f: R =R, f(z) =a" (a € Rxg, a #1).

Offenbar a* = (eln a)z — prlna
= f(z) = g(h(x)) mit g(y) =, h(z) =z -Ina

Wegen ¢'(y) =e¥ Vy e R, h'(z) =lna Vz € K
Abschnitt 17.18
_ >

Yy
ol |
---2%.1n(2)
21 /7
= : T
—4 -2 2 4
_9
4
m Beispiel 17.20 (Logarithmus)
Sei f : R>O — ]Ra f(IE) = logaas (CL € R>0 \ {1})
Fixiere 2y € Rxg, sei {x,} beliebige Folge in Ry mit x,, —
fsé:}tm y = log, z, — log, zo =: yo
- log, () — 1 . 1
~ i J@0) = flzo) Olga(w‘ ) —logy(xo) _ 1. 1 e
n—o0o Tp — X0 n—oo @ Oga(w’ﬂ) — alOga(wO) n—oo & —0
Yn—Yo
Ty el. 1
Aend Dol ) = Vo > 0

o -lna

Spezialfall: (In(z)) = L Va >0

f'(x0) = ¢'(xo -Ina) - f'(zg) =M% . Ina=0a®-Ina Vo €R
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4 42{\ 710%(5”)
‘\ ) z-In(2)
21\
. \\“‘~—~,Sg,
g2 2 4
\\_\2 |
4

m Beispiel 17.21
Sei f:Rso = R, f(z) =2" (r e R)

Wegen 7 = €™ @ liefert Kettenregeln (analog zu Beispiel 17.19)

! r ‘TS r—1
f(zo) = = =r-zp b Vg >0
o o

Spezialfall: f(z) = & = f'(z) = 73016%

xk

Zu Beispiel 17.11:

1 1 1 1 1
f'(x) =2z -sin — + 2% - cos — - (—2) = 2z - sin — — cos —
T T T T T

Satz 17.22 (Reduktion auf skalare Funktionen)
Sei f = (f1,.--sfm): D C K" — K™, D offen, zyp € D. Dann gilt:

f diffbar in z¢ < alle f; diffbar in zo Vj =1,...,m

Im Fall der Differenzierbarkeit hat man:

fi(xo)
f(xo) = : € Kmxn (10)

fin (o)

©® Wenn Sie das néchste mal aus der Disko kommen, zuviel getrunken haben und den Namen ihrer
Freundin nicht mehr kennen, sollten sie sich daran aber noch erinnern: ©®

» Bemerkung 17.23
Mit Abschnitt 17.22 kann man die Berechnungen der Ableitungen stets auf skalare Funktionen
f:DC K" — K zuriickfithren. Die Matrix in Gleichung (9) besteht aus m Zeilen f}(x) € K™,

m Beispiel 17.24
Sei f:R — R? mit

£(t) = t - cos(2mt) 7 ) = cos(2mt) — t - sin(27t) - 27 € R2X,
t - sin(27t) sin(27t) + ¢ - cos(2nt) - 27
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und £/(0) = (3), /(1) = (5)-

Lemma 17.25
Sei f=(f1,f2): D C K" — KF x K', D offen, zo € D.

Funktion f ist diffbar in ¢ genau dann, wenn f; : D — K* und f» : D — K diffbar in .

Im Falle der Differenzierbarkeit gilt

O W R )

Hinweis: Da K* x K! mit K**! identifiziert werden kann, kann man f auch als Abbildung von D
nach K*+! ansehen. Dementsprechend kann die Matrix in Gleichung (10) der Form

(k x n) Matrix
(I x n) Matrix

auch als ((k + 1) x n)-Matrix aufgefasst werden.

Beweis.
»=" Man hat
f(@) = f(xo) + f'(x0) - (& — w0) + R(x) - (w — w0), R(z) =0
da f'(x0), R(z) € L(K™, K* x K')
= f'(z0) = (A1, A2), R(z) = (Ri(2), Rz()))
mit Ay, Ri(z) € L(K™, K*), A2, R(z) € L(K™, K")
Ll fi(@) = fi(a0) + A; - (x — 20) + Ry(@) (@ — 20), Ryle) Z7% 0 (13)
= f; ist diffbar in zo mit f;(zo) = A;, j = 1,2

(12)

= Behauptung
»< (es gilt auch (12) mit A; = f}(z0))

Setzte
! R
ae (FO) |y = (P
fa(z) Ra(x)
LA R(z) € LK™, K* x K
mit AJ:fJ,v(zO) z—rax(
———— f(z) = f(z0) + A(zx — z0) + R(z)(z — z0), R(x) —= 0
= f diffbar in z¢ und (10) gilt. O
Beweis (Abschnitt 17.22). Mehrfache Anwendung von Abschnitt 17.25 (z.B. mit k = 1, = m — j fir j =
1,...,m—1) O
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18. Richtungsableitung und partielle Ableitung Kapitel V: Differentiation

18. Richtungsableitung und partielle Ableitung

Sei f: D C K" — K™, D offen, x € D.

Ziel: Zuriickfiihrung der Berechnung der Ableitung f(z) auf die Berechnung der Ableitung fiir Funk-
tionen f: D C K - K

o Reduktionssatz = man kann sich bereits auf m = 1 einschranken

e fiir Berechnung der Ableitung von f ist neben den Rechen- und Kettenregeln auch der Diffe-
rentialquotient verfiigbar

Idee: Betrachte f auf Geraden t — x+t-z durch « = skalares Argument t, ¢ € K = Differentialquotient.

Spezialfall: z = e; = Partielle Ableitung

Definition (Richtungsableitung)
Sei f:DC K" — K™, D offen, x € D, z € K™.

Falls a € L(K, K™) (2 K™) existiert mit
fla+t-z)=f(x)+t-a+o(t), t =0, t €K, (1)

dann heifit f diffbar in z in Richtung z und D, f(z) := a heifit Richtungsableitung von f in x in
Richtung z (andere Bezeichnungen: f(x;z), 0, f(x), %(m), of(x,z), ...)

» Bemerkung
e Wegen B.(z) C D fiir ein € > 0 existiert € mit x +¢-2z € D Vt € Bz(0) C K

o f/(x;0) existiert offenbar stehts fiir z = 0 mit f/(z;0) =0

Satz 18.1
Sei f: D C K" — K™, D offen, x € D, z € K™. Dann:

f diffbar in z in Richtung z mit D, f(z) € L(K, K™)

& fiir p(t) = f(z +t - 2) existiert ¢'(0) und D, f(z) = ¢'(0) (2)
& lim fla+t ':) =@ _ 4 (e L(K, K™)) existiert und D, f(z) = @ (3)

m Beispiel 18.2
Sei f:R? = R mit f(x) = 2% + |xo|. Existiert eine Richtungsableitung in z = (z1,0) in Richtung
z=(z1,22)7

Sei p(t):=flx+t-2)=(v1+t-21)°+ |t 2| = 2242wz + 1222 |t |2l
~——

=p1(t) =p2(t)

= ©}(0) = 2 - 212 existiert Vay, 2z € R
©5(0) = 0 existiert nur fiir zo = 0 (vgl. Beispiel 17.7)
= ¢} (0) = 2z1 2 existiert nur fir 21, z1 € R, 20 =0
1O} Richtungsableitung von f existiert fiir alle z = (21, 0) nur in Richtung z = (21,0) mit D, f(x) =
2£E121

Frage: Existiert D, f(z) Vz, falls f diffbar in z?

Satz 18.3
Sei f: D C K" — K™, D offen, f diffbar in z € D.
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18. Richtungsableitung und partielle Ableitung Kapitel V: Differentiation

= Richtungsableitung D, f(x) existiert Vz € K™ und
D.f(z) = f'(z) - z (€ K™*1) (4)
Hinweis: Richtungsableitung ist linear in z!

Beweis. f diffbar in z
= fly)=f@) + (@) y—2)+olly—al),y—>a

y=x+t-z

— f(z+tz)=f(x)+t-f'(x)-2+0(t),t—>0
100 Behauptung O
m Beispiel 18.4
Betrachte f : R” — R mit f(z) = |z|? V&
a) Es gilt

o(t) = |z +tz]* = Z(J;z +t2) = Zw? + 2ta;z; + 227
i=1 i=1

= ¢'t) = Z 2wz + 227

i=1

& ©'(0) = 22%21 =2x,2z) =D, f(x) Vz,zeR"”
i—1

b) Beispiel 17.5 liefert f/'(z) = 2z Va € R
1O} D.f(z) =2x-2=2(x,z) Vo,z e R"
folglich gilt: |z| = 1 und x € R™ fest
e D.f(x) =02z lz

o D. f(z) = maximal (z fest) & z = &

€T

18.1. Anwendung: Eigenschaften des Gradienten

Definition (Niveaumenge)
Sei f: D CR” = R, D offen, f diffbar in x € D.

No :={y € D| f(z) = f(y)} heilt Niveaumenge von f fiir x € R.

Definition (Tangentialvektor)
Sei v : (—6,0) = N¢ (6 > 0) Kurve mit v(0) = 0, v diffbar in 0.

Ein z € R\ {0} mit z = +/(0) fiir eine derartige Kurve - heift Tangentialvektor an N¢ in .
Offenbar gilt

olt) = f(2(B) = ¢
= P0)=1(0)-
= Do f() = ('(@),7(0) = 0 (%)

*: vgl.
Abschnitt 18.3

Satz 18.5 (Eigenschaften des Gradienten)
Sei f: D CR” — R, D offen, f diffbar in x € D. Dann:

1) Gradient f'(z) steht senkrecht auf der Niveaumenge Ny(,), d.h. (f'(z), z) = 0 V Tangential-
vektoren z an N¢(,) in @

2) Richtungsableitung D, f(z) = 0 V Tangentialvektoren z an Ny, in
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18. Richtungsableitung und partielle Ableitung Kapitel V: Differentiation

3) Gradient f(z) zeigt in Richtung des steilsten Anstieges von f in « und |f/(z)| ist der steilste

Anstieg, d.h. falls f'(x) # 0 gilt fiir Richtung 7 := (),

D;:f(x) =max{D,f(z) € R| z € R" mit |z| =1} = |f(x)|

(beachte: EUKLIDische Norm wichtig!)

Beweis.
1) folgt direkt aus (5),(4)

2) analog oben
3) fiir |z| =1 gilt
D.f(z) = (f'(2),2) = |f'(2)I(Z, 2)
< |f'(@)IIZll2] = | (2)] = Yle) /o)) (f'(x),2) = Dzf(x) *: CAUCHY -
= Behauptung 0 SCHWARZ
Feststellung: fiir f : D C K™ — K™: die lineare Abbildung f'(z) : K™ — K™ ist durch Kenntnis fiir
n linear unabhéngige Vektoren bestimmt
& f'(x) eindeutig bestimmt durch Kenntnis von

D, f(z) = f'(z) -e; (€ K™Y fiir j=1,...,n

Definition (partielle Ableitung)
Sei f: D C K™ — K™, D offen, z € D (nicht notwendigerweise diffbar in x).

Falls Richtungsableitung D, f(x) existiert, heifst f partiell diffbar beziiglich x; im Punkt x und
D., f(x) heifit partielle Ableitung von f beziiglich x; in x.

Schreibweisen: 2 f(z), %(m), D;f(x), fz,(x),...

Wegen f(x +te;) = f(x1,...,2j-1,2; +t,Tj41,...,&y) liefert Abschnitt 18.1:

Folgerung 18.6
Sei f: D CR® — K™, D offen. Dann:

f ist partiell diftbar beziiglich x; in z mit Ableitung ai f(zx)

Lj
& lim f(xla L1, Xy L1, - - - 717”) - f(xlv ey Ly 7l‘n) — a existiert (6)
t—0 t
und —f(z) =a
Ga:j ( )
» Bemerkung 18.7
Zur Berechnung von % f(z) differenziert man skalare Funktionen
bt}

xzj = f(x1,...,25,...,2n) (d.h. alle 2 mit k # j werden als Parameter angesehen).

m Beispiel 18.8
Sei f:R3 — R mit f(x1,79,73) = 22 sinxy + €371, damit

0 0 0
_ -9 : _ ,x3—T1 _ —_ 2 _ — T3~
Er (x) =2x1sinzg — e Dg f(x) = x7 cosxs s (x)=e
Folgerung 18.9
Sei f: D C K" — K™, D offen, f diffbar in z € D
~ 0
= sz(x):j;zja—xjf(x) Vz=(21,...,2,) €R (7)
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Bewets. (4) liefert
Df(@) =5 () 2= F@) Dz e = D% (Fw) ) =D 5o 1(@) 0
j=1 j=1 7

m Beispiel 18.10
Sei f:R" = R mit f(z) = |z = Z;L=1 x? f ist diffbar nach Beispiel 18.4

_>a_(zj () =2xjund j=1,...,n

9 D.f(x) =>7_, 2x; - z; = 2(x, 2) (vgl. Beispiel 18.4)

Theorem 18.11 (Vollstéindige Reduktion)
Sei f = (f1,.--sfm): D C K™ — K™, D offen, f diffbar in € D. Dann:

fi(x) s fil@) .. P filw)

f’(l') (;) (i) (% (117) %f(x)) (é) c Kmxn (8)

S (@) oo fm(@) ... 5o fm(2)

JacoBI-Matrix

» Bemerkung 18.12
Falls f diffbar in z, dann reduziert Theorem 18.11 die Berechnung von f’(z) auf Ableitung skalarer

Funktionen f: DcCcK—K.

Beweis (Theorem 18.11).
zu a) Abschnitt 17.22

zu b) Benutze f'(z)-z = D, f(z) und Folgerung 18.9

zu ¢) Entweder %f(a:) = (%fl(x), AU %fn(a:))T oder fj(z) = (%fj(x), AU %fj (x)), sonst analog zu
b) O

|[Frage| Gilt die Umkehrung von Theorem 18.11 (Abschnitt 18.3), d.h. falls alle partiellen Ableitungen
% f(z) bzw. alle Richtungsableitungen D, f(x) existieren, ist dann f diffbar in 7 Nein!

m Beispiel 18.13
Betrachte f : R? — R mit

2

22 x1 #0
T1,x2) =45
flan, o) {0, 71 =0

Berechne Richtungsableitungen in z = 0 mittels (3).

FO+12) = £(0) _ | f(t2)

D f(0) = lim ¢ 150 ¢
= D.f(0) = li Ay (21,22) ER2, 2 =0
» =lim —5 =5 Vz=(z1,2 , 2=
t—0 tQZ% Z% =2

Betrachte moglicherweise problematische Richtung z = (0, 2z2)

. 0
Doz J10) = Jim 3 =0

= D.f(0) existiert Vz € R?
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n—0

1
aber ist f {iberhaupt diffbar? lirr%)f (%,1) = lim ”Tz =1 # 0= f(0)
— n— o
= f nicht stetigin z =0 Abschnitt 17.3 f nicht diffbar.

Ausblick: Sind alle partiellen Ableitungen a%j fj(z) stetige Funktionen in & € D
= f diffbar in z und Gleichung (8) gilt.

18.2. R-differenzierbar und C-differenzierbar

Sei f: D C K™ — K™ ist diffbar in 2o € D, D offen

& eine k-lineare Abbildung A : K™ — K™ existiert, die die Funktion f in zg ,Jokal approximiert.

— man miisste eigentlich genauer sagen: f ist k-diffbar in zg wegen R C C. Jeder VR iiber C kann auch
als VR iiber R betrachtet werden (nicht umgekehrt!) und jede C-lineare Abbildung zwischen C-VR kann

auch als R-linear betrachtet werden
= jede C-diffbare Funktion f: D C C* — C™ ist auch R-diffbar.

Die Umkehrung gilt i.A. nicht!
m Beispiel 18.14
Sei f:C— Cmit f(z) =%Z.
a) f ist additiv und f(tz) =¢- f(2) Vt € R.
= f ist R-linear.

Wegen f(2) =Z=Zg+ 2z — 20 = f(20) + f(z — 20) + 0 folgt: R-diffbar in 29 VZ — 0 € C mit

R-Ableitung f'(z9) =1
b) Angenommen, f ist C-diffbar in 2z, € C.
= f'(20) = lir% Zotzo? — lir%g = 41 = ¢ (Grenzwert existiert nicht)
z— z—
= f nicht C-diffbar

Definition (R-differenzierbar)

beachte: falls X oder Y nur VR {iber R, dann C-diffbar nicht erklart.

Sei f R-diffbar in zg, d.h. es existiert eine R-lineare Abbildung A : C — C mit
flzo+2) = f(z0) + A- 2+ 0(]z]2), 2z = 20
f(z0 + ) — f(20)

fir z =z, z € R: A(1) = lim =: fu(20)
x—0 x
z€R

fir z =iy, y e R: A(i) = lim f(zo +iy) = f(z0) =: fy(20)
yﬂﬂg Yy
ye

Nenne f,(20), fy(20) partielle Ableitung von f in 2. Sei f C-diftbar in =, d.h.

f(z0 +2) = f(20) + f'(20) -z + o(|2])
——

eC

(1:0L ['(20) = fa(z0) = —ify (o)

Spezialfall: Sei f: D C C — C, D offen, 2y € D. Vergleiche R-diffbar und C-diffbar:

f:DcCcX =Y, D offen, (X,Y) = (R",C™) bzw. (C",R™) oder (C",C™) heifit R-diffbar in
20 € D, falls (1) im Abschnitt 17 gilt mit entsprechender R-linearer Abbildung A : X — Y gibt.

(10)
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Satz 18.15
Sei f: D C C— C, D offen, zy € D. Dann:

f Cdiffbar in zp < f R-diffbar in zg mit f,(z) = —ify(20) (12)

Bewezs.
»,=* vgl. oben (11)

»<=* mit z =z + iy liefert (9)
f(z0 +2) = f(20) + Al + iy) + o(|z]) = f(20) + - A(1) + yA(i) + o(|z])
(20) = faz0)z + fy(20)y + o|2]) 2 f(20) + falz0)(z + iy) + o|2])
(20) + f=(20) -z + o(|z])
——

=:f'(20)EC als C-Ableitung

=f
=f

18.3. CAucHY-RIEMANN-Differentialgleichungen

Identifiziere f: D € C — C mit f: D € R?2 - R? gemiR z = z + iy = (z), f(z) = u(z,y) +iv(z,y) =
(uz) = f(x,y)

Lineare Algebra: A: C — C linear & Jw € C: Az =wz Vz € C (Eigenwert)

- ~ b
A:R2 - R? Relinear < A= | J € R?*2 beziiglich Standardbasis.

Lemma 18.16
Sei A : C — C R-linear. Dann:

A ist auch C-linear, d.h. 3w = a+if: Az =wz Vz € C
o —fp

& Jdo,feR: Alx +iy) = * Vz,y € R
Boa ) \y

Beweis. Selbststudium
Somit: C-lineare Abbildung A : C — C entspricht spezieller R-linearen Abbildung R? — R?

Definition (CAUCHY-RIEMANN-Differentialgleichungen)
Falls R-diffbar in zg liefert (11)

J2(20) = uz (20, y0) + w2 (20, Y0), fy(Zo) = Uy(ﬂfo, Yo) + Z'Uy(xo,yo)

folglich

Uz (T0,Y0) = vy(To, Yo) (13)

Gleichung (12) <
uy (20, Yo) =—vz(Zo, Yo)

CaucHy-RIEMANN-Differentialgleichungen
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Somit: C-lineare Abbilung z — f/(zo) entspricht R-linearer Abbildung

T Uy Uy x
%

Y Uy Ug Yy
Hinweis: C-diffbare Funktionen f : D C C — C werden in der Funktionentheorie untersucht.

Es gilt z.B. f C-diffbar auf D = Ableitung f’ : D — C auch C-diffbar auf D = f beliebig oft diffbar
auf D!
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19. Mittelwertsatz und Anwendung

Definition (Maximum, Minimum)
Wir sagen, f: D C R™ — R besitzt Minimum bzw. Maximum auf D, falls eine Minimalstelle bzw.

Maximalstelle xog € D existiert mit

f(zo) < f(2) f(x) = f(z) VeeD (1)

f hat ein lokales Minimum bzw. lokales Maximum in zg € D falls
Je>0: f(zo) < f(x) flzo) > f(x) Va € Bo(zo N D) (2)

Hat man in (1) bzw. (2) fiir z und zg ,,<“ bzw. ,,>“ so sagt man strenges (lokales) Minimum bzw.

Maximum.
Hinweis: Es gilt:

f hat Minimum auf D el Abschmitt 19 min{f(z) | z € D} existiert (das heifst,
inf{...} wird angenommen)

Analog fiir Maximum.

Theorem 19.1 (notwendige Optimalitéitsbedingung)
Sei f: D CR” — R, D offen, f sei diftbar in x € D und habe lokales Minimum bzw. Maximum

in zg. Dann:

f'(o) =0 (R™™) (3)

» Bemerkung 19.2
e Theorem 19.1 ist neben dem Satz von Weierstraf (Theorem IV.15.3) der wichtigste Satz fiir

Optimierungsprobleme, denn (3) dient der Bestimmung von ,Kandidaten* fiir Minimal- und
Maximalstellen.

e (3) besagt, dass die Tangentialebene an den Graphen von f in (zg, f(zg)) horizontal ist.

Beweis. Fir Minimum (Maximum analog) fixiere beliebiges z € R™.

D offen
= 36>0:z0+t-z€ DVte (-46,0)

f diffbar in zo, Minimum in z¢
= 0< f(mo+t-2z)— f(xo)=t-f'(20)-2+o0(t),t—=0
=8 0 < f(xo) - 2+ o(1)

o+ =

S22
28 0< f/(20)-2VzER"
24 f(x0) - 2=0Vz€R" +z: gilt fiir z
= ’ =0 0 und additiv
[ (o) Inverses

Einfache, aber wichtige Anwendung;:

Satz 19.3 (Satz von Rolle)
Sei f : [a,b] € R — R stetig, —0o < a < b < oo, f diffbar auf (a,b) und f(a) = f(b).

= 3 € (a,0): f(§) =0

Beweis. f stetig, [a,b] kompakt
S 0 Sy ws € [a,b] 1 f(x1) < f(2) < flxa) Va
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e Angenommen, f(z1) = f(z2) = f(a) = f konstante Funktion = f'(£) =0 V¢ € (a,b)

e Andernfalls sei f(z1) < f(a) = £ :=z1 € (a,b) Abschnitt 1), f =0

e analog f(z2) > f(a) O
Definition (abgeschlossenes, offenes Segment)
Setze fir z,y € K"
o [z,y] = {x+tly—=x) € R" |t €[0,1]} abgeschlossenes Segment (abgeschlossene Verbin-
dungsstrecke)
o (z,y) ={x+t(y—xz)€R"|tec(0,1)} offenes Segment (offene Verbindungsstrecke)
Theorem 19.4 (Mittelwertsatz)
Sei f: D C R" = R, D offen, f diffbar auf D und seien z,y € D mit [z,y] C D. Dann
3 € (2,9): )~ f@) = F1(©) (v~ 2) (4) | = Skalarpro-
dukt
» Bemerkung 19.5
e Fiir n = 1 schreibt man (4) auch als
f1(&) = M falls z # y.
y—x
e Der Mittelwertsatz (MWS) gilt nicht fiir C oder m # 1.
e Abschnitt 19.4 gilt bereits fiir D C R™ beliebig, f stetig auf [x,y] C D, f diftbar auf (x,y) C
int D.
Beweis. Setzte o(t) = f(z+t(y — x)) — (f(y) — f(z))t vVt € [0,1]
S diffbar 2 [0, 1] — R stetig, »(0) = ¢(1) = f(z)
o diffbar auf (0,1) (verwende Kettenregel) mit
)= flle+tly—=) (y—z) - (fly) - f(=)) (5)
2 - f@=fetry-2) -2
—— —
=:¢€(z,y)
= Behauptung |
Satz 19.6 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz in R)
Seien f, g : [z,y] C R — R stetig und diffbar auf (z,y) (z,y € R, x < y). Dann
I € (2,y): (fly) — f(@) - g'() = (9(») — 9(=)) £ (€)
Beweis. Sei h(t) := (f(y) — f(2))g(t) — (9(y) — 9(2)) f(t) Vt € [z,9]
= h:[z,y] — R stetig, diffbar auf (m y), h(z) = h(y)
SRR e (1) 0=H () = () — £(@)g' () — (9(v) —9(2)) /'(©)
]

=  Behauptung

Frage: Der MWS gilt fiir m = 1. Was ist bei m > 17
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Folgerung 19.7
Sei f=(f1,...,fm): D CR" = R™, D offen, diffbar auf D, [z,y] C D. Dann
f1(&1)
i, € (,y)  fly) - f(2) = : (y—2) (6)
S (&m)

Bewets. Gleichung (6) ist dquivlanet zu m skalaren Gleichungen

fily) = fi(x) = fi(&) - (y—=), j=1...,m
und diese Folgen direkt aus Abschnitt 19.4 fiir f; : D — R. O
Frage: Ist in (6) auch & = ... =&, moglich? Im Allgemeinen nein.

m Beispiel 19.8
Sei f:R — R? mit f(z) = (°7) Vo € R.
Angenommen, 3¢ € (0,27) : f(27) — f(0) = f(§)-2r—0) =0
= 0=f'(¢)= (—C;;“;), d.h. sin€ = cos& =0
= f
= ¢ =& in (6) ist nicht moglich.
Ausweg: Fiir m > 1 gilt statt (4) Abschétzung (7), die meist ausreicht und ebenso richtig ist wie der
MWS.

Theorem 19.9 (Schrankensatz)
Sei f: D C K™ — K™, D offen, f diffbar auf D. Seien x,y € D, [z,y] C D. Dann

I € (z,y) : 1f(y) = f@] < F Oy -2 <F O Iy — =] (7)

beachte: Abschnitt 19.9 gilt auch fir K = C.

Beweis. Sei f(x) # f(y) (sonst klar). Setzte v := % € K™, offenbar |v| = 1.

Betrachte ¢ : [0,1] — R mit ¢(t) := Re(f(z + t(y — x)),v) Da f diffbar, gilt (u, v) =
(f@+ sy —2)),v) = (fla+ty —2),v) +{(f@+tly—2) (s =)y —=z),v) +olls —t| - |y —z]), s > ¢ o
—o(ls—t])
und damit ist auch ¢ diffbar auf (0,1) mit
¢'(t) = Re(f' (x +t(y — @) - (y —x),v) Ve (0,1)
Abschnitt 19.4 liefert: 37 € (0,1) : (1) — p(0) = (1) (1 —0)
—_——
=Re(f(y)—f(x),v)
S () — f(@)] = Re( () — f(2).0) = (1) ~ 2(0) =Re(f'(§) - (v~ 2),v)
<F(©) - =), SIFEQ) - =)l Jol 5t Caveny-
=1 SCHWARZ
<IF @l -y - =l

Wiederholung: M C K™ heifst konvex, falls [z,y] C M Va,y € M
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Satz 19.10 (LIpscHITZ-Stetigkeit)
Sei f: D C K™ — K™, D offen, f stetig diffbar auf D. Sei M C D kompakt und konvex. Dann

f) = f@)| <L-ly—=| Ve,yeM (8)

mit L = rgnzﬁc I/ (&) < 400, d.h. f ist LIPSCHITZ-stetig auf M mit LipscHITZ-Konstante L.
€

» Bemerkung 19.11
Wegen || f/(&)]| < |f/(£)| (vel. 7?7) kann man in (7) und (8) auch |f/(y)| benutzen.

M konvex

Beweis. Seien z,y € M —— [z,y] C M

f'+M — L(K",K™) stetig, M kompakt
EULUCURARRUL I/ (&)|| besitzt Maxium auf M und die Behauptung folgt aus Abschnitt 19.9. O

bekanntlich: f(z) = const Vo = f'(z) =0

Satz 19.12
Sei f: D C K" — K™, D offen, und zusammenhéngend.

f diffbar auf D mit f'(z) =0Vex € D = f(z) = const Vo € D.

Beweis.
. n . Theorem IV.15.11 .
1. e D offen, zusammenhéngend, K™ normierter Raum =————= D bogenzusammenhéngend

Wiéhle nun z,y € D = Jp : [0,1] — D stetig, ¢(0) =z, p(1) =y
o D offen = Vt € [0, 1] existiert r(t) > 0 : By (¢(t)) C D
Nach Satz IV.15.1 ist ¢([0,1]) kompakt und {B,«)(¢(t)) | t € [0,1]} ist offene Uberdeckung von

([0, 1])
= existiert endliche Uberdeckung, d.h. 3t1,...,t, € [0,1] mit ¢([0,1]) C U By, (@(t:))-
=1,...,n

2. Falls wir noch zeigen, dass f konstant ist auf jeder Kugel B,(z) C D ist, dann wire f(z) = f(y)
Sy bely Behauptung.
3. Sei By(z2) C D, z,y € By(2)
Abschnitt 19.9 ’
=== |f() ~ f@)| <L Ol ly - 2| =0
——

=0

= [flx)=f(y)
2y bely f konst. auf B,(z) O

m Beispiel 19.13
Sei f: D =(0,1)U(2,3) — R diffbar, sei f'(z) =0 auf D

Abschnitt 1913 f(z) = const auf (0,1) und (2,3), aber auf jedem Intervall kann die Konstante

anders sein.

Zuriick zur Frage nach 18.11:

partielle Ableitung existiert =  Ableitung existiert?
Nein! Aber:

Theorem 19.14
Sei f: D C K" — K™, D offen, x € D.
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Falls partielle Ableitung f.,(y), j = 1,...,n fiir alle y € B,.(z) C D fiir ein » > 0 existierten und
falls y — fo,(y) stetig in = fiir j =1,...,n
= f ist differentierbar in z mit f'(z) = (fs, (@), ..., fz, () € K™*"

Bewets. Fixiere y = (y1,...,yn) € Br(0).

Betrachte die Eckpunkt eines Quaders in D: ap = x,ar := ax—1 +yrex fir k=1,...,n
= an =2 +y.

Offenbar ¢ (t) = f(ar—1 + texyr) — f(ar—1) — tfz, (ak—1)yr stetig auf [0,1], diffbar auf (0,1) mit

or(t) = Jar (ar—1 + texyr)yn — fo, (Qk—1)Yr

Abschnitt 19.9
_

lpr(1) = ()] = | far) = flar—1) = for (ar+1)yx| < S k(@] E=1,....,n

Es gilt mit A := (f1(2),..., %, (2)):

Faty) —F@) - Ayl = |3 far) — flares) — fo (@)
k=1
TS ) = fako1) = fo (@)
k=1
s; S or (L) — 0 (0)] 4 |y (a5-1)w — Fop (@)l

< D] sup |fap(ar—1+t-exyr) = fay (ar—1)| + [ for (ar—1) = fo, (@)]
te(0,1)

A-Ungl n
< |y|Z sup | fa), (ak—1 + texyr) — fo, ()| + 2‘frk (ar—1) = foy (z)|
k=1
::p(y)ﬂ)o, da part. Ableitung fg, stetig in «
. 0
= flz+y) = f(y) + Ay + R(y) mit L < p(y) 2220 (dh. R(y) = o(|y))
Loloerung 104 # st diffbar in @ mit flx)y=A O

19.1. Anwendung des Mittelwertsatzes in R

Satz 19.15 (Monotonie)
Sei f: (a,b) C R — R diffbar, dann gilt:

i) f'(z) >0 (L0) Vz € (a,b) & f monoton wachsend (monoton fallend)
ii) f'(z) >0 (<0) Vz € (a,b) = f streng monoton wachsend (fallend)
iii) f'(z) =0 Vzx € (a,b) & f konst.

» Bemerkung 19.16
In ii) gilt die Riickrichtung nicht! (Betr. f(z) = 2 und f’(0) = 0)

Beweis (jeweils fiir wachsend, fallend analog). Sei z,y € (a,b) mit z < y.
L=< in i), ii), iii)
Nach Abschnitt 19.4 3¢ € (a,b) : f(y) — (z) = f'(€)(y —x) =0 Loy be, Behauptung
<= in 1), iii)
0= 7“?’?3:;(@) Y27, f'(x) = Behauptung O

Satz 19.17 (Zwischenwertsatz fiir Ableitungen)
Sei f: (a,b) C R — R diffbar, a < z1 < 2 < b. Dann
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flx) <y < fl(z2) = 3T € (21,72): f1(T) =1
(analog f(z2) <7 < f(71))

Beweis. Sei g : (a,b) — R mit g(z) = f(x) — vz ist diffbar auf (a,b)

Weierstrafl

3% € [x1,z2] mit g(Z) < g(z) Yz € [21,22]
Angenommen, & = x1

= 0< 220 200 ¢ (@) = f(21) =y <0

0
= #(fiir Minimum: f’(z) > 0)

= z1 < Z, analog T < 2

Abschnitt 191  — g () = () — v = Behauptung O

Betrachte nun ,,unbestimme Grenzwerte* lim L) qer Form 0 ' wie z.B. lim 2 = lim x, lim S22
y—x g(x) 07 00 z—0 z—0 z—0 %
Satz 19.18 (Regeln von DE L’HOSPITAL)
Seien f,g: (a,b) C R — R diffbar, ¢'(z) # 0 Vx € (a,b) und entwender
i) li =0, li =0, ode
i) lien () limig() r
ii) liin f(z) = oo, liing(x) = 00
Dann gilt:
! !
Falls lim f/(y) € RU{xoo} ex. = lim ) € RU{%oo} ex. und lim 1) = lim f/(y> (9)
vla g'(y) vla g(y) vla g(y)  v=ag'(y)

(Analoge Aussagen fiir z 7 b, x — 400, x — —00)

» Bemerkung 19.19
1) Vgl. Analgie zum Satz von Stolz und Folgen (9.34)

2) Satz kann auch auf Grenzwerte der Form 0- 0o, 1°°, 0°, 00%, 0o — oo angewendet werden, falls
man folgende Identitdten verwendet:

of = ePine a—6=a(1‘5)

(67

a-fB=

@] ©

Beweis.
zu i) Mit f(a) :=0, g(a) := 0 sind f, g stetig auf [a, b)]

Abschnitt 194 vy ¢ (a,b) I =&(x) € (a,x) : J;E:g = g:((g . Wegen &(z) — a fiir ¢ — a folgt die Behauptung

g'(@) —

Sei oBdA f(z) # 0, g(z) # 0 auf (a,b). Sei e > 0 fest

zu ii) Sei lifn L) . v € R (v = £oo dhnlich)

=30>0: 5:8—7‘<6V§€(a,a+6)und
f) = fl@) | Avsenmise 196 | f(y) — f() f/(é)’ Fe ‘
’g@) 0@ | scSurn 9 9@ 7@ g "< Tmye@atd) gl@) 9l

=0
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19. Mittelwertsatz und Anwendung

Kapitel V: Differentiation

Fixiere y € (a,a + ¢), dann f(x) # f(y), g(z) # g(y) Vz € (a,a + 1) fiir ein 0 < §; < § und

f@) _ fly) = f(=) 9(@)
9(@)  9y) —g(@) 1- LY
N——

e

F@)  f)—f()
g(z) 9(y)—g(z)
F@)  f)—f)

9@ " gw—e@ | T

= dd2 > 0: 2 < 61 und

f@) _
(@) V’ <

e >0 beliebi% Behauptung

andere Falle:
e x 1T b analog

<e Vze(a,a+d2)

=

9(y)—g(x)

e r — 400 mittels Transformation x = % auf y | 0 zuriickfithren

e r — —oo analog

m Beispiel 19.20

F)—f(x) _ 7‘ <2 Vz e (a,a+8)

lim 22 = 1, denn lim ®22) = Jim sz =
z—0 * z—0 * z—0
4 ”y sin(x)
2 4
—4 -2 2
_9 1
41
m Beispiel 19.21 , 1
1 1 =
limz-Inz = lim g =0, denn lim % = lim -5 =0
z—0 z—0 % z—0 (%) z—0 -z
4 ”y —2x - In(x)
2 4
—4 -2 2
_9 1
41
m Beispiel 19.22 o
lim 222952 — 1 denn es ist lim (2=29050) _ jjy, 2sing Beispiel 19.20
z—0 z? ’ x—0 (=)’ z—0

beachte: Abschnitt 19.18 wird in Wahrheit zweimal angewendet.
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Kapitel V: Differentiation

19. Mittelwertsatz und Anwendung

—4 -2 2
_9
41
m Beispiel 19.23
zl;n;o (1 + %) =eY Vy € R mit
Y n(14y/e 14 2))
(1 —+ g) ew'ln(1+§) — e%’ hm (hl( +/’I‘))
T xT—r00 L
(vgl. Satz 13.9)

R EDE
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20. Stammfunktionen Kapitel V: Differentiation

20. Stammfunktionen

Sei f: DC K™ — K™™ (2 L(K™, K™))
Frage: Existiert eine Funktion F' mit F’' = f auf D?
Definition (Stammfunktion, unbestimmtes Integral)

F:D C K" — K™ heifft Stammfunktion oder unbestimmtes Integral von f auf D, falls F' diffbar
und F'(z) = f(x) Vz € D

Satz 20.1
Sei F': D C K" — K™ Stammfunktion von f: D — K™*™ und sei D C K™ Gebiet. Dann: Gebiet =
_ _ offen &
F ist Stammfunktion von f auf D & F =F +cfirce K™ ZUSammen-
Falls f eine Stammfunktion besitzt, dann gibt es eine Menge von Stammfunktionen, die auf einem héngend
Gebiet bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt sind. Fiir eine Stammfunktion schreibt
man auch
/fdx bzw. /f(x)dx
Das Symbol steht fiir die Menge aller Stammfunktionen. Man schreibt aber auch
F = / fduz,
falls es eine Stammfuznktion gleich F' gibt.
Weiterhin verwendet man [ f dz auch als Bezeichnung fiir den Funktionswert F(z) einer Stamm-
funktion F' von f. Somit Vorsicht bei der Bezeichnung (vgl. Kontext).
Beweis. Intervall
< Offenbar F diffbar mit F' = F' = f I CR sind
=, y Abschnitt 19.12 = - zZusammen-
»,=* Offenbar F'(z) — F'(z) =0Vx € D F(z)— F(z) =cfireince K™ O hingend

Sei f,g: D C K™ — K™*™ D Gebiet, ¢ € K. Dann liefert Abschnitt 20.1 und Differentiationsregeln

/(f:l:g)dx:/fdx:t/gdx
/cfdx:c/fdx

Falls jeweils die rechte Seite existiert, d.h. f — [ fdz ist in gewisser Weise linear.
Aussage bleibt richtig, wenn D nur offen, wir beschrinken uns meist aber auf Gebiete.

(1)

Betrachte zunidchst den Spezialfall n = m = 1. Sei f : D C K — K, D offen. Die Beispiele zur
Differentiation liefern folgende Stammfunktionen

fir K =R und K =C: fir K =R:
f(z) Stammfunktion F(x) f(z)  Stammfunktion F'(x)
sinx —cosx a® a”

Ina
cosr sinx

xT

z* Lopetl (2 >0,a e R\ {-1})
er 1 In || (x e R\ {0})

ok ettt (kezZ\{-1}) arctan
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20. Stammfunktionen Kapitel V: Differentiation

Strategie: Rechenregeln fiir weitere Stammfunktionen

Satz 20.2 (partielle Integration)
Seien f,g: D C K — K, D Gebiet mit zugehorigen Stammfunktion F,G : D — K.

Falls f - G : D — K Stammfunktion, dann auch (F - g) : D — K mit

/F-gdx:F(x)G(m) f/f-de 2)

Interpretation von (2): Es gibt eine Stammfunktion f\g von F' - g und eine Stammfunktion f/zl
von f -G mit

Fog(e) = F(x)G(x) — f - G(x) (2)

» Bemerkung 20.3
(2) kann als Umkehrung der Produktregel betrachtet werden.

Beweis. Sei H: D — K Stammfunktion von f -G
= 45 (F(2)G(z) - H(z)) = F'(2)-G(x)+F(z) -G (x)—H'(z) = f(x)-G(x)+F(2)-g(z) - f(X)-G(z) = F(z)-g()
= Behauptung O

m Beispiel 20.4
Zeige [Inzdx = zInz — x auf Ry, denn

/lnmdw:/l-lnx@w-lnx—/x-ldx:xinx—x
H/—’F T
g

m Beispiel 20.5
Bestimme [ z%e” d .

Es ist

/xQewdx(zz):c2eI—/2x'e$
—— —

F.g f-G
/Qx-ezdm @ 21‘-6”3—/ 2¢* dx = 2xe® — 2e*
F.g PG f-é

= [2%e*dx = 2?e” — 2ze® + 2¢” = e*(2? — 22 + 2)

Satz 20.6 (Integration durch Substitution)
Sei f: D C K — K, D Gebiet, mit Stammfunktion F': D — K und sei ¢ : D — D diffbar. Dann
hat f(o(.) - ¢'(.) : D — K eine Stammfunktion mit

/ @) - ¢ (z) dz = F(p(x)) (3)

Interpretation: analog zu (2)

» Bemerkung 20.7
(3) kann als Umkehrung der Kettenregel angesehen werden.
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20. Stammfunktionen Kapitel V: Differentiation

Bewets. F(p(.)) ist nach der Kettenregel auf D diffbar mit

L Plo@) = F(e(@)) - ¢'(@) = flp(x)) - ¢/ (@) 0

m Beispiel 20.8
Bestimme [ 12—2“7 dz auf Rsg:

st mz — _ 1 11
o Offenbar ist 75 = —— -In 7.

e Wihle p(z) =1, f(y) :==Iny

= ¢'(z) = —% F(y) = y-Iny — y Stammfunktion von f (siehe Beispiel 20.4),
1

o flo(@)) ¢'(2)=—35 —Ing
(:3;F(<p(m))=%~ln%—%:—1+xlnm:/lz—fdm

Weitere Regeln priift man leicht durch Differentiation:

Satz 20.9
Sei f: I C R — R, I offenes Intervall, f(z) # 0 auf I, dann gilt

@ 4o mirte
| F ae=mls) @)

m Beispiel 20.10
Betrachte f(x) =tanax Vo € I, := (—% +kom 54k 7r), k € Z. Dann

i Y
/tanxdxz/w:—/mz—hﬂcosﬂ
cos T cos T

Wieder der allgemeine Fall: mit f: D ¢ K™ — K™*"
Reduktion: Nach Abschnitt 18.11 kann man sich auf m = 1 beschrénken, d.h. falls

fll flk:

fml fmn

reicht eine Untersuchung der Zeilen.

Ziel: Reduktion auf n = 1. Betrachte somit f: D C K™ — K™, D Gebiet (m = 1, n beliebig).
Sei F: D C K™ — K Stammfunktion von f = (f1,..., fn)

e Fp ()= fi(x) Ve eD,j=1,...,n

= xz; = F(z1,...,2j,...,2y,) ist Stammfunktion von z; = fj(z1,...,2;,...,x,). Hierbei sind
x; mit ¢ # j als Parameter anzusehen.

= Ist z; — Fj(z1,...,2,...,2,) eine Stammfunktion von z; — f;(z1,...,2;,...,2,), dann
erhdlt man alle Stammfunktionen durch Addition einer Konstanten, die jedoch von den
Parametern abhéngen kann, d.h. durch

Z; — Fj(ll?l, ey Ty ,In) + (pj(J?l, ey L1, Tgg1y e 71’7,,) (6)
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20. Stammfunktionen Kapitel V: Differentiation

mit beliebiger Funktion ¢;. Schlieflich muss gelten

0 o
S By, gy ) = fild) Vi ji=1.m (7)
j
m Beispiel 20.11 azy
Betrachte f : R? — R? mit f(x,y) = ) (v ist Parameter)
T4y

1) Suche eine Stammfunktion von x — fi(z,y):

F(z,y) = %xzy +¢1(y) 1 unbekannte Funktion
—

=Fi(z,y)
2) Suche eine Stammfunktion von y — fa(x,y):

1
F(x,y) = 2%y + gy?’ +¢2(z) (p2 unbekannte Funktion)
———

Fa(z,y)

3) L F, (o) = 2 (Fley) + 1) L fala,y), dh.

«
5562 + ¢ (y) =" +y°
(8)

Q
o (y) = (1 - 5) 2 +y* Vr,y

Offenbar kann (8) nur gelten, falls rechte Seite unabhéngig von z, d.h. fir a = 2 (fir a # 2
existiert keine Stammfunktion von f).

g p1(y) = §y3 + ¢1 (c1 Konstante)

4) analog: F,(z,y) = & (Fa(z,y) + ¢h(x)) = fi(z,y)
= ph(z) = (@ - 2)ay =70
= po(z) = o (co Konstante)

= F(z,y) = Fi(z,y) + ¢1(y) = Fa(z,y) + ¢2(z,y) = 2%y + 55° + ¢, ¢ € R beliebig, sind alle
Stammfunktionen von f (Probe!).

» Bemerkung 20.12
e Mit obiger Strategie wird die Bestimmung einer Stammfunktion auf n = 1 zuriickgefiihrt.

e Nicht alle Funktionen besitzen eine Stammfunktion

Ausblick: In Abschnitt VII.23 formulieren wir eine notwendige Bedingung in Satz VI1.23.19 (,Integra-
bilitdtsbedingung®) fiir die Existenz einer Stammfunktion (die in gewissen Mengen D auch hinreichend
ist):

7] 7]

T%fl(x) = afxifj(x) Vi, j,x € D
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Kapitel VI
Integration

Integration kann betrachtet werden als

e verallgemeinerte Summation, d.h. fu fdz ist Grenzwert von Summen

e lineare Abbildung [ : 7 — R iiber fab(af +Bg)dz = af; fdz+ ﬂf;gdx Funktionen, d.h. als F: Menge
Grundlage benétigt man ein ,Volumen“ (MaB) fiir allgemeine Mengen M C R. der

Wir betrachten Funktionen f : D C R™ — RU{+o0}, welche komponentenweise auf f : D C R — Funktionen

K% erweitert werden kann. Benutze C™ = R?™ fiir K = C.

Vgl. Buch: Evans, Lawrence C.; Gariepy, Ronald F.: Measure theory and fine properties of functions
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Kapitel VI: Integration

Wir fiithren zunéchst das LEBESGUE-Mafs ein und behandeln dann messbare Mengen und messbare
Funktionen.

20.1. LEBESGUE-Malf}

Definition (Quader, Volumen)
Wir definieren die Menge

Q:={I x...x I, CR"|I; CR beschrianktes Intervall}

() ist auch als beschrinktes Intervall zugelassen. Q € Q heift Quader.
Sei |I;| := Lénge des Intervalls I; C R (wobei |@] = 0), dann heifit

y(Q) = |Il| ----- |In‘ firQ@Q=I x...xI,€Q (1)
Volumen von @

beachte: v(q) = 0 fiir ,diinne* Quader (d.h. falls ein |I;| = 0). Insbesondere v()) = 0.

Wir moéchten fiir beliebige Mengen M C R”™ ein ,Volumenmaf* definieren, das mit dem Volumen fiir
Quader kompatibel ist.

Definition (LEBESGUE-Maf)
Dafiir betrachte eine (Mengen-) Funktion |.| : P(R™) — [0, co] mit

oo

|p¢| = inf ZU(Qj) M C U Qj, Q; € Q Quader VM C R", (2)

Jj=1 Jj=1

die man LEBEGUE-Maf auf R" nennt.

|pe| heift (LEBESGUE-Maf) von M, oft schreibt man auch £L#(M).

Anmerkung

Man versucht das zu untersuchende Intervall mit Quadern zu iiberdecken und sucht dabei die
Uberdeckung, bei der die Summe der Volumen am kleinsten wird. Also z.B. |[2,3]| € N = [{2,3}| =
0, da man fiir jede der beiden Zahlen genau einen Punkt als Quader braucht. Der Punkt hat per
Definition keine Dimension, also auch ein Volumen von 0. Damit gilt: |[2,3]| = 0+ 0 = 0. Mit der
gleichen Begriindung gilt auch |[N| = 0.

Hinweis: Das LEBESGUE-Maf wird in der Literatur vielfach nur fiir messbare Mengen definiert (M C
R™) und die Erweiterung auf alle M C R™ wie in (2) wird dann als &uferes LEBESGUE-Maf bezeichnet.

Lemma 20.13
Mann kann sich in (2) auf offene Mengen beschrénken.

Beweis. Fixiere e > 0. Sei M C U2, Qj, Q; € Qund a:= 3777 v(Q;) < [M] +e.

Wihle offene Quader Q; € Q mit Q; C Qj, v(Q;) < v(Q;) + £
= M cUj2, Q@ und [M| <37 v(Q;) < a+te < [M|+ 2.

Wegen € > 0 beliebig folgt die Behauptung. O
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Kapitel VI: Integration

Satz 20.14
Es gilt:

My, C My = |M1| < ‘M2| (3)

und die Abbildung p +— |u| ist o-subadditiv, d.h.

U M| <> 1My, fir M; CR™, j € Ny (4)
j=1 k=1

Bewets. (3) folgt direkt aus (2) (Definition, das Infimum {iber eine grofere Menge ist grofer).
Fir (4) fixiere € > 0. Dann
o0 [e o] €
anjEQIMkCUij7 Z’U(ij)§|Mk|+27
j=1 Jj=1

Wegen ;2 Mi C Ujq—, v(Qr;) < 3202, [Mi| + € folgt

M| < > 0(Qky) D[ M| +¢
k=1 Jok=1 k=1
Da € > 0 beliebig, folgt die Behauptung. O

Definition (Nullmenge)
N C R"™ heifst Nullmenge, falls |N| = 0. Offenbar gilt:

NCN, |N|=0= |[N|=0 (5)
INe| =0VkeN= || JNi| =0 (6)
k=1
Nach (3) und (4) gilt:
MCR" |N|=0= |[M|=|M\N| (7)
. (3) 4)
Beweis. Dann [M \ N| < |[M| < |[IM N N|+|M \ N| = |M \ N| = Behauptung. O
——

=0

m Beispiel 20.15
Es sind Nullmengen

(a) [0[=0
(b) [{z}| =0 Vz € R™

labzéihlbar viele Punkte| = 0, folglich £1(Q) = 0, £(N) = 0 (d.h. wir betrachten Q,N als
Teilmengen von R, d.h. n = 1)

(c) [M| =0 falls M G R™ (echter affiner Unterraum)
(d) [0Q =0 fir @ € Q
(e) ,schéne* Kurven im R?

,schone* Kurven und Flichen im R?
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Kapitel VI: Integration

Folgerung 20.16
Es ist v(q) = |Q| VQ € Q

Damit im folgenden Stets |Q] statt v(Q)
Beweis. Sei Q € Q. Da offenbar v(Q) = v(clQ) und |Q| = | cl Q| konnen wir @ als abgeschlossen annehmen.

Fiir ein fixiertes € > 0 existieren nach Abschnitt 20.13 offene Q; € Q mit
el uwd > v(@)<IQl+e
j=1 j=1

Da @ kompakt ist, wird es durch endlich viele @Q); {iberdeckt d.h. o0BdA @ C U;”;l Q;. Mittels einer geeigneten
Zerlegung der @; folgt aus (1), dass v(Q) < Z;’il v(Q;). Somit gilt:

(2)
QI < (@) <|QI+¢
Da € > 0 beliebig, folgt die Behauptung. O

Definition
Eine Eigenschaft gilt fast tiberall (f.ii.) auf M C R”, falls eine Nullmenge existiert, sodass die
Eigenschaft Vo € M \ N gilt. Man sagt auch, dass die Eigenschaft fiir fa. z € M gilt.

m Beispiel 20.17
Fir die DiRICHLET-Funktion

ist f =0 f.i. auf R.

20.2. Messbare Mengen

Frage: gilt fiir paarweise disjunkte Mengen M}, in (4) Gleichheit?

Obwohl es wiinschenswert wire, gibt es ,sehr exotische” Mengen, fiir die dies nicht gilt (vgl. Bemerkung
zum Auswahlaxiom in Kap. 2).

Deshalb betrachten wir ,,gutartige’* Mengen.

Definition (messbar)
Eine Menge M C R"™ heifst messbar, falls

|M| =M M| +[M\ M| VM eR (8) ,Sie konnen
sich keine
Man beachte, dass nach (4) stets Menge

\M| < |M M|+ |M\ M| VYM,MCcCR" (9)  vorstellen,
die nicht

messbar ist.

Hr.
Satz 20.18 ( r..
(a) 0, R™ sind messbar Schénherr,
2014)

Beim Nachweis der Messbarkeit muss man nur ,,>* priifen.

(b) M C R™ messbar == M® = R" \ M messbar
(c) My, My,... C R™ messbar = (J;2, Mj, (;2,; M; messbar
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Kapitel VI: Integration

Definition (o-algebra)
Eine Menge von Teilmengen p C X (hier X = R™) mit den Eigenschaften Punkte (a) bis (c) heifst
o-algebra

Beweis. } } .
(a) wegen |0| =0 und (7): |M| < |M\ 0| = |M|
(b) wegen MNM = M\ M®, M\ M= Mn M = Behauptung
(c) (4) liefert

M| <|MNM|+|M\ M| YM, M CR",

sodass man nur noch ,,>* zeigen muss.

»

— Seien My, M, messbar, dann gilt fiir beliebige M C R™:

Mﬂ(MluMz):(MﬁMﬂU((M\MﬂﬂMz),
M\ (My U M) = (M \ My) \ M

folglich

|M| = |M N M/|+|M\M/|=|MnM/|+|(M\M)nNM|+|(M\ M)\ M|
> |M N (My U Mz)| + [M\ (MyU M),
daher M; U Ms messbar.
— Da (M1 N MQ)C = ME U MY ist auch M; N M, messbar.
= M, ..., My messbar
= My U...UMj sowie M1 N...N Ms messbar (Induktion).

— Seien jetzt Mi,... C R™ messbar und paarweise disjunkt
= alle A := U;?:l M; messbar. Fiir beliebige M C R™ folgt schrittweise

k k
|M 0 Akl + ) IM M| = | M0 M|
j=2 j=1
Mit A =52, M; folgt
~ ~ ~ k ~ ~
|M| =M N Ag|+ M\ Ag| > > [M O M;|+|M\ Al Vk €N, (10)
j=1

o |~ o 1 - @ - .
S (M| > 5 (MO M; |+ [N\ A > M0 A|+ |3 A
= A messbar
— Folglich sind die M; nicht paarweise disjunkt, ersetze M; durch A; \ Aj_; und argumentiere wie
——

=M’
J

oben (da Up>, My = U2, MY = U2, M messbar, (N analog). O

Satz 20.19
Seien M;, Ms, ... C R™ messbar. Dann

(a) M; paarweise disjunkt = |Jp—; Mk| = Y re; | M| (0-additiv)
(b) My CMy,C... = k{%'MM = |U;o:1 Mk|

(C) M; D Ms D ... und |M1| < 00 = klim |Mk‘ = |UZO:1 Mk|
— 00

Bewets.
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Kapitel VI: Integration

a) Aus (10) mit M = R" erhilt man

3

m

My,
k=1

DMyl =

k=1

@ &
< D IMi
k=1

Der Grenziibergang m — oo liefert die Behauptung.
b) Nach (a) gilt: |My| = |Mi| 4+ SF_, |M; \ M;_1, und folglich

M| = |Ma| 4+ 37 M\ M|
k=1

U
k=1

c) A:= oo, Mi. Wegen |M; \ My| = |Mi| — | M| nach (4) hat man

(4) >
M| < A+ M\ A = A1+ [ Mi\ M
k=1
QA+ lim [M\ My — |A| + | My — lim |My]
k— o0 k—o0

< lim [My| + |Mi| — lim |My| = |M;]
k—o0 k—o0

Subtraktion von |M;| liefert die Behauptung. O

Satz 20.20
Es gilt:

(a) alle Quader sind Messbar (Q € Q)

(b) Offene und abgeschlossene M C R™ sind messbar

)
(c) alle Nullmengen sind messbar
)

(d) Sei M C R™ messbar, My C R", beide Mengen unterscheiden sich voneinander nur um eine
Nullmenge, d.h. |(M \ My) U (Mo \ M)| =0

= M, messbar.

Beweis.
a) Sei @ € Q Quader. Fir M C R"™, £ > 0 wihle Q; mit

Mc @ D olQs < |M|+e
Jj=1 j=1
Aus (1) folgert man |Q;| = |Q; N Q| +|Q; \ Q|, da man Q; \ Q in endlich viele disjunkte Quader zerlegen

kann.

- - (“4) & > i .
= [MNQI+M\QI <) 1Q;NQI+D 10\ QI =) Qi < M| +e
j=1 j=1 j=1
Da ¢ beliebig, [M| > |[M N Q|+ |M \ Q| und (9), ergibt sich die Behauptung.
b) Sei M C R"™ offen. Betrachte die Folge {x,}=; aller rationale Punkte in M und wy C M sei jeweils der
grofite offene Wiirfel mit dem Mittelpunkt z; und Kantenldnge < 1.

Dann M = [J{2, wk, denn fiir jedes € M ist B:(z) C M fiir ein € > 0 und somit ist x € wy, fiir ein
nahe genug bei x. Folglich ist M messbar nach Abschnitt 20.18.

Fir M C R"™ abgeschlossen ist das Komplement R™ \ M offen und somit messbar. Damit ist M =
R™\ (R™\ M) messbar.

N L@ . 3) 5 .
¢) Fiir eine Nullmenge N, M C R™ ist |M| < |[M AN|+ |M\ N| < |N| + M\ N| 2 |51]

d) Mit den Nullmengen N; = M\ Mo, N2 = Mo\ M gilt My = (M \ N1) U No. Da M \ N1 messbar ist,
erhélt man fiir beliebiges M C R™
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|M N Mo|+|M\ M| = |MN((M\N)UN)| 4 |M\ ((M\ N)UN,)|
TS M M\ N T 0 N+ [ (M N
= |M|
Mit (9) folgt dann, dass Mo messbar ist. O

20.3. Messbare Funktionen

Wir fithren nun eine fiir die Integrationstheorie grundlegende Klasse von Funktionen ein. Dabei erlauben
wir +oo als Funktionswerte und benutzen die Bezeichnung

R =RU {400} = [~0o0, 0]
sowie fir a € R
(a,00] = (0,00) U {oc},

und analog [a, 0], (—00,a), [—00, a]. vgl. Kap. 5

Fiir € > 0 definieren wir offene e-Kugeln um +oo durch

B.(0) = (1700] bzw. B:(00) := [—007 —i)

U C R offen, falls fiir jedes x € U ein € > 0 existiert, sodass B. C U. Damit sind inbsesondere die
offenen Mengen aus R auch offen in R und die offenen Mengen in R bilden eine Topologie. vgl. Kap. 8

Definition (messbar) -
Eine Funktion f : D € R — R heiRt messbar, falls D messbar ist und f~1(U) fiir jede offene
Menge U C R messbar ist.
Folgerung 20.21
Sei f: D CR — R mit D messbar. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) f ist messbar

(b) f~([~o0,a)) messbar Va € Q
(¢) f~1([~00,a]) ist messbar Va € Q

Beweis. Aus den Eigenschaften messbarer Mengen folgt mit

e = (17 ([ i)

NI

k=1

=
=

die Aquivalenz von (b) und (c).
Offenbar ist (a) = (b) < (c).

Fiir a,b € Q ist dann
£~ ((@,0) = £ ([0, b)) N 7 (o, 00]) = £ ([=00, ) N (7 ([0, a]))©
messbar und offensichtlich f~"((a, oc]) ebenfalls.

Da jede offene Menge U C R die abzihlbare Vereinigung von Mengen der Form (a, b), [~00,a), (a,] mit a,b € Q
ist, folgt die Messbarkeit von f~*(U) und somit (a). O
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Hinweis: Wir werden sehen, dass die Menge aller messbaren Funktionen die Menge der stetigen Funk-
tionen enthélt, aber auch noch viele Weitere.

Definition (charakteristische Funktion)
Fiir M C R™ heifit x, : R" — R mit

_J1, zeM
=0, zeRM\ M

charakteristische Funktion von M.

Offenbar gilt
Folgerung 20.22
Xu : R™ — R ist messbar gdw. M C R"™ messbar ist.

Definition (Treppenfunktion)
Eine Funktion A : R™ — R heift Treppenfunktion, falls es M;,..., M, C R™ und ¢1,...,¢c; € R
gibt mit

k
h(z) = Zajxw (x) (11)

Die Menge der Treppenfunktionen T'(R) ist mit der iiblichen Addition und skalarer Multiplikation
fiir Funktionen ein Vektorraum.

Man beachte, dass die Darstellung in (11), d.h. die Wahl der p; und ¢; = a; nicht eindeutig ist.
Insbesondere kann man p; stets paarweise disjunkt wéhlen.

Man sieht leicht
Folgerung 20.23

Die Treppenfunktion h € T(R™) ist messbar < es gibt mindestens eine Darstellung (11), bei
der alle y1; messbar sind.

Definition (Nullfortsetzung) B -
Fir f: D C R™ — R definieren wir die Nullfortsetzung f : R” — R durch

Fp) e {f(m), x €D (12)

0, z€R"\ D

Satz 20.24
Es gilt:

a) Sei f: D C R® — R messbar. Dann ist auch die Nullfortsetzung f : R — R messbar

b) Sei f : D C R® — R messbar und D’ C D messbar. Dann ist f auf D’ messbar, d.h.
insbesondere f|,,, ist messbar.

c) Seien f,g: D C R® — R. Sei f messbar und f = g f.ii. auf D. Dann ist g messbar.

m Beispiel 20.25
Die DIRICHLET-Funktion ist auf R messbar.

h = 0 ist messbare Treppenfunktion auf R und stimmt mit der DIRICHLET-Funktion f.i. tiberein.

Bewets.
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(a) Fiir ein offenes U C R ist 771(U) = f~Y(U) falls 0 ¢ U und andernfalls fﬁl(U) = fHU)U (R™\ D).
(b) Fiir offenes U C R ist (f|D,)_1 (U)=f(U)nD.

(c) Fiir U C R offen: f~!(U) ist messbar und g~*(U) unterscheidet sich von f~!(U) nur um eine Nullmenge.
Somit ist g~ '(U) nach Abschnitt 20.20 messbar. O

Definition (positiver, negativer Teil)
Fir f: D C R" - R und « € R schreibt man verkiirzt

{f>al:={zeD| flz)>a}
Man definiert mit
o= fxgrsops I~ == xXy<0y

den positive Teil bzw. negative Teil von f, und man hat f = f* — f~.

Weiterhin ist
fri=max(fi, f2) : R*" = R, f(z) = max{fi(x), fo(x)} VxeR"”

und analog: min(f1, f2), sup fx, inf fi, limsup fi, liminf f
keN keN k—o00 keN

Bei punktweiser Konvergenz fi(x) — f(x) fiir fa. € D schreibt man auch f; — f f.i. auf D.

Satz 20.26 (zusammengesetzte messbare Funktionen)
Fir D C R™ messbar gilt

a) f,g:D CR™ — R messbar = f +g, f-g messbar,
falls g # 0 auf D = 5 messbar

b) f,g: D C R® — R messbar, c € R = f*, |f|, max(f,g), min(f, g) messbar

¢) fr: D CR™ — R messbar Yk € N = sup fy, ir]if fr, 1imkinf fr, limsup f, messbar
k k

Hinweis: In a) nur Funktionen mit Wertein in R, nicht R, sonst ist die zusammengesetzte Funktion
eventuell nicht erklart.

Beweis.
e Va € Q gilt:

(f+9) " ([Fo@) = |J £ ([=oe,al) ng ™ ([=00, )

a,BeEQ
a+B<a
ist messbar, folglich f 4 g messbar
o Fiir ¢ > 0 ist
-1 _ 1] a
() (=o0a)) = £ ([-o0. %)) messbar als Menge,
-1 1 _a
(=cf) " )[=o0,a)) = f (( C,Jroo]) messbar

= c¢f messbar (¢ = 0 trivial)
= —f, f 4+ (—g) messbar

e Wegen

(13) ! ([~o0,a) = f([~00, va) \ f M (|00, —va]) Va >0
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ist f? messbar
= f-g=2%((f+9)*— f*—g°) messbar
e Falls g # 0 auf D ist fiira >0

) o= ((50) () = ((02))

-1
und mit (é) ([~00,0)) = g7 ([0, 0)) folgt é messbar
= Produkt f - % = 5 messbar
e Aus der Messbarkeit der Niveaumengen {f > 0}, {f < 0} folgt die Messbarkeit von f* = X0y
<

|f‘ :f++f77maX(fag):(fig)++gv mln(f7g):—(fg)7+g
= a), b)

e Zu c): Verwende

(inf fk)_l ([—00,a)) = ,Q fi H([—00,a))

keN
(22§ fk)l ([—00,a]) = f_'ﬁ fi (=00, al)

= inf fi, sup fr messbar.

e Folglich
liminf fi = sup inf fj
a—o0 j>1 k23
=g; messbar

limsup fr = inf sup fx
k—o0 J>1k>j

Satz 20.27 (Approximation messbarer Funktionen)
Sei f: D CR" — R, D messbar. Dann

f messbar < 3 Folge {ht} von Treppenfunktionen mit hy — f f.ii. auf D

Bewezs.
»=" f messbar, somit auch fi. Setzte mit h§ := 0 schrittweise

1
M7 = {xeD ’fi(:r)z%+hki_l},
"1
hljct ::ZfXM,i
=t

da hi_, messbar ist, ist M;F = (f* — £ — hif ) ([0, 00]) messbar und hif ist Treppenfunktion; f* > hi-
auf D.
— Falls f%(z) = 0o, dann 2 € ME Vk € N und h(z) — fE(z)
— Falls 0 < f*(z) < oo, dann gilt fiir unendlich viele k € N: 2 ¢ MZE, somit 0 < f*(z) — hi | < +
= hy (x) = f*(x)
= i (x) = hy (@) = f7(2) = 7 (2) = f(2)
»= Sei f(z) == liin sup hi,(z) Vo € D = f(x) = f(z) f.i. auf D
— 00

fir k> 1

Nach Abschnitt 20.26: hr messbar = f messbar
Da f = f f.ii. folgt f messbar. O
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Folgerung 20.28
Sei f: D CR” — R messbar mit f >0

= J Folge {h;} von Treppenfunktionen mit 0 < hy < ho < ... < f auf D und hy — f f.i. auf D.

Satz 20.29
Sei f: D CR"” — R und D messbar, N C R™ mit |N| =0 und f stetig auf D C N

= f messbar auf D

Beweis. Offenbar D~: D\ N messbar. Da f stetig auf D ist, ist f~2(U) \ N offen in D fiir U C R offen, d.h.
F Y U)\ N = M N D fiir ein M C R" offen.

- f*I(U) \ N messbar
Lt B2 §71(U) messbar

= f messbar. O

m Beispiel 20.30
Folgende Funktionen sind messbar

e Stetige Funktionen auf offenen und abgeschlossenen Mengen (wihle N = () im obigen Satz),
insbesondere konstante Funktionen sind messbar

e Funktionen auf offenen und abgeschlossenen Mengen, die f.ii. mit einer stetigen Funktion
iibereinstimmen

e tan, cot auf R (setzte z.b. tan (5 + km) = cot(km) = 0 Vk)
e z —sin 1 auf [-1,1] (setzte beliebigen Wert in z = 0)
e xR — Rist fiir [0M| = 0 messbar auf R (dann ist x auf int M, ext M stetig)

Hinweis: Die DIRICHLET-Funktion ist stetig auf R\ Q und somit nach Abschnitt 20.29 messbar. Man
beachte aber, das dies nicht bedeutet, dass die DIRICHLET-Funktion auf R f.ii. stetig ist! (sie ist
nirgends stetig auf R)

Lemma 20.31 (Egorov)
Seien fi : D C R™ — R messbar Vk € N. Sei A C D messbar mit |A| < co und gelte fi(z) — f(z)
fir fa.z € A

= Ve > 0 existieren messbare Menge B C A mit |A\ B| < € und fr — f gleichméfig auf B.

Beweis.
e Offenbar f messbar auf A und Mengen
- 1
My = U{xeA ' |fi(z) — f(z)] > 7}7 m,l €N
j=l
sind messbar mit M;,;1 O M2 D ... Vm € N.
Wegen fi(x) — f(x) Va € A\ N fiir eine Nullmenge N folgt (,cy Mm, C N und |(,cy M| =0Vm € N
= Vm € N 3, € N mit |Mm1,,| < 5% (vgl. Abschnitt 20.19 (c))
Mit M :=U,,cy Mm,1,, und B := A\ M folgt

e [eS) c
|A\B| = M| <Y Mg, | <) om =€
m=1 m=1

2%,1 ist geometrische Reihe

o Weiterhin hat man Vm € N

Ve € B, k>1ln

o) = f@)] < 5
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= gleichmifige Konvergenz auf B O

m Beispiel 20.32
Betrachte fi(z) = z* auf [0, 1].

Man hat fj(z) — 0 f.i. auf [0,1] und gleichméfige Konvergenz auf [0, o] Yo € (0,1).

107



Kapitel VI: Integration

20.4. Integral fiir Treppenfunktionen

Sei h : R — R messbare Treppenfunktion mit

k
h=> cjxu,,dh. ¢; € R, M; C R messbar

j=1
Definition (integrierbar, Integral, Integralabbildung)
Sei M C R messbar.
h heifst integrierbar auf M, falls |M; N M| < oo Vj : ¢; # 0 und

k
/Mhdx:: /Mh(x)dx::Zcm\MjﬁM| (13)

j=1
heifit (elementares) Integral von h auf M.

Menge der auf M integrierbaren Treppenfunktionen ist 7' (M). [,, : T*(M) — Rmit h — [, hdz
ist die Integral-Abbildung.

Man verifiziert leicht
Folgerung 20.33
Sei M C R™ messbar. Dann gilt:

a) (Linearitéit) Integralabbildung [,, : T"(M) — R ist linear
b) (Monotonie) Integral-Abbildung ist monoton auf 7 (M) ,.d.h

hi1 < hg auf M = hldIS/ hodx
M M
¢) (Beschranktheit) Es ist | [,, hdxz| < [, |h|dx YR € T*(M)

d) Fiir h € TY(M) gilt:
/ |h|de =0 < h=0{fi. auf M
M

Hinweis: [}, |k|d« ist Halbnorm auf dem Vektorraum 7 (M).
20.5. Erweiterung auf messbare Funktionen
sinnvoll:

e Linearitdt und Monotonie erhalten

e cine gewisse Stetigkeit der Integral-Abbildung
hiy — f in geeigneter Weise = / hpydz — / fdx (14)
M m

nach Abschnitt 20.27 sollte man in (14) eine Folge von Treppenfunktionen {hy} mit hy(z) — f(z) f.4.
auf M betrachten, aber es gibt zu viele konvergente Folgen fiir einen konsistenten Integralbegriff.

m Beispiel 20.34
Betrachte f = 0 auf R, withle beliebige Folge {ax} C R, dazu eine Treppenfunktion

() = {k o auf (0, 1)

0 sonst

Offenbar konvergiert hy, gegen 0 f.ii. auf R und man hat hy — 0 fii. auf R und [; hxdz = oy
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= je nach Wahl der Folge «,, liegt ganz unterschiedliches Konvergenzverhalten der Folge
Jg hi da vor

= kein eindeutiger Grenzwert in (14) moglich

= stérkerer Konvergenzbegriff in (14) notig

Motivation:
e Nur monotone Folgen von Treppenfunktionen, oder

e Beschrénktheit aus Folgerung 20.33 erhalten
= jeweils gleiches Ergebnis, jedoch ist die 1. Variante technisch etwas aufwendiger

Beschranktheit aus Folgerung 20.33 c) bedeutet insbesondere

‘/thdx/Mfdx —'/thfdm

man definiert: hy — f gdw. [, |hp — fldz — 0
= Integralabbildung stetig beziiglich dieser Konvergenz.

Wegen [, |hy —hi|da < [ |he — fldz+ [,, |k — f|dz miisste [,, |y — hi| d 2 klein sein Vh, [ grok.

S/ |he — flda VEk
M

20.6. LEBESGUE-Integral

Definition (L-CHAUCHY-Folge, LEBESGUE-Integral)
Sei M C R™ messbar, Folge {hy} in T (M) heift L'-CaucHy-Folge (kurz L1-CF), falls

V€>03k‘0€N2/‘hk7hl|d(E<€ Vh,l > ko
M

Messbare Funktion f : D C R™ — R heift integrierbar auf M C D, falls Folge von Treppenfunk-

tionen {hy} in TY(M) existiert mit {hy} ist L1-CF auf M und Hj — f f.ii. auf M. (16)
Fiir integrierbare Funktion f heifit eine solche Folge {hs} zugehérige L!-CF auf M.

Formel (3)
Wegen unbekannt

‘/thdx—/Mhldx = ‘/M(hk—hl)dm

ist { [, hiw dz} CavcHy-Folge in R und somit konvergent.

Folgerung 20.33
< / \hi, — i dz (17)
M

Der Grenzwert

/ fdz:= | f(x)dz:= lim hipdx (18)
m M k—oo Jar

heiftt (LEBESGUE)-Integral von f auf M.

Hinweis: Integrale unter dem Grenzwert in (18) sind elementare Integrale geméf (13).
Sprechweise: f integrierbar auf M bedeutet stets f : D C R"® — R messbar und M C D messbar

Definition (Menge der integrierbaren Funktionen)
Menge der auf M integrierbaren Funktionen ist

LY(M) := {f:M cR" - R| f integierbar auf M}
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» Bemerkung 20.35
a) Integral in (18) kann als vorzeichenbehaftetes Volumen des Zylinders im R™*! unter (iiber)
dem Graphen von f interpretiert werden.

b) Sei 0 < hy < hy < ... monotone Folge von integrierbaren Treppenfunktionen mit hy, — f f.i.
auf M und sei Folge { [}, hy dz} in R beschrénkt
= (18) gilt und monotone Folge { [ hydx} konvergiert in R (d.h. {h;} ist L'-CF zu f)

c¢) {hx} aus Beispiel 20.34 ist nur dann L!-CF, falls ay — 0.

Frage: Ist die Definition des Integrals in (18) unabhingig von der Wahl einer konkreten L'-CF {h;}
zu f7

Satz 20.36
Definition des Integrals in (18) ist unabhingig von der speziellen Wahl einer L'-CF {h;} zu f.

Vgl. Integral [ 2 hdw einer Treppenfunktion geméf (13) mit dem in (18):

Offenbar ist konstante Folge {hj} mit hy = h Vk L'-CF zu h

Abschnitt 20.36
(18)

Folgerung 20.37

Fiir eine Treppenfunktion stimmt das in (13) definierte elementare Integral mit dem in (18) defi-

nierte Integral {iberein. Insbesondere ist der vor (13) eingefiihrte Begriff integrierbar mit dem in
(16) identisch
= wichtige Identitédt (13) mit Treppenfunktion y s fir |M| < oo:

Integral [,, hdz in (18) stimmt mit elementarem Integral in (13) {iberein.

|M\:/ ldx:/ dz VM € R, M messbar,
M M

d.h. das Integral liefert Mafs fiir messbare Mengen.

Beweis (Abschnitt 20.36). beachte: alle Integrale im Beweis sind elementare Integrale geméaf (13).

e Sei f: M C R — R integrierbar und seien {hy}, {hx} zugehérigen L'-CF in T*(M).
= Ve >0 Jko mit

|(hk+ﬁk)f(hl+ﬁl)\dx§/ |h — ha| 4 |y — bu|da < e VE, 1> ko
M

M

= {hy — hy,} ist L'-CF mit (hx — hg) — 0 f.ii. auf M.

Da {[,, hxdz}, {[,, hx dz} in R konvergieren, bleibt zu zeigen: {hx} ist L'-CF in T"(M) mit hy — 0
f.d. auf M

k—oo

= [ hpdz£2=0 (19)
M
Da Konvergenz von { [, hi dz} bereits bekannt ist, reicht es, den Grenzwert fiir eine TF zu zeigen.
o Wihle TF derart, dass [, |hx — hi|da < 5 Vk > 1
Fixiere | € N und definiere M; := {z € M | hi(z) # 0}, offenbar ist M messbar mit |M;| < co.

Sei nun ¢; 1= m falls |M;| > 0 und ¢, = 1 falls |M;| = 0.
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Weiterhin sei My i, := {z € M, | |hx(x)| > &}, und fiir & > folgt

M M M, M\ M,

g/ |hk|dx+/ |hk|dx+/ \hk—hl\dx—i—/ i d
M\M; My, M\M,; M\ M,
——_— ———

=0

1
§61|Ml|—|—/ |hk—hl|dI+/ |hl‘d$+§
Mk Mk

1 1 1
§§+?+Cl'|Ml,k|+§
mit ¢; := sup |hi(z)|, Ik > | mit Abschnitt 20.31 folgt |[{z € M, | |hx(x)| > &1}] < m Vk > ki
xeM
= /hkdx S%Vk>kl
M 2
L hrpdz — 0

beliebig M

Satz 20.38 (Rechenregeln)
Seien f, g integrierbar auf M C R”, ¢ € R. Dann

a) (Linearitét) f 4 g, cf sind integrierbar auf M mit

/Mfigdx:/Mfdx—i—/Mgdx

/cfdx:c/ fdzx
M M
b) Sei M C M messbar

= fx,7 ist integrierbar auf M und f ist integrierbar auf M mit

/Mf.Xde:/Mfdx

c) Sei M = My U M, fiir My, Ms disjunkt und messbar
= f ist integrierbar auf M; und M5 mit

/ fdx = fdx+ fdx
M M,

Mo

d) Sei f = f f.ii. auf M
= f ist integrierbar auf M mit

/Mfdx: /Mfdx

e) Die Nullfortsetung f : R — R von f (vgl. Abschnitt 20.24) ist auf jeder messbaren Menge
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M C R™ integrierbar mit

/Mm\?[fdx N /M?dw

Aussage d) bedeutet, dass eine Anderung der Funktionswerte von f auf einer Nullmenge das Integral
nicht verdndert.
Beweis. Seien {hy} und {hy} aus T"(R)" L'-CF zu f und g.
zu a) Esist hy + hy — f + g f.4. auf M.
Wegen

(hk—l—fzk)—(hl—i—fuﬂdxg/ |hk—hl|d$+/ \Ek—ﬁl\dx
M M

|
M

=L-CF, < ¢ =L'-CF, < ¢

ist {hx + hx} L*-CF zu f +g.
= f + g ist integrierbar auf M und Grenziibergang in

hie +hedz= | hpdz+ | hedz
M M M

liefert die Behauptung fiir f + g.
Analog zu cf. Wegen f — g = f + (—g) folgt die letzte Behauptung.

zu b) Offenbar ist {xmn, } L'-CF zu x f und {hy} L'-CF zu f auf M.
Mit

/hkdexz ~hkdav Vk € N
M N

folgt die Behauptung durch Grenziibergang.

zu ¢) Nach b) ist f auf M7 und M integrierbar. Wegen f = xar, f + X, f folgt die Behauptung aus a) und
b).

zu d) Da {hy} auch L'-CF zu f ist, folgt die Integrierbarkeit mit dem gleichen Integral.
zu e) Esist {x,mht} L'-CF zu f auf M N M und auch zu f auf M. Damit folgt die Behauptung. O

Satz 20.39 (Eigenschaften)
Es gilt
a) (Integierbarkeit) Fiir f : M C R” — R messbar gilt:
f integrierbar auf M < |f| integrierbar auf M
b) (Beschrénktheit) Sei f integrierbar auf M, dann

= e

¢) (Monotonie) Seien f, g integrierbar auf M. Dann

f<gti auft M = /fdxﬁ/gdx
M M

d) Sei f integrierbar auf M, dann

/ Ifldz=0 & f=0-fi.
M
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In

Analogie zur Treppenfunktion ist || f||; := [,, | f|d @ auf L' (M) eine Halbnorm, aber keine Norm

(Ifll =0 f =0). ||f|l: heikt L!-Halbnorm von f.

Hinweis: Eine lineare Abbildung A : X — Y ist beschrinkt, wenn ||Az|ly < c||z|x

=

Begriff der Beschrinktheit in b).

Bewets.

zu a)

zu b)

zu ¢)

zu a)

zu d)

Sei f integrierbar auf M und sei {hx} L'-CF zu f
= |hi| — |f] f.4. auf M.

F
Wegen [, ||hx] — || d
= |f]| ist integrierbar.

olgerung 20.3
<

3
Jos 1k — | d @ ist {|hg|} L'-CF zu |f|

beachte: andere Richtung spéter
Fiir eine L'-CF {h4} zu f gilt nach Folgerung 20.33 c):

’/ hirdz g/ \hk|dx
M M

Da {|hx|} L'-CF zu |f| ist, folgt die Behauptung durch Grenziibergang.
Nach den Rechenregeln ist g — f integrierbar, wegen |g — f| = g — f f.i.. auf M folgt

b) schni .38 a
/g—fdm S/ g — flda APehTLE0E )/ gdw—/ fdz
M M M M
= Behauptung

fiir ,,<=* wahle f* (f = fT — f7) jeweils eine monotone Folge von TF {hf} geméaf Folgerung 20.28.
Folglich liefert Hy = hz — h,; eine Folge von TF mit hy — f f.ii. auf M.

Wegen |hi| < |f] £il. auf M ist [, |he|dx < [, |f]dz.
Folglich ist die monotone Folge [}, |hx|dx in R beschrankt
= konvergent.

0<

Da hki jeweils das Vorzeichen wie f* haben und die Folge monoton ist, gilt

[[he] = |hill = [ha| = [he| = [he — hi| YU >k

/|hl—hk|dx:/ |hl|—|hk\dx:‘/ \hl|dx—/ | d z
M M M M

Als konvergente Folge ist { [, |hx|d2} CavucHy-Folge in R und folglich ist {hx} L'-CF und sogar L'-CF
zu f

= f integrierbar
Fiir f =0 f.ii. auf M ist offenbar [, |f|dz = 0.
Seinun [, |f|dz =0, mit My :={x € M ||f| > ;} Vk € N ist

1 1
O:/ |f\dm+/ |f|da:2/ de+/ —dxz > —|Mg| >0
MA\M, My, MA\M, Y k

= |Mgi| =0 Vk, wegen {f # 0} = Upcny Mi

= {f#0} <) IMi|=0

k=1
= Behauptung O

und somit auch

vi>k

Folgerung 20.40
Sei f auf M integrierbar

a) Fir ag, as € R gilt:
ap < f<agfi.auf M = al\M|§/ fdx < as|M)|
M

b) Esgilt f>0fi. auf M = [, fdz>0
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) Es gilt: M C M messbar, f >0 f.ii. auf M

= /fdx</fd:1c

(linkes Integral nach Abschnitt 20.38 b))
Beweis.

zu a) Wegen [, o;da = o;|M| fiir [M| endlich folgt a) direkt aus der Monotonie des Integrals.
zu b) folgt mit a1 = 0 aus a)

zu c¢) folgt, da x; - f < f f.i. auf M und aus der Monotonie O

In der Voriiberlegung zum Integral wurde eine gewisse Stetigkeit der Integralabbildung angestrebt. Das
Integral ist beziiglich der L'-Halbnorm stetig.

Satz 20.41 -
Seien f, fr : D C R™ — R integrierbar auf M C R™ und sei

lim /M fo—fldz=0 (lfc — £ = 0)

= lim/fkdx:/fdm
k—oo Jar M

Weiterhin gibt es eine Teilfolge {fi/} mit frr — f f.ii. auf M.

Beweis. Aus der Beschranktheit nach Abschnitt 20.39 folgt

fkdx—/ fdz| <
M M

k—0

|fk—f|dx—>0

= 1. Konvergenzaussage

Wiihle nun eine TF {fx, }; mit [, [fx, — fldz < ;47 VI € N.
Fiir € > 0 sei M, := {z € M | limsup |fx, — f| > ¢}
l— o0

= M. C | J{Ifs, —fl>e} Vi €N

l=y
= Ms<§|{fkl—f|>a}|<€§/Mfkl—f|dz<sz_21+l L
= M. =0Ve>0

l—o00

= fr, 22 f £l auf M

VjeN

Satz 20.42 (Majorantenkriterium)

Seien f, g: D C R” — R messbar, M messbar, |f| < g f.ii. auf M, g integrierbar auf M
= f integrierbar auf M

Man nennt g auch integrierbare Majorante von f.

Lemma 20.43

Sei f: D C R® — R messbar auf M, sei f > 0 auf M und sei {h;,} Folge von Treppenfunktionen
mit

0<h;<hyg<...<f und / hy d z beschrankt (20)
M
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= {hy} ist L'-CF zu f und falls {h} — f f.i. auf M ist f integrierbar (vgl Folgerung 20.28)

Beweis. Offenbar sind alle hj integrierbar und wegen der Monotonie gilt

/hkdl‘—/ hldx
M M

Da {fM hi dx} konvergent ist in R als monoton beschrankte Folge ist diese CF in R
= {hy} ist L'-CF

Falls noch hy — f f.ii. = {hy} ist L'-CF zu f = f ist integrierbar O
Bewets (Abschnitt 20.42). (mit f auch |f| mesbbar nach Folgerung 20.28)

:/ lhe — hi|dz Yk > 1
M

Es existiert eine Folge {hx} von Treppenfunktionen mit
0<hi<hy <...<|f|<yg

auf M und {ht} — |f| f.4. auf M.
Da { [,, hx d z} beschrinkt ist in R da g integrierbar ist
Abschnitt 2043 ¢y 3 o [1CF g |f|
= |f| integrierbar
Lbechnith 20.39 f integrierbar auf M O

Folgerung 20.44 -
Seien f, g : M C R™ — R messbar, |M| endlich. Dann

a) Falls f beschrankt ist auf M, dann ist f integrierbar auf M

b) Sei f beschrinkt und g integrierbar auf M
= f - g ist integrierbar auf M

Hinweis: Folglich sind stetige Funktionen auf kompaktem M integrierbar (vgl. Theorem von Weierstraf)

Beweits. Sei |f| < a auf M fiir a € Q
zu a) = konstante Funktion f; = « ist integrierbare Majorante von |f]

Majoranten-

zu b) Mit fo = - |g| ist f2 integrierbare Majorante zu |f - g| Behauptung O

kriterium

20.7. Grenzwertsatze

/ v Jedo AN I} [ dx Vertauschbarkeit von Integration und Grenziibergang ist zentrale Frage — grund-
legende Grenzwertsitze [, [fr — fldz — 0

Theorem 20.45 (Lemma von Fatou)

Seien fi : D C R™ — [0, 00] integrierbar auf M C D Vk € N

= f(z):= likm inf f(x) Vo € M ist integrierbar auf M und
—00

(/ fdx:)/ liminffkdxgliminf/ frda,

falls der Grenzwert rechts existiert.

Keine Gleichheit hat man z.B. fiir {h;} aus Beispiel 20.34 mit ay = 1 Vk

hy = {h-ak T € [0,%]
0 sonst
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Dann

/liminfhkdm:/ 0dz =0 <liminf | hpydz =1
M M

k—o0 k—oo  Jr
Beweis. Auf Mist 0<gx:=inf i < f; Vj >k, keN, g1 <go <... und lim gy = liminf fx = f
1>k k—oco k—oo

Alle gi sind messbar nach Abschnitt 20.26, Abschnitt 20.42

Fir jedes k € N wihlen wir geméf Folgerung 20.28 eine Folge {hy, }; von Treppenfunktionen mit 0 < hy, <
iy < ..o < Gy hiy 22 gi £.i1 auf M.
Nach Abschnitt 20.43 ist {h, }; L'-CF zu G-

Anwendung von Abschnitt 20.31 auf gr — f auf By (0) N M
= JAj, C R" messbar mit |A}| < 5 und (gef. TF) |gr — f| < ¢ auf (B(0) N M)\ Al.

Analog fiir Folge hy, 2% gk 1 A% C R* mit |AY| < st und (evtl. TF) |hy, — gi| < ¢ auf (Bx(0) N M)\ A
Setzte Ay = A}, U A}, offenbar |Ax| < 2%, hi = hy,

Definiere rekursiv hy := hl,jzk = Iyax(ﬁk_l, hi)

:>hk§ilkSgkgfkundhk_lgthkGN
—Ungl

- N -
= e —fI < lhe = gr| + gk — fI < [he — gkl + [gr — fI < § auf (Br(0) N M) \ Ag.
Mit A; := 72, Ak folgt |4 < 525 und |hx — f| < 2 auf (Bi(0) N M)\ A Vk > 1.
Folglich h; — f f.ii. auf M und wegen der Monotonie ist {hy} L'-CF zu f
Def .. ~ Monotonie . .
= [, fdz = kli)n;othkdx < hkn_l)g;ffokdx
= Behauptung O

Theorem 20.46 (Monotone Konvergenz)
Seien fr : D C R™ — R integrierbar auf M € D Vk € Nmit f; < fo < ... fi. auf M
= f ist integrierbar auf M und

(/Mfdm=> /MleI&fk(x)dmzklirgo Mfkdm

falls der rechte Grenzwert existiert.

» Bemerkung 20.47
Abschnitt 20.46 bleibt richtig, falls man f; > fo > ... f.i. auf M hat.

Ferner ist wegen der Monotonie die Beschrianktheit der Folge { f o feda} fiir die Existenz des
Grenzwertes ausreichend.

Beweis (Abschnitt 20.46). Nach Abschnitt 20.45 ist f — f1 = klim frx — f1 integrierbar auf M und damit auch
— 00
f=U-f)+h

= /f—f1d$§ hm/ fk—fld.r
M k— o0 M
Monotonie
= lim/ fkdx—/ fidz < /fdit—/ fidz
k— o0 M M M M

/Mfffldx O
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Theorem 20.48 (Majorisierte Konvergenz)
Seien fx, g : D C R™ — R messbar fiir & € N und sei g integrierbar auf M C D mit |fz| < g f.i.
auf M Vk € Nund fy —: f f.i. auf M

=¢k§&Aﬂn—fmx:0 (21)

(/ fdmz)/ lim fydx = lim/ frdz,

wobei alle Integrale existieren.

und

Beweis. Nach dem Majorantenkriterium sind alle fi f.i. integrierbar auf M.

Nach Abschnitt 20.45 gilt:

/ 29d$:/ liminf\Zg—|fk—f||d$§liminf/ 29— |fe — fldz
M M k—oo k—oo  [ar

:>0:likminf—fM|fk—f|dx:>(21)%Behauptung O
—00

Folgerung 20.49 _

Seien f : D C R™ — R integrierbar auf M Vk € N. Sei |M| < oo und konvergieren die f —: f
gleichméfig auf M

= f ist integrierbar auf M und [,, fdz = len;o Sy frda

Bewets. Jko € N mit |fr(x)|] < |fro(z) + 1| Vz € M, k > ko.
Da fir, + 1 integrierbar auf M folgt die Behauptung aus Abschnitt 20.48. O

Theorem 20.50 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Sei M C R™ kompaket und zusammenhéngend, und sei f: M — R stetig

N ageM;/Mfdxzf(g)-|M|

Bewets. Aussage klar fiir |[M| = 0, deshalb wéhle |M| > 0.
Da f stetig auf M kompakt
—Welerstrass . 3 Minimalstelle x1 € M, Maximalstelle z2 € M und v := / fdzx
Theorem IV.15.3 M
lgerun, .
TR f(a1) < iy < fla2)
Zwischenwertsatz vy
= ——————— : = —
Theorem IV.15.11 FHeM:f(E) | M|

= Behauptung

20.8. Parameterabhingige Integrale

Sei M C R™ messbar, P C R" eine Menge von Parametern und sei f: M x P — R.

Betrachte parameterabhingige Funktion

F@%=%;ﬂ%mdm (22)
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Satz 20.51 (Stetigkeit)
Seien M C R™ messbar, P C R™ und f: M x P — R eine Funktion mit

e f(-,p) messbar Vp € P
o f(x, ) stetig fur fa. x € M
Weiterhin gebe es integrierbare Funktion g : M — R mit
o |f(z,p)| < g(z) fir fa. x € M
= Integrale in (22) existieren Vp € P und F ist stetig auf P.

Beweis. f(-,p) ist integrierbar auf M Vp € P nach Abschnitt 20.42.
Fixiere p und {px} in P mit py — p.
Setzte fi(z) := f(x,pr)

Abschnitt 20.48
4

Stetigkeit von f(z, - ) liefert fi(x) = f(z, pr) —— f(z, p) fiir fa. 2 € M. peP
beliebig

F(pk) = f]\{ fk(l‘)dI - f[w f($7p)dl' = F(J
Behauptung

Satz 20.52 (Differenzierbarkeit)
Seien M C R™ messbar, P C R™ offen und f : M x P — R mit f(-,p) integrierbar auf M Vp € P.
und

o f(x, ) stetig diffbar auf P fiir fa. z € M

Weiterhin gebe es eine integrierbare Funktion g : M — R mit
o |fp(z,p)| < g(x) fir fa. z € M und Vp € P

= F aus (22) ist diffbar auf P mit

F(p) = /M i) (23)

Hinweis: Das Integral in (23) ist komponentenweise zu verstehen und liefert fiir jedes p € P einen Wert
im R™.

Betrachtet man fiir p = (p1,...,pm) € R™ nur p; als Parameter und fixiert andere p;, dann liefert
(23) die partielle ABleitung F), (p) = [ fp,(z,p)dz fir j=1,...,m.

Beweis. Konigsberger: Analysis 2 (Abschnitt 8.4) d

20.9. RIEMANN-Integral

Der klassische Integralbegriff hat konzeptionelle Bedeutung (Einfiihrung etwas einfacher, keine messba-
ren Mengen und Funktionen)
= weniger Leistungsfiahig (Anwendung nur in speziellen Situationen)

ebenfalls: Approximation von der zu integrierenden Funktion f durch geeignete Treppenfunktionen

Sei f:Q CR" — R mit Q € Q eine beschrankte Funktion. Betrachte die Menge der Treppenfunk-
tionen To(@), der Form

! !
h = chij mit U Q; =Q,
j=1

j=1
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Q; € Q paarweise disjunkt, ¢; € R.

Quader {Q,};=1,...; werden als Zerlegung zugehdrig zu h bezeichnet.

Definition (Feinheit, RIEMANN-Summe, RIEMANN-Folge)
Fiir Quader Q' = F{ x ... x F, € Q mit Intervallen F; C R heift o¢ := max || (|}] - Intervall-
J

lange) Feinheit von Q' (setzte oy = 0).

Fir h = 22:1 ¢jXq@, heikt op := maxoq, Feinheit zur Treppenfunktion h.

Treppenfunktion h = 2221 cixqQ;, € To(Q) heift zuldssig (RIEMANN-zuldsssig) fiir f falls Vj
dz; € Q; : ¢j = f(x;), d.h. auf jedem Quader Q; stimmt h mit f in (mindestens) einem Punkt x;
iiberein.

Zu zuléssigen h nennen wir S(h) := Z;‘:l ¢lQj = Z;zl f(z;) - |Q;] RIEMANN-Summe zu h.

Folge {hy} zuldssiger Treppenfunktionen zu f, deren Feinheit gegen Null geht (d.h. o, — 0) heifst
RIEMANN-Folge zu f.

f heiflt RIEMANN-integrierbar (kurz R-integrierbar) auf @, falls S € R existiert mit
S = lim S(hg) (24)
k—o0

fiir alle RIEMANN-Folgen {h;} zu f.

Grenzwert | of (z)dx := S heift RIEMANN-Integral (kurz R-Integral) von f auf Q.

Satz 20.53
Sei f:Q CR™ — R stetig und @ € Q abgeschlossen
= f ist (LEBESGUE) integrierbar und RIEMANN-Integrierbar auf @ mit R—fQ fdz = fQ fdz.

» Bemerkung 20.54
Sei f: Q@ C R™ — R beschriankt und es sei N := {z € Q | f nicht stetig in z}.

Dann kann man zeigen: f ist RIEMANN-Integrierbar, wenn n Nullmenge ist.
f ist R-integrierbar < N ist Nullmenge.

Man sieht leicht: die DIRICHLET-Funktion (Beispiel 20.17) ist auf [0, 1] nicht R-integrierbar, da
die Treppenfunktionen hg = 0 und hy = 1 auf [0, 1] mit belieb feiner Zerlegung {Q,} jeweils stets
zuléissig sind, sich jedoch in der RIEMANN-Summe 0 bzw. 1 unterscheiden. (Die DIRICHLET-Funktion
ist jedoch L-integrierbar)

Beweis (Abschnitt 20.53). Als stetige Funktion ist f auf @ messbar und beschriankt und somit L-integrierbar.

Fixiere ¢ > 0 und sei h = Zé’“zl J(wk;)xq,; RIEMANN-Folge von Treppenfunktionen zu f.

Fiir |Q| = 0 folgt die Behauptung leicht, da S(hy) =0 Vk € N

Sei nun |Q| > 0. Da f auf kompakter Menge Q gleichmifig stetig ist, existiert § > 0 mit |f(z) — f(Z)| < el
falls |z — Z|] < 4.

Da on, — 0 3ko € N: op, < o= Vk > ko
= |z — 2 <0 Ve, i € Qx, falls k> ko und |f(z) — f(2;)] < 157 Vo € Qk; mit k > ko
= ‘fodw—thkda:‘ng|f—hk|dx§ﬁ-\Q\:EVk2ko

Da S(hi) = fQ hi dx und € > 0 beliebig folgt S(hi) — fQ fdz.

Fiir jede RIEMANN-Folge {hi} zu f ist f R-integrierbar und Behauptung folgt. O
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21. Integration auf R

21.1. Integrale konkret ausrechnen

J; f dx auf Intervalle I = («, 3) C R (mit v < 8) (da Randpunkte eines Intervalls I C R nur Nullmenge
sind, konnte man statt offenem Intervall auch abgeschlossene bzw. halboffene Intervalle verwenden, ohne
den Integralwert zu &dndern)

/jfdz:/lfdx und /:fdx:/jfd:z:

(@ = —0c0 bzw. f = 400 zugelassen)
beachte: alle Intervalle sind messbare Mengen nach Abschnitt 20.18, Abschnitt 20.20.

Schreibweise:

ff fdx heilst auch bestimmtes Integral von f auf I.

Nach Abschnitt 20.18 (b):

Satz 21.1
Sei f : I — R integrierbar auf I. Dann ist I auch auf allen Teilintervallen I C I integrierbar.

Theorem 21.2 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Sei f: I — R stetig und integrierbar auf Intervall 7 C R und sei z¢ € I. Dann

a) F:I— Rmit F(z) := f;o f(y)dy Vz € I ist Stammfunktion von f auf I.
b) Fiir jede Stammfunktion F': I — R auf F gilt:

b
F(b)—F(a):/ flx)dz Va,bel (1)

» Bemerkung 21.3
e damit besitzt jede stetige Funktion auf I eine Stammfunktion

e (1) ist zentrale Formel zur Berechnung von Integralen auf f der reelen Achse; die linke Seite
in (1) schreibt man auch kurz

Beweis.
zu a Fixiere z € I. Dann gilt fiir ¢t # 0

_ T+t z o+t
w:%(/m fdy—/zofdy>:%/z fdy = o(t),

wobei nach Abschnitt 21.1 alle Integrale existieren.
L BB £ 0 36 € w3 + 1] (bzw. [o + 2] it £ < 0): () = L FO = f(&)
L2 () = lim p(t) = f(x)
= Behauptung .
zu b Fiir eine beliebige Stammfunktion F von f gilt: F(z) = F(z) 4 C fiir ein ¢ € R (vgl Satz V.20.1)
= F(b) = F(a) = F(b) - F(a) = [, fde— [ fdz= [ fda
= Behauptung O
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m Beispiel 21.4

b b
_ T2 Y2 2
/a'ywdm—Qx 2(b a®)

a

fiir a = 0: Integral = @ (Flachenformel fiir’s Dreieck)

a = —b < 0: Integral = 0 (d.h. vorzeichenbehaftete Fliche)

m Beispiel 21.5

/ sinzdz = —cosz|f =1—(-1)=2
0

Satz 21.6 (Substitution fiir bestimmte Integrale)
Sei f: I — R stetig, ¢ : I — R stetig diffbar und streng monoton, a,b € I. Dann:

b »(b)
/ f(z)dz = / Ho@)e' ) dy (2)
a »(a)

formal: ersetzte « = p(y) und dz = %z dy = ¢'(y)dy.

Ersetzung des Arguments von f durch x = ¢(y) bezeichnet man als Substitution bzw. Varia-
blentransformation

Beweis. Sei F: I — R Stammfunktion von f auf I (existiert nach Abschnitt 21.2)

Satz V.20.¢ F(p(+)) ist Stammfunktion zu f(o(-))¢'(+)
schni W71(b) / -t '
sty [T He)e 0 dy = FoW)lZn) = FO) ~ Fw) = [ s dz :
v~ 1(a “
m Beispiel 21.7
1 . #/2 /2
1 =p(x)=siny / 1 / T
- dz 2 ———— -cosydy = ldy =5
/0 V1—2a? 0o 1—sin’y 0 2
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21. Integration auf R

—-0.5 0.5
Satz 21.8 (partielle Integration fiir bestimmte Integrale)
Seien f, g : I — R stetig und F' bzw. G die zugehorigen Stammfunktionen, a,b € I. Dann

b b
/dexZFG|g—/ Fgdz

Beweis. Es gilt nach Satz V.20.2
/de:r = F(z)G(z) — /ngm

b b
:F~G|Z—/ Fgdz

und somit folgt aus (1)
b
/bdex: {/de;r} =[F-q) - {/ngx}

/1 V1—22d 1 ! —2z d
1—22dz = - / - ———=dux
0 0 o Jo 2v1 — a2
/1 1 1 — 22 o Beispiel 217 T /1 V1 22d
= — x = —— —x2dzx
o V1—2a? V1—a? 2 0
und folglich die Kreisflache von 7.

_x

4

Flache des Einheitskreises: betrachte y = v/1 — 22 und

m Beispiel 21.9
1
/ 1-v1—22dx = [:c-\/l—xﬂ

DO [rol=

= Der Viertelkreis hat die Flache f01 VvV1—-22dz =
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1.5 %

0.5 ¢

02 04 06 08 1 12 14

m Beispiel 21.10
Berechne die Fliiche zwischen den Graphen von f(z) = 22, g(x) = z + 2.

Schnittpunkte: z; = —1, o = 2

2 2 2

1 1 9

/ g—fdx:/ x+2—x2dx:[x2+2x—a:3} =-
1 -1

—1

2 3 2

Y

m Beispiel 21.11
Berechne die Fliiche zwischen den Graphen von f(z) = z(z — 1)(z + 1) = 2® — 2 und g(z) = zo.

Schnittpunkte: x; 3 = +v2, 25 =0
Betrachte g — f auf [0, v/2]

analog fi)ﬁf —gdax=1
= Gesamtfliche = 2

123



21. Integration auf R Kapitel VI: Integration

Satz 21.12 (Differenz von Funktionswerten)
Sei f: D CR™— R™, D offen, f stetig diffbar, [z,y] C D. Dann

f(y)—f(w)=/0 f’(fc+t(y—w))-(y—x)dt=/0 f(@ +t(y — 2)) dt(y — 2)

Hinweis: die linke Seite ist Element in R™ und die Integrale sind jeweils komponentenweise zu
verstehen (Mitte = R™, rechts R™"*"). Man vergleiche den Mittelwertsatz (Theorem V.19.4)
und Schrankensatz (Theorem V.19.9).

Beweis. Sei f = (f1,...,fn), ¥x : [0,1] = R mit pp(t) := fx(z+t(y — x))
= ist diffbar auf [0,1] mit ¢} (t) = f'(z + t(y — z)) - (y — x)
A f ()~ fie) = or(1) — @u(0) = fi ph(D)dt
= Behauptung -

21.2. Uneigentliche Integrale

Frage: [, fdux fiir I unbeschrénkt bzw. f unbeschrénkt?
Strategie: Verwende den Hauptsatz mittels Grenzprozess.

Satz 21.13
Sei f : [a,b] — R stetig fiir a, b € R. Dann

b
f integrierbar auf (a,b] < 1i{n / |f] dz existiert
xrya a
r#a

b a
= / fdxz = klim fdz fiir eine Folge ay, | a (3)
a — 00

o
» Bemerkung 21.14
a) Eine analoge Aussage gilt fiir f : [a,0) = R
b) Falls f beschrankt auf (a,b], dann stets integrierbar (vgl. Folgerung 20.49)
¢) Nutzen: Integrale konnen mittels Hauptsatz berechnet werden
d) Fiir uneigentliche Integrale f; fdz im Sinne von RIEMANN-Integralen muss nur Llilg folj fdx

existieren (vgl. Beispiel 21.19 unten)

Beweis. Sei ay | a, a < ax Vk und

ful) = {f(:c) auf (g, b]

0 auf (a, ag)
Offenbar ist |fi| < |fl, fx = f, |fx] = |f] .. auf (a,b).

,=* [ integrierbar auf (a,b). Mit Abschnitt 20.48 (Majorisierte Konvergenz) folgt

b b b
lim/ |fldx = lim/ |fk\dm:/ |fldx
k—oo ag k—oo |, a

= Behauptung % (3)
etrage
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»<=" Folge {|fx|} monoton wachsend,

b b
lim/ |fe]do = lim/ |fldz existiert
k—oo [, k—oo ag

majorisierte . .
f integrierbar O

Konvergenz

[ Belsplel 21.15
d z existiert fiir 0 < v < 1 und nicht fiir v > 1

OT’Y

| 1

Fﬁrv#l:/ —dz=

1 1—v a0 1
L T 1—7v

=— (1-
~ ) T

o

(keine Konvergenz fiir 1 — v < 0, v = 1: analog mit Stammfunktion In z)

Satz 21.16
sei f : [a,+00] = R stetig, dann

B
f integrierbar auf [a,+00] < lim / |f]dz existiert
B—o0 Ja
Bk
:>/ fdx = hm f dx fiir eine Folge B — oo

» Bemerkung 21.17
Analoge Bemerkungen wie in Bemerkung 21.14

Beweis. Analog zu Abschnitt 21.13 O
m Beispiel 21.18

o0
1
/ oo d zexistiert fiir v > 1 und nicht fir 0 <y <1
1 :1:

Fiir v # 1:

Br Bie
/kidx_ 1 1—y k: ! — (18} 1-7) B oo, 1
P2 A v-1

falls 1 — v < 0 (keine Konvergenz fiir 1 — v > 0, v = 1 analog mit Stammfunktion In )
m Beispiel 21.19

o .
sin
dz
O :I;

Offenbar ist f(k 1) || dy > L f(k 1 |sinz|dx = = Vk > 1 (vgl. Beispiel 21.5)

km
1
:>/ dxsz fIH—OOH)o
0 i)

= ST picht integrierbar auf (0, co)

sinx
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aber:

s, cosl cosp B cosz
—sinzdx = — — dzx
1z 1 B 1 2

T

Wegen ‘C‘;%| < g:% VY #£ 0, g:% ist integrierbar nach Beispiel 21.18

cosx
= lim 3 d x existiert nach Abschnitt 20.42
B—oo Jq x
. sinx
= lim

dx existiert = fOOO Sigx (— g) existiert als uneigentliches Integral im Sinne

des RIEMANN-Integral (vgl Bemerkung 21.14), aber nicht als LEBESGUE-Integral.

B—00 1 x
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22. Satz von FUBINI und Mehrfachintegrale Kapitel VI: Integration

22. Satz von FUBINI und Mehrfachintegrale

Ziel: Reduktion der Berechnung von Integralen auf R™ [, fdz auf Integrale iiber R.

Betrachte Integrale auf X x Y mit X =RP,| Y =RY, (z,y) € X x Y. |M|x MaR auf X, Qx Quader
in X usw.

Theorem 22.1 (FUBINI)
Sei f: X xY — R integrierbar auf X x Y. Dann

a) Fiir Nullmenge N C Y ist « — f(xz,y) integrierbar auf X Vy € Y\ N
b) Jedes F : Y — R mit F(y) := [, f(z,y)dx Yy € Y \ N ist integrierbar auf ¥ und

/Xxyf(x,y)d(r,y):/y Fdy= [ ([ feuds)ay 1)

Definition (iteriertes Integral, Mehrfachintegral)
Rechte Seite in (1) heilt iteriertes Integral bzw. Mehrfachintegral.

» Bemerkung 22.2
Analoge Aussage gilt bei Vertauschungen von X und Y mit

f(z,y)d(z,y) = f(z,y)dyda (2)
Lo s

Abschnitt 22.1 mit f = xn fiir Nullmenge N C X x Y liefert Beschreibung von Nullmengen in
X xY.

Folgerung 22.3
Sei N C X xY Nullmenge und Ny :={z € X | (z,y) € N}
= 3 Nullmenge N C Y mit [Ny|x =0Vy e Y\ N

Hinweis: N # 0 tritt z.B. auch auf fir N =R x Q C R x R (N = Q)

Beweis (Abschnitt 22.1, Folgerung 22.3).
a) Zeige: Abschnitt 22.1 gilt fir f = xa mit M C X X Y messbar, |M|xxy < 0o
. Hij € Oxxvy, paarweise disjunkt fiir festes & mit M C U].EN ij =: Ry

- 1
M| <) 1Qu,| < M|+ 1 Rir C Re (3)

Jj=1

Wihle Qi € Qx, QF; € Qv mit Qx; = Qi x Q, Vk,j €N
Mit My :={z € X | (z,y) € M} gilt:

My x <30 1Qh x - xay, (0) = ¥ny) € 0.0c] Wy ey (4)

j=1

Fiir festes k ist y — ¢y, (y) = ZJ 1 \Qk |x - XQx, (y) monoton wachense Folge und Treppenfuntion
in TH(Y) mit o (y) = hm Vi, (y)

> [ duto Yy =310k 1Ll = 3 1@ ey & M+
j=1 j=1
Nach Abschnitt 20.43 ist {1k, }: L'-CF zu ¢y und ¢y ist integrierbar auf ¥ mit

(3) > 3) 1
M [ vdy =3 1Qu ey < M1+ (5)
v 2 K
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22. Satz von FUBINI und Mehrfachintegrale Kapitel VI: Integration

Da {41} monoton fallend (wegen Rii1 C Ry), existiert ¥(y) = klim Yr(y) >0Vy €Y.
— 00

Grenzwert (5) mittels majorisierter Konvergenz liefert

\M\:/ywdy (6)

Falls |M| = 0, folgt ¥(y) =0 f.i. auf Y
= Folgerung 22.3 bewiesen.

{xr, } monoton fallend mit ¢r, — xa f.i. auf X x Y und xg, integrierbar auf X xY

= {xr,} ist L'-CF zu xa und

/ Uy d(z,y) > [ xard(z,y).
X XY

XXY

e Nach Folgerung 22.3 existiert Nullmenge N C Y mit xr, (-,y) = xm(-,y) f.i. auf X Vy € Y\ N
% XRy (+,y) integrierbar auf X Vk € N, y € Y\ N

majorisierte

xm(+,y) integrierbar auf X Vy € Y\ N mit

Konvergenz
Y(y) = / XR, (@,y)dx — / xum(z,y)dy
X X
fir fa. y €Y
6
& XM(x,y)d(w,y):lM\:/ (/ xm(x,y)drr)dy
XXY y \Ux
e D.h. Behauptung fiir f = xm

Linearitat

Behauptung richtig fiir alle Treppenfunktionen

des Integrals

b) Sei f > 0 integrierbar auf X x Y
Wiéhle zu f monotone Folge von Treppenfunktionen {hj} gemif Folgerung 20.28

= hk(:p,y)d(m,y)a:)/ (/ hkdx)dy
X XY y \Jx
Analog zu a) folgt: hy(-,y) — f(-,y) f.4. auf X fir fa. y €Y

Majorisierte Behauptung fiir f.

Konvergenz

Allgemein: Zerlege f = —f~ + f* und argumentiere fiir f* separat. O

Satz 22.4 (Satz von TONELLI)
Sei f: X XY — R messbar. Dann

£ integrierbar > /Y</X|f(x,y)|dx>dy oder /X(/Y|f(m,y)dy>dx (7)

existiert.

» Bemerkung 22.5
a) Falls eines der iterierten Integrale (7) mit |f| existieren, dann gelte (1), (2)

b) Existiert z.B. [, ([y [f|d#)dy heikt dies: 3 Nullmenge N C Y mit
Fly) = [ 1 plds ey \§

und mit F(y) := 0 Vy € N ist F integrierbar auf ¥

Beweis.

»,2= Mit f auch |f| integrierbar und die Behauptung folgt aus Abschnitt 22.1
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22. Satz von FUBINI und Mehrfachintegrale Kapitel VI: Integration

= Sei Wi = (—k, k)P*" € X x Y Wiirfel, fr :=€ {|f],k - xw, }
= f ist integrierbar auf X x Y
Offenbar sind die {fx} wachsend, fr — |f| f.ii. auf X x Y. Falls oberes Integral in (7) existiert, gilt

[ teaan ™2 [ ([ gac)ay< [ ([ inae)ay<o

= {[x.y fed(z,y)} beschrinkte Folge

Majorisierte Abschnitt 20.39
———— |f| integrierbar —————=> f integrierbar = Behauptung O
Konvergenz

Folgerung 22.6
Sei f : R™ — R integrierbar auf R, z = (z1,...,z,) € R

= Rnf(x)dx:/ </fx1 dx1> da, (8)

Beweis. Mehrfachanwendung von Abschnitt 22.1 ]
» Bemerkung 22.7
1) Die Reihenfolge der Integration in (8) ist beliebig

2) Integrale reduzieren die Integration auf reelle Integrale iiber R

3) Fir [,, fdaxist (xarf) geméh (8) zu integrieren, wo ggf. [, ... durch f: ... mit geeigneten
Grenzen ersetzt wird.

m Beispiel 22.8
Sei f: M C R? — R stetig, M = [a,b] X [c,d]

= f messbar, beschrankt auf M
= f integrierbar auf M

= xaf ist integrierbar auf R?

- /Mfdx:/RzXMfdx:/RAXM($17$2)f($1,$2)dx1dx2

b d b
Z// X[c,d](%)f(xl,m)dmdmz=/ / flz1,20)da; das
RJa c a
Z.B. f(x1,29) =7 - smmg7 = [0,1] x [0, 7]
1
= /fdxf/ / risinzodaxidzy = / Bx%sinxg} dzo
0

1 T
:/ —sinxodarys = |—=cosxzy| =1
0 2 2 o

m Beispiel 22.9
Sei f: M C R? — R stetig, M = {(,y) | 2% +y* = 1}

= xuf integrierbar auf R?

Vi—zZ
é/fdzy //XMfdydx—/ / flz,y)dyda
Vi—z?
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ZB. f(z,y) =yl
V1i—z2 1 1 11—z
= /|y|dxy—2// ydydx—?/ {2 2} dz
1

1
1 4
=2 1—2¥)de= |z — -2 =2
/_12( r?)dx = [Jc 3x}1 3
m Beispiel 22.10

Sei f: M C R3 — R stetig, M Tetraeder mit Ecken 0, e, e, €3

1—z l—z— y
fd(z,y,2) / / / f(z,y,2)dzdydx
M

Z.B: f(z,y,z) =1

1 1—x l—xz—y 1 -z
/ ld(x,y,z):/ / / f(mw,z)dzdydx:/ / 2o " Vdydz
M 0o Jo 0 0o Jo

1 - 1 v 1 22
= 0/0 l—a:—ydydzz/o[y—my—?]yzodxz/o §—x+?dx

_1

=
das Volumen eines Tetraeders.

22.1. Integration durch Koordinatentransformation

Definition (Diffeomorphismus, diffeomorph)
Sei f:U C K™ — V C K™ bijektiv, wobei U, V offen.

f heifit Diffeomorphismus, falls f und f~! stetig diffbar auf U bzw. V sind.
U und V heifen dann diffeomorph.

Theorem 22.11 (Transformationssatz)
Seien U, V C R” offen, ¢ : U — V Diffeomorphismus. Dann

f:V — R integrierbar < f(o(-))|det¢'(y)| : U — R integrierbar

| el wldy= [ f@a )

Beweis. Vgl. Literatur (z.B. Konigsberger Analysis 2, Kapitel 9) O

und es gilt

Sei U = Q € Q Wiirfel, V := ¢(Q), § E Q = = o(9)
10% V= [, ldy = [, |det¢'(y)| dy < " Idet ¢’ (§)] - |Q|, d.h. | det ¢/ ()| beschreibt (infinitesimale)
relative Verdnderung des Mafes unter Transformation .

m Beispiel 22.12
Sei V = Bg(0) C R3 Kugel mit Radius R > 0.

4
Zeige: |Br(0)| —/ 1d(z,y,2) = §7TR3
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22. Satz von FUBINI und Mehrfachintegrale Kapitel VI: Integration

Benutze Kugelkoordinaten (Polarkoordinaten in R?) mit

T 7 cos a cos 3
y | =¢lr,a,B):= | rsinacos
z rsin 8

Fiir (r,o, 8) € U : (0,R) x (—m,7) x (-3, g)
Mit H :={(2,0,2) € R |2 <0} und V :=V \ H gilt: |H|gs =0
p:U— V diffbar, injektiv, und

cosacosS —rsinacosf —rcosasinf
o'(r,a,B) = | sinacos B rcosacosf  —rsinasinf
sin 3 0 7 cos 8

= Definiere ¢'(r,a, 8) = r?cos B # 0 auf U

ELLE1A ¢ : U — V ist Diffeomorphismus

= |BR(0)|:/Vld(x,y,z):/~ 1d(:1:,y,z)+/ 1d(z,y, 2)

14 H

T A
Q[ aetgraplardads+jm ™ [0 [0 [" 2espasdads
U 0 —-TJ =3

R T - R T R
:/ / [TQSinmfdeédrz/ / 27"2dad7“:/ drr?dr
0 - 2 0 - 0
4 R

4
= —71R?
0 3

= —mrd

3

m Beispiel 22.13 (Rotationskdrper im R3)
Sei g : [a,b] — [0, 00| stetiger, rotierender Graphen von g um die z-Achse.
— Bestimme das Volumen des (offenen) Rotationskérpers V' C R3.

Benutze Zylinderkoordinaten:

x 7 COS (v
y| =¢(ra,z):=|rsina
z z

auf
U={(r,a,z) €eR*| 7 €(0,9(2)),a € (—m,7),2 € (a,b)},

mit H := {(z,0,2) € R |z <0}, V:=V \ H gilt [H| =0 und ¢ : U — V diffbar, injektiv, sowie

cosae —rsina 0
O(rya,z) = | sina rcosa 0| =r>0aufU
0 0 1

Sate 278 ¢ : U — V ist Diffeomorphismus

V messbar (da offen) = V messbar, und offenbar f = 1 integrierbar auf V
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= W=7 = [ 1dG2) D [ et 2)] a(z..2)
1% U
o b T g(2) b T 279(2)
Fugm// / rdrdadz:// {T} dadz
a —m JO a —T 2 0
b

= /ab/:;g(;ydadz :ﬂ/a g(2)?dz

Z.B. g(z) = R auf [a,b]: |[V]| =7 fab R*dz = nR%*(b — a) (Volumen des Kreiszylinders)
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Kapitel VII
Daifferentiation I1

23. Hohere Ableitungen und TAYLOR-scher Satz

Vorbetrachtung: Sei X endlich dimensionaler, normierter Raum iiber K (d.. Vektorraum tiber K mit
Norm || - ||, dim X =1 € N).

Offebar sind X und K' isomorph als Vektorraum, schreibe X = K!, z.B. X = L(K", K™) = K™",
Firg: D C K™ — X, D offen, kann man die bisherigen Resultate beziiglich der Ableitung {ibertragen.
¢'(z) € L(K™, X) heift Ableitung von g im Punkt z € D, falls

gz +y) =g(x)+ g =)y +oyl), y =0

Definition (zweite Ableitung)
Betrachte nun f : D C K™ — K™, D offen, f diffbar auf D. Falls g := f': D — L(K", K™) =: i,
diffbar in z € D ist, heifst

f'(x) = g'(x) € L(K", Y1) = L(K", L(K",K™) ) (1)
————

S mxn

zweite Ableitung von f in X.
Offenbar gilt dann:

flle+y) = f(=)+ f"(@)y+o(lyl), y =0
bzw.

flaty) z=f(2) 2+ (f'@@) y)zto(yl) -z Vze K" (2)
eKmxn

—_——

Interpretation: Betrachte f”(x) als kubische bzw. 3-dimensionale ,Matrix* (heift auch Tensor 3.
Ordnung).

beachte: Ausdruck fir f/(z 4 y) - z ist jeweils linear in y und z.
Frage: hohere Ableitungen, d.h. von f”: D — L(K™ Y7) usw.
Offenbar:
g2 = LK™, Y1) = L(K", L(K"K™)) = L(K", K™") = L(K", K™*™) = K™
n n m-n?\ ~ k-n?
g3 = LK™, Y) = L(K", K™°) & KK

I

Endlich dimenionale, normierte Rdume, man kann rekursiv Vk € N definieren:
(i) (Raume)
Y, = K" mit | .|
Yit1 := L(K™,Yy) mit Standardnormen ||A||g+1 = sup ||Az|ly, (vgl. Satz 13.8),
|z|<1

133



23. Hohere Ableitungen und TAYLOR-scher Satz Kapitel VII: Differentiation 11

. ~ nk .
analog zu oben ist Yz =2 K™ ™ | Y; normierter Raum

(ii) (Ableitungen)

fO .= f.:Dc K" — K™, D offen.
Falls f*) : D — Y}, diffbar in 2 € D heifit

fED@) = () (@) € LK™ 1)

(k + 1)-te Ableitung von f in z. (beachte: f(V)(z) = f'(x))

Somit gilt:
P @ +y) = FP @)+ 5D (@) -y +o(lyl) (€ Vi), y = 0 3)

Definition (k-fach differenzierbar)
f heift k-fach differenzierbar (auf D), falls f(*)(x) existiert Vo € D.

f heifit k-fach stetig diffbar (auf D) oder C*-Funktion, falls f k-fach diffbar und f*) : D — Y}
stetig.

CK(D,K™) := {f : D — K™ |f k-fach stetig diffbar auf D}
Hinweis: Falls f(k)(x) existiert = f*~1) stetig in X (vgl. Satz V.17.2)

Speziafalln =1: f:DC K —- K™
f'(z) € Vi = L(K, K") = K™
f"(x) € Yo = L(K, Y1) =L(K,K™)= K™

Allgemein: f*)(z) € Yy = L(K,Y;,_1) = L(K,K™) = K™, dh. fir n = 1 kann f*)(z) stets als
m-Vektor in K™ betrachtet werden.

m Beispiel 23.1
Fir f: R — R mit f(z) =2 -sinz

= f(z) =sinz+z-cosz

= f"(z) = cosx +cosx —xsine =2cosz — xsinz

= f"(z) = —3sinz — x cosx usw.
A
x - sin(x)
FARN --- sin(z) + z - cos(z)
// \\\ 2cos(z) — x - sin(x)
, Y i
[,/ \\ /// S
/ \\‘ )/
\
-2 )/
A\ //
—2 4
4!
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m Beispiel 23.2 .
sei f:Rso — R? mit f(z) = (7).

Inx

2
O = =

= (@)=

8=
|
|
Rm‘w =

m Beispiel 23.3
Sei f: R — R mit

.’ES xT
f(a:):{ , Y

—z° <0
Folglich

6x

oo,

= f'(0) existiert nicht, d.h. f € C?(K,R) aber f ¢ C3(R,R)

m Beispiel 23.4
Sei f: R — R mit

Flz) = {e_x x>0

0 x <0

= fF)(x) existiert Vo € R, k € N mit f*)(0) = 0 Vk, d.h. f € C*(R,R) Vk € N,
Man schreibt auch f € C*°(R,R)

Riume Yj: = L(K",Y;,_1) = Kmxn",

Fiir AeY, = L(K",Y,_1) und y1,...,yx € K™ gilt:

A €Yi1=L(K", Y 2),
(A1) - Yo €Yio=L(K",Ys_3)

(o (Ag)ga) - )€Yy = K™
Ausdriicke links sind offebar linear in jedem y; € K™ separat, j =1...,k

Definition (k-lineare Abbildung)
Betrachte

X, .= LE(K™ K™)

={B:K"x...x K" — K™ |y; = B(y1,...,yx) linear fiir jedes j =1,...,k }
— ——
k-fach

B € X}, heilst k-lineare Abbildung. X ist Vektorraum.

135



23. Hohere Ableitungen und TAYLOR-scher Satz Kapitel VII: Differentiation 11

m Beispiel 23.5
Fiir 3-lineare Abbildung B € L3(R,R?) mit

Yz
Bley,)=| "
(z+y)z
ist z.B. nicht linear als Abbildung auf R3.
Satz 23.6
Fir k£ € Nist Iy : Y, — X mit
IeA) (1, ye) = (- (Ay)y2) .. .ye) VAEY,, y; €K™ j=1,... .k (4)

ein Isomorphismus beziiglich der Vektorraum-Struktur (also X = Y3).

Hinweis: Somit kann f)(z) auch als Element von X}, betrachtet werden, d.h. f*)(z) € X, =

LF(K™, K™)
Damit wird z.B. (2) zu

fllaty) - z=f(z) 2+ (@) (y,2) +o(lyl) - 2 Vz€ K" (5)
und fiir n = 1 gilt

FO@) ) = P @)y Yy €K
—— Y/
eEK™ Produkt von Zahlen

Beweis. Iy offenbar linear auf Yy, Ii; injektiv, denn I(A) =0 gdw. A =0
Zeige mittels Vollstdndiger Induktion: I, surjektiv.

IA: Offenbar ist X1 = Y1 und 1A = A = I) surjektiv
IS:  Sei Iy surjektiv und wihle beliebiges B € Xp41.

Setze By, := B(y1, *,..., ) € Xi Vy1 € K", B € L(K™, Xx)

= A:=I"BeL(K",Y;)=Yin (6)
&)

= (e A, yerr) = (- ((Ay)y2) - yer1) = (T (Ayn)) (y2, - Yks1)
®) 5
= (Byl)(y27"'7yk+1) = B(y17"'7yk+1)

= B =Iy+1 A = Iy surjektiv
= Ij; Isomorphismus O

Norm: in X, Yj: fiir A € Y} folgt durch rekursive Definition

( ((M) y) y) <|Ally, Vy € K",y £0
ly1l ) y2] Y|
= (- ((Ayyz) ) < 1Alvilyallyel - lyel VYyo ... yp € K7 (7)

Norm fiir A € Xy = L¥(K™, K™):

| Allx, = sup{|A(y1,..., )| | y; € K", |y;| < 1}
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Analog zu (7) folgt fiir A € Xy:

(A -yl < JAllxlyal - Juel - Vo5 € K ®)

Satz 23.7
Mit Isomorphismus Iy, : Y, — X aus Abschnitt 23.6 gilt:

A xi = [[Allvi. YA€ Y5

Beweis. Selbststudium / UA O

» Bemerkung 23.8
| £*)(x)|| unabhéingig davon, ob man f*)(x) als Element von X} oder Y} betrachtet.

23.1. Partielle Ableitungen

Sei X = (z1,...,2,) € K™; dh. zj € K, ey, ..., e die Standard-Einheitsvektoren
Wiederholung: Partielle Ableitung f,, (z) = %f(x) = D,, f(x) ist Richtungsableitung f'(x,e;) =
D, f(z) € L(K,K™).

Definition (partielle Ableitung)
Nenne f,, (2),..., fz, () partielle Ableitung 1. Ordnung von f in X

Fiir g : D — X definieren wir die partielle Ableitung a%jg(m) = gz;(z) € L(K,X) analog zu
Abschnitt V.18:

glx+t-e;) =g(x) +gs;(x)t +o(t), t =0, t € K 9)
Fir g = f, : D — L(K,K™) ist dann g,, € L(K,L(K,K™)). Fiir g = f,, : D — L(K,K™) ist

dann g, € L(K,L(K,K™)) = L*(K,K™) = K™ die partielle Ableitung f,,. (x) von f in 2 nach
z; und x;.

Andere Notation: -2~ J(x), Dy, f(), ...

Bwja:i

Die f;,z, () heifen partielle Ableitung 2. Ordnung von f in x.

Mittels Rekursion
0
fIleJk (l‘) = aixlfmllxjk (10)

erhdlt man schrittweise die partielle Ableitung der Ordnung k£ € N von f in x:

ak
Fossn®) = Doy $0) = ot (0) € LU K
Berechnung durch schrittweises Ableiten von x;, — f(z1,...,2n), j, = fo; (T1,...,7,) usw.
m Beispiel 23.9
Sei f:R? — R mit f(z,y) = ysinz Vz,y € R und
folz,y) = ycosx fy(@,y) =sinz
faa(z,y) = —ysinz fyy(z:y) =
fmy(xay)zcosx fyw(xvy)zcosx
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Beobachtung: f.,(2,y) = fy(z,y)

Abkiirzende Schreibweise:

83 83
Frsnsns®) = 5 s, ) = g 1)
0
fl‘z‘,%’jﬂ%ﬂﬁlﬂflf(x) = mf(z)

Definition (HESSE-Matrix)
Firm=1 (dh. f: D CR" = K) ist

foron (@) oo farw, (%)
: : =: Hess(f)

fepa (@) o fopa, (T)

die HESSE-Matrix, die alle partiellen Ableitungen 2. Ordnung enthélt.

m Beispiel 23.10
Sei f = (f1, f2) : R? — R? mit

fi(z1,22) _ xfﬂiz
fa(z1,22) T122 + 23
Folglich
2x1T2 x?
Jo, (21, 22) = Joo (21, 22) = !
T2 T1 + 272
und
20129 :z:%
X2 xr1 + 2(E2
ist die JACOBI-Matrix sowie
2xy 2x 0 1
Hess(f1) = ? ! Hess(f2) =
27 0 1 2

Anschaulich: alle partiellen Ableitungen 2. Ordnung bilden eine 3D Matrix.

Frage: Zusammenhang von f*)(z) mit partiellen Ableitungen?

Theorem 23.11
Sei f: D C K" — K™, D offen, x € D. Dann

(a) Falls f(®)(z) existiert, dann existieren alle partiellen Ableitungen der Ordnung k in « und

fﬂ?jl'u;tjk (z) = f(k)(x)(ejkv"'veh) (11)
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(b) Falls alle partiellen Ableitungen fu, . .
und falls diese stetig sind
= f ist k-fach diffbar, d.h. f*)(z) existiert.

. der Ordnung £ fiir alle y € B, () C D existieren

J

» Bemerkung 23.12
Abschnitt 23.11 (b) ist ein wichtiges Kriterium zur Priifung der diffbarkeit, k-te Ableitung kann
dann mittels (11) bestimmt werden.

Beweis. Jeweils mittels vollstindiger Induktion nach K ausgefiihrt:
a) basiert auf Theorem V.18.11

b) basiert auf Theorem V.19.14 O
m Beispiel 23.13 (nochmal Beispiel 23.10)

f@(z) = f"(x) € L*(R? R?) existiert Vo = (x1,72) € R? nach Abschnitt 23.11 und kann als
Vektor von der HESSE-Matrix dargestellt werden:

2:1)2 21‘1

f(Q)(x) _ Hess f1 _ 221 0
Hess fo 0 1
1 2

Was ist nun f”(x)(y1, y2) fiir (Vektoren) y1, yo € R??

Y12 Y22
=y f"(@)(e1,y2) + yiaf" () (e2, y2)

= yory1f" (x)(e1, €1) + yrayar [ (x) (2, €1) + yr1yoa f () (e1, e2) + yr2y22 f (x) (€2, €2)

11
= l/11y21f;/1m1($) + y12021 farws () + Y21922 froz, (T) + Y12Y22 frows () (€ R2)

Hess ,
_ <( bfl)(x)yl y2> c RQ Vy1,y2 c RQ

((Hessf2)(x)y1,y2)

(@) (y1,92) = " (x) ((y”), (y21)) = fP(@)(y11e1 + yrze2, yare1 + yazes)

Analoge Rechnung liefert allgemein

Folgerung 23.14
Fiir f = (z1,..., fm): D C K™ — K™, D offen, es existieren alle f(?)(z) fiir 2 € D. Dann

((Hessf1)(z)y1, y2)
FO (@) (yr,y2) = : € K™ Vyy,yo € K" (12)

((Hessfr)(z)y1,92)

» Bemerkung 23.15
Fiir hohere Ableitungen wird die Darstellung f (k)(;v)(yl, ..., yx) allgemein mittels partiellen Ablei-
tungen immer komplexer, wird allerdings auch selten benétigt.

Frage:: Kann man die Reihenfolge bei partiellen Ableitungen vertauschen? (vgl. Beispiel 23.9)
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m Beispiel 23.16
Sei f: R2 = R? mit

o) = THE (2,y) # (0,0)
f(z.y) {0 ) (0.0)

und folglich

fl:'4 :1:2 2_ .4 ..
gy [P ) £ 00
z\T; Y PH(I) M —0 sonst

=

insbesondere f,(0,y) = —y Yy € R, also f4,,(0,0) = —1
analog fy(z,0) = =z VzeR, also f,,(0,0) =+1

Satz 23.17 (Satz von SCHWARZ)
Fir f: D C R® — R™, D offen. Mogen die partiellen Ableitungen f,, fz;, fe,z;, auf D existieren.
Falls f;,; stetig in z € D

= fo,z;(x) existiert und fo,z, (2) = fz,2,(x) (14) (13) fehlt

Folgerung 23.18

Sei f: D CR"™ — R™, D offen, f k-fach diffbar (d.h. f € C*(D,R™))

= alle partiellen Ableitung bis Ordnung k existieren und die Reihenfolge kann vertauscht werden.
Beweis (Folgerung 23.18). Existenz der partiellen Ableitung und deren Stetigkeit folgen aus Abschnitt 23.11,
beliebige Vertauschung der Reihenfolge kann durch schrittweises Vertauschen von zwei ,benachbarten Verénder-

lichen erreicht werden.
Abschnitt 23.17
_ > Behauptung

Zur Veranschaulichung:

frgeres (@) Dy foge, (@) I Do fry (@) 2 Frigna (@)
) Fer)agen @) I (£ gy (2) 2 Frrnany (@) O
Beweis (Abschnitt 23.17). oBdA m = 1. Fixiere ¢ > 0 = 3§ > 0 mit
a+s-e+t-e; €D Vst e (=6,0)
und
|frio;(x+ 5 i+t ;) — foe;(x)| < Vs,t€(-6,0) (15)

Definiere ¢(s) := f(z+s-e; +t-e;) — f(x + s+ e;) ist diffbar auf (—4,9) V¢t € (—4,9)

2N 30 € (0,5) : 0(s) — p(0) = @ (0)s = (fo, (@ + s + te;) — fu, (x + 0€)) s MWS = Mit-

=8 fiir t = fo, (z + oei +te;): I € (0,1) : 9(5) — 9(0) = fura; (z + oei + 7e;)st (o, 7 abhéngig von s, t) telwertsatz,
7 N e~—— Theorem V.19.4

=z

Daher gilt:
PO @) < |HZED o @) ey )~ S 0
=0
e Vete (=6,6), st40 (16)
Wegen
i S =00 _ p So b et toe) —flatare) J@rbe) = S@ g ) )
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folgt aus Gleichung (16)
foy@t 5 e5) = fur (2)

S

— fro;(x)| <€ Vs €(—6,0); s#0 (17)

2. (x+s-e;)—fz.(x
€:>0> fzjzi (CL‘) = lim f](—g)fJ() (1:7) fzizj (‘T) U

5—0

23.2. Anwendungen

Frage: Wann besitzt fD C R” — R™*" eine Stammfunktion? (Vgl. Abschnitt V.20, o0BdA m = 1)

Satz 23.19 (notwendige Integrabilititsbedingung)

Sei f = (f1,.--sfn): D CR™ = R™ D Gebiet, f stetig diffbar. Gebiet:
Damit f eine Stammfunktion F' : D — R besitzt, muss folgende Integrabilitdtsbedingung erfiillt offen,
. zusammen-
sein: N
héangend
O t@ =2 f@) VaeD, ij=1,. . ..n (18)
8131‘] _8$]Z y L =L,

» Bemerkung 23.20
(18) ist hinreichend, falls z.B. D konvex (siehe Analysis 3)

Beweis. f habe Stammfunktion F = F € C*(D)
= FTJ(I) :fJ(‘T) VQ;ED:.LZ
= Fz]zl(l’):%fj(w) Ve € D,i,j |
Schwarz
Sty (@) = Fas, () = 52 (o)

m Beispiel 23.21
Nochmal Beispiel V.20.11 mit Parameter o € R:

o
¢ +y
Betrachte die Ableitungen
S di@y) = ax, o falay) =20
(18 o =2
Satz 23.22

Sei f: D C R" — R, D offen und konvex, f stetig diffbar. Dann:

a) f konvex & (f'(z),y —z) < f(y)f(z) Yo,y € D
b) falls sogar f € C?(D), dann:
f konvex & f"(x) = (Hessf)(z) positiv definit Vo € D

Beweis. Vgl. Literatur O

23.3. TAYLOR-scher Satz
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Ziel: Bessere Approximation als durch Linearisierung

Verwende allgemeine Polynome ¢ : K™ — K der Ordnung k, d.h.

n
:E) =ag + E :aixl E : Qi T + E : Ajy e Xgy Ljy, (19)
=1

3,7=1 J1seeesdk

mit ao, aj, a;; € K gegebene Koeflizienten
Notation: f®)(z)(y,...,y) = f* (2)y*

Wiederholung: f € C(D): f(zx+y) = f(z) +o(l),y =0
feCHD): flx+y) = f) + f(@)y +ollyl), y = 0

Theorem 23.23 (TAYLOR-scher Satz)
Sei f: D C K™ — K™, D offen, k-fach diffbar auf D, x € D. Dann

fz+y) = +Z f(J )y’ + Ri(y) falls [z,z +y] C D, (20)

wobei
L1 e kKl < 1| eto) k
B@)| < = |9+ ry*| <+ [ £9@ + o) 1o (21)

fir ein 7 = 7(y) € (0,1)
Fir K =R, m =1 gilt auch

—f® (@ + ry)yF (22)

(LAGRANGE Restglied)
Falls f € C*(D, K™) gilt:

Ru(y) = 1S P @) +ollyl*), y 0 (23)

» Bemerkung 23.24
Entscheidente Aussage in Abschnitt 23.23 ist nicht (20), sondern die Eigenschaften des Restglieds
(dies wird klein).

Bewets. Sei [z,z + y] C D, definiere

k—
Ri(y) = flz+y) - Z% @)y’ = (20)

und definiere

E

—1

(1t

il
1 J:

o(t) = flz+y) — flz+ty) - @ +ty)y’ — (1 —t)*Ri(y)

J

Offenbar p(1) = 0 = ¢(0).
Da f k-fach diffbar
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= ¢:[0,1] - K™ R-diffbar auf (0,1) mit

(1 —t 1—t)7 ; B
@'(t) = —f'(z +ty) y+Z( f“>(m+ty) %f(”l)(erty)y”l) + k(1= )" Ri(y)
_ (=0 k k-1
] f (z+ty)y” + k(1 —1)" Ri(y) (24)
(a) K =R, n=1: nach MWS 37 € (0,1) und MWS = Mit-
telwertsatz,
0= (1) —p(0) = ¢'(1) 24 (22) Theorem V.19.4

(b) zu (21) mit K = R: Sei ¢(t) := {(p(t),v) fir v € R™
= 1 :[0,1] — R diffbar auf (0,1) mit ¢'(¢) = (¢’ (t),7)

28 37 € (0,1): 0= (¢'(7),0)

= (Ric(y),v) = 2 /P @+ o)yt ) (25)

mit v = @Z g;l (JRk(y)| # 0, sonst klar) und es folgt

(Belw).o) = 7o)l = (37 P+ o) 'S

(c) K = C: identifiziere C™ mit R*™ und setzte p(t) = (p(t), r)gzm.
Beachte:
10,1] = B, %R (1) = Re ko (1) Vj
<Rk-( )s Rie(y))r2m = | Ric(y)[2m
und argumentiere wie in b)
(d) zu (23): Setzte Rk( ) = 5P @)k 4+ ri(y) in (25), 1 = 2 (falls 74 (y) # 0)

\Tk(u)\
il < —Mylk (796 + ) = 19@) o] € 7@+ ) - 70| 2

d.h. ri(y) =o |y| ),y —0 O

Definition (Taylorpolynom, Taylorentwicklung)
Rechte Seite in (20) ohne Restglied heiftt Taylorpolynom von f in z vom Grad k — 1.

(20) heifst Taylorentwicklung von f in x.

Folgerung 23.25 (TAYLOR-Formel mit partiellen Ableitungen)
Sei f: D C K™ — K™, d offen, f k-fach diffbar auf D, z € D, [¢,c+ y] C D:

R‘

—1 n
0 o s, -y + By, (26)

1 j=1

flz+y)=f(z)=

l

wobel y = (y1,...,Yn) € K™ (dh y; € K Zahlen).
Beweis. Benutze (11) O
» Bemerkung 23.26

Falls alle partiellen Ableitungen von f bis Ordnung k existieren und stetig sind auf D
= f € C*(D) und (26) (vgl. Abschnitt 23.11)
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m Beispiel 23.27
Sei f: R — R mit f(z) = cosz. Fiir x = 0 gilt:

1 1 1
cosy = cos0 + ﬁ(cos/(()))y + 5(008"(0))3;2 +...+ H(cos(k) 0)y" + o(y[*)

k=8 1, 3 1 4 I 4 7 1 8 8
=*1-0.y— = o0y — — . -
0y —5y" +0y" + 0y” =0y — o5y + 04" + ooy +o(|y[®)

(gilt auch fiir K = C)

m Beispiel 23.28
Sei f:R? - Rmit f(z) = (23 + 2122 + sinxa) (z = (21, 72))

Taylorentwicklung in x¢ = (1,7), y = (y1,y2) € R%

Fla ) = o) + f (wo)y + 51" o + 57" o)y + o)
Offenbar sind

flay=| e (@) = (Hessf)(@) = | ©

x1 + cosxy 1 —sinxs
und es ergibt sich

f(zo+y) = f(x0) + fu, (T0)y1 + fu, (9602)2/2 .
+ ilewl (xO)y% + §fz1w2 (xO)ylyQ + §fx2m2 (95)3/%

1
+ gfaizaizaiz ($0)yg + 0(|y‘3)
1

vz +olyl). y—0

=147+ 2+my+0-y2+yi +yiy2 + 095 +

Frage: Falls f € C*°(D) existiert, dann

1 ..
fla+y) = f(x) *Zﬁf(k)(x)yk +M firk=1,...,n
Definition (Taylorreihe)
Rechte Seite in (27) heift Taylorreihe von f in x.

m Beispiel 23.29
Sei f: C — C mit f(z) =sinz fiir x = 0, dann

0 k gerade
*) (o) =
S0 {(—1)’? fir k=20 +1

= (27) hat die folgende Form:
3 5 20+1
ny=y_ 2L 1% _ PN e
siny =y 3!-1-5!-1—...—5 (-1) (2l+1)!furl—0,...,oo

Diese gilt Vy € C (vgl. Definition Sinus in Kap. 13), analog Cosinus

(27)
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m Beispiel 23.30
Sei f: R — R mit

Fla) = {e_w x>0

0 <0

Nach Abschnitt 23.4: f € C®(R), f*)(0) =0 Vk € N
27
LU fly)=0) vy = ¢
= (27) gilt nicht fiir alle f € C*°(D)

Wiedeholung: Eine Reihe ist konvergent, falls die Folge der Partialsummen konvergieren, und damit
(27) gilt, muss die Reihe auch gegen f(x + y) konvergieren!

Satz 23.31 (Taylorreihe)
Sei f: D C K™ — K™, D offen, f € C*°(D,K™), z € D, B,.(z) C D. Falls

lim Ri(y) =0 Yy € B,(x)

k—o0

= Taylorformel (27) gilt Vy € B,.(z) und f heifft analytisch in x.

Beweis. Folgt direkt aus Abschnitt 23.23 d

m Beispiel 23.32
sin, cos, exp : C — C sind jeweils analytisch in allen z € C und (27) gilt jeweils Vy € C (klar fiir

x = 0) aus der Definition, fiir x # 0 erfolgt der Nachweis als UA / Selbststudium.
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24. Extremwerte

24.1. Lokale Extrema ohne Nebenbedingung

Betrachte f: D C R™ — R, D offen, f diffbar.

notwendige Bedingung:: (Theorem V.19.1): f hat lokales Minimum / Maximum inz € D = f/(z) =
0

Frage: Hinreichende Bedingung?

Definition (definit, semidefinit, indefinit)
f%)(z) fitr k > heift positiv definit (negativ definit), falls

fP(2)y" >0(<0) vyeR\{0} (1)

und positiv (negativ) semidefinit mit > (<).
) heit indefinit, falls

Fyr,y2 € R\ {0} : fP @)yt <0 < fP @)yl (2)
Hinweis: k ungerade, f*)(z) # 0 = f®*)(z) indefinit, denn f*) (—y)*F = (=1)F fF) (z)y*

Satz 24.1 (Hinreichende Extremwertbedingung)
Sei f: D CR®™ = R, D offen, f € C*(D,R), z € D, k > 2 und sei

f@)=...=fD =0 3)
Dann:
a) f hat strenges lokales Minimum (Maximum), falls f*)(z) positiv (negativ) definit
b) f hat weder Minimum noch Maximum, falls f*) () indefinit.

» Bemerkung 24.2
1) Falls f*)(x) positiv (negativ) semidefinit = keine Aussage moglich.

(betrachte f : R? — Rmit f(x1,22) = 2245, hat Minimum in z = 0, aber f(z1,72) = 22 +x3
hat weder Minimum noch Maximum in x = 0)

2) b) liefert: f*)(z) # 0 positiv (negativ) semidefinit ist notwendige Bedingung fiir ein lokales
Minimum bzw. Maximum, falls (3) gilt

Beweis.
zu a) Fir Minimum (Maximum analog):
Sei f%)(z) positiv definite Abbildung, y — £ (2)y* stetige Abbildung (folgt aus Bemerkung 23.8).
Sei S = {y € R" | |y| = 1} ist kompakt
Theorem IV.15.3 ag cs: f<k.) (ac)yk 2 f(k.) (ac)g]k =y > 0 Vy cs
fla+y) = f@) + 3/ (@)y* +o(lyl*)

Abschnitt 23.23
S

>3
>

k
— f@) + Al | FP @) (i) Fo() |yl >0
N— ————

> f(x) + 55 - [y|* Vy € Br(0) falls y € B-(0), r > 0 klein

=z ist strenges, lokales Minimum =- Behauptung
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zu b) Wihle y1, y2 gemih (2), oBdA |yi| = |y2]| =1
analog zu a k
EELI f(o+tyn) = S(@0) + b (5P @+ o) < f(a),

|t] klein
S+ tya) = [@) + 5 (FP @)k + o)) > f(@)
= Behauptung ]

Test Definitheit in Anwendungen: k = 2 wichtig (vgl. lineare Algebra).
#(z) € L2(R?,R) = R"*" (HESSE-Matrix)
f"(@)y* = f"(2)(y,y) = ((Hessf)(x)y,y), vgl. Abschnitt 23.10
Matrix A € R™ ist
e positiv (negativ) definit < alle Eigenwerte sind positiv (negativ)

e indefinit = 3 positive und negative Eigenwerte

24.2. Sylvester’sches Definitheitskriterium

Eine symmetrische Matrix A = (a;;) € R™*™ ist positiv definit gdw. alle fithrenden Hauptminoren
positiv sind, d.h.

beachte: A negativ definit < —A positiv definit
Spezialfall n = 2: e det A < 0 < indefinit
e a3 < 0 und det A > 0 < negativ definit

m Beispiel 24.3
Sei f:R? = R mit f(z1,72) = 23 + cos xa
= f[(x1,29) = (2z1) —sinaes =0
= 21=0,20=k -7, dh. Z=(0,k-m) fir k € Z sind Kandidaten fiir Extrema.

R L T L

0 —cosza 0 (—1)k+!
entsprechend ergeben sich folgende Fille:

= f"(Z) ist positiv definit fiir & ungerade = f(Z) ist indefinit fiir k£ gerade

= lokales Minimum, = kein Extremum

24.3. Lokale Extrema mit Gleichungsnebenbedingung

Betrachte f: D C R™ — R diffbar, D offen, g : D C R™ — R diffbar

Frage:: Bestimmen von Extrema von f auf der Menge G := {z € R | g(z) = 0}, d.h. suche notwendige
Bedingung (fiir hinreichende Bedingung sieh Vorlesung Optimierung)

Motivation: Fiir m > 1: notwendige Bedingung: f’(max) steht senkrecht auf der Niveaumenge G (vgl.
= INER: f(Tmax) + A (Tmax) =0 Satz V.18.5)
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Satz 24.4 (Lagrange-Multiplikatorregel, notwendige Bedingung)
Seien f: D C R" - R, g: D — R™ stetig, diffbar, D offen und sei x € D lokales Extremum von
f beziiglich G, d.h.

FIr>0:f(x) S f(y) Vy€ Be(n)
mit g(y) = 0.
Falls ¢/(z) reguliir, d.h.
rang ¢'(z) = m, (4)
dann
INER™: f(2)+ATg'(x) =0 (5)

Definition (Lagrangescher Multiplikator)
A oben heifst Lagrangescher Multiplikator

» Bemerkung 24.5
e Offenbar nur fir m <n

e x mit (4) heift regulires Extrema.

e Kandidaten fiir Extrema bestimmen: (5) liefert n Gleichungen fiir n + m Unbekannte (x, \),
aber (5) mit g(z) = 0 liefert n + m Gleichungen fiir (z, A)

Beweis. Vgl. Literatur. O

m Beispiel 24.6
Bestimme regulére Extrema von f auf G = {g = 0} mit

f:R3 SR, (x,y,z)HxQ—i—yQ—i—zQ

2 2
+4y* —1
g:R3 = R?, (z,y,2) — v Y
z
Betrachte AT = (A1, \2):
2t 8y O
0=f'(z,y,2) + ATg'(w,,2) = (22,2y,22) + AT - 0 Oy 1 ©
0=yg(z,y,2)
Das heifst
2c+ 2\ =0 44yt =1
2z + )\2 =0
= 2z=0, A2 =0, und
z(1+X)=0 y(1+4X1) =0 24yt =1
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falls; @ 2 £0: \y = =1,y = 0,z ==+1 = (£1, 0,0) . . .
Kandidaten fiir reguldre Extrema
ex =0y =3 A\ =—1 = ( 0,%£3,
Offenbar ist rang ¢'(z,y, z) = 2 fiir alle Kandidaten.
Da G Ellipse in der z-y-Ebene ist, und f die Norm in’s Quadrat, priift man leicht: Minimum in
(0,4%,0) und Maximum in (£1,0,0).
24.4. Globale Extrema mit Abstrakter Nebenbedinung

Betrachte f : D C R — R, D offen, f stetig auf D, diffbar auf D.
Existenz: nach Theorem I1V.15.3:

.. D k k . - . .. . .
D beschriinkt ——anP2 f besitzt auf D ein Minimum und ein Maximum

Frage: Bestimme sogenannte globale Extremalstelle iy, Tmax-
Strategie::  a) Bestimmte lokale Extrema in D

b) Bestimme globale Extrema auf 0D

¢) Vergleiche Extrema aus a) und b)

m Beispiel 24.7
Sei f(x1,72) = 2% + coswy mit D = (—1,1) x (0,4) (vgl. Abschnitt 24.3).

Lokale Extrema in D: f(0,7) = —1 Minimum.
Globale Extrema auf 0D:
e 11 = +1: Betrachte xo — f(£1,22) = 1 4 cosz auf [0, 4].
Offenbar 0 = f(+1,7) < f(£1,22) < f(£1,0) =2
o 15 =0: 21 = f(z1,0) = 2% + 1 auf [-1,1]
Offenbar 1 = f(0,0) < f(x1,0) < f(£1,0) =2
e 15 = 4: Betrachte x; — 2% + cos4 mit [—1,1]
cos4d < f(0,4) < f(z1,4) < f(£1,4) =1+ cos4
Vergleich liefert:amin = (0,7), Zmax = (£1,0)

Hinweis: Bentze fiir Extrema evtl. partielle Ableitungen

Juo(£1,29) = —sinze =0
bzw.  fy, (21,0) =221 =0 usw.
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25. Inverse und implizite Funktionen

Frage 1: Sei f: D C K™ — K™ difftbar, z € D. Wann existiert — zumindest lokal — diffbar Umkehr-
funktion?

Vorbetrachtung: f ist dann (lokal) Diffeomorphismus und man hat in Umgebung von x
o f1 existiert = f injektiv
o 1 diffbar, z.B. y € K™ = B.(y) C f(K™) fiir ein € > 0 = (y innerer Punkt) f surjektiv

Falls f linear, d.h. f(z) = Az und A € L(K", K™) = n =m und A regulér.

Fiir allgemeine Funktion sollte dann gelten: n = m, f/(z) reguldr (sonst ungewiss)

m Beispiel 25.1
Sei f; : R — R mit fj(z) =2/ (in Umgebung von o). f; und f3 sind invertierbar, fs nicht.

wobei: f{(0) =1 (# 0) regulér, f1(0) =0 = f’(0) = nicht regulér

m Beispiel 25.2
Se f: R — R und

B ;v—&—x?cosg x#0
o-1; 70

= f/(0) =1, d.h. regulér

aber: f in keiner Umgebung von 2 = 0 invertierbar (Selbststudium / UA) (Problem: f’ nicht stetig
inx=0)

Lemma 25.3
Sei f:UC K" —V C K™, U,V offen, f Diffeomorphismus mit f(U) =V
=>n=m

Bewets. Seiy = f(z) e V firx € U
)=c

= @) =2 fF W) =y
S () (@) f @) = idken, f(@) - (F7Y) () = idgon
rege —nxf—fm vmxn

= Re((f ") (y))= K" = n < m sowie }n—m

Re(fa) =K"=m<n
|
Frage 2: Losen von Gleichungen:
Sei f:DC K"x K! - K™, (z,y) € K" x K.
Bestimme Losungen y in Abhéngigkeit vom Parameter « fiir folgende Gleichung;:
fl,y)=0 (1)

Sinnvolle Anwendung:

e Losung y = g(x) hingt stetig oder Differenzierbar vom Parameter = ab

m Beispiel 25.4
Sei f: D CR xR — R diffbar.
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Betrachte die Niveaumenge
N = {(z,y) e R*| f(z,y) =0} (= Kurve)

Im Allgemeinen mehrere Losungen von (1) fiir Z fest.

= betrachte lokale Losung, d.h. fixiere (20, y9) € N und suche Losungen in der Umge-
bung.
Was passiert bei (z;,y;)?
e j = 1: Kreuzungspunkt: = keine eindeutige Losung (offenbar f'(x,y) =)
e j = 2: kein eindeutiges y (offenbar f'(z,y) = 0)
e j = 3: eindeutige Losung, aber Grenzfall mit f,(x3,y3) =0
e j = 4: eindeutige Losung y und offenbar fy(z4,y4) # 0

Nemmutung ) kale Lisung existiert, falls f y(%0,yo) regulir

2ligemenn a) beste lokale Losungen, d.h. in Umgebung einer Losung (xg,y0) € D
b) lokal eindeutige Losung y erforderlich Vz

= y — f(z,y) muss invertierbar sein fiir festes =

= LA. nur fiir I = m moglich (vgl. Abschnitt 25.3).
Betrachte z.B. f affin linear in y, d.h. (1) hat die Form A(x)y = b(z) mit
A(z) € L(K!, K™), b(x) € K™

= betrachte somit f: D C K" x K™ — K™

= fiir gegebenes x hat (1) m skalare Gleichungen mit m skalaren Unbekannten

Pz, Tty yn) =0, j=1,...,n

= Faustregel: wie bei linearen Gleichungen benétigt man m skalare Gleichun-
gen zur Bestimmung von m skalaren Unbekannten.
(mehrere Gleichungen: in der Regel keine Losung, weniger Gleichungen:
i.A. viele Losungen)

Definition

u|(lokale) Losung] Funktion §: D € K™ — K™ heift (lokale) Lésung von (1) in x auf D falls

f(z,j(z)) =0 VzeD (2)

Man sagt: (1) beschreibt Funktion ¢ implizit (d.h. nicht explizit)
hiufig schreibt man y(z) statt g(z)

Sei f: D C K" x K™ — K™, D offen, fy(x,y) bzw. f,(x,y) ist Ableitung der Funktion z — f(x,y)
(fiir y feste) im Punkt = bzw. von y — f(x,y) (z fest) im Punkt y heifit partielle Ableitung von f in
(x,y) beziiglich x. bzw. y

Theorem 25.5 (Satz iiber implizite Funktionen)
Sei f: D CR™x K™ — K™, D offen, f stetig und

a) f(zo,y0) = 0 fiir ein (zo,y0) € D

b) die Partielle Ableitung f, : D — L(K™, K™) existiert, ist stetig in (xo,yo) und fy(zo, yo)
ist regular

Dann:
1) 3r,p > 0: Vx € B,(x0) Iy = § € B,(yo) mit f(z,§(z)) =0 und g : B,(xo) — B,(yo) stetig
(beachte: B;(x0) x B,(y0) C D)
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2) falls zusétzlich f: D — K™ stetig diffbar
= auch g stetig diffbar auf B, (z) mit

7 (x) =~ fy(@,5(x) " fola, §(x)) € K™"

mXxXn mxn

GL(n,K) :={A € L(K", K") | A reguldr} ist die allgemeine lineare Gruppe.

Lemma 25.6
a) Sei A € GL(n,K), Be L(K™,K™), |B—A| < ﬁ
= B € GL(n, K)

b) ¢ : GL(n, K) — GL(n, K) mit ¢(A) = A~ ist stetig.
Hinweis: a) liefert, dass GL(n, K) C L(K™, K™) offen ist

Beweis (Abschnitt 25.6).
zu (a) Es ist
lid = AT'B| = |AT(A-B)[| <A - A~ Bl <1
[(id — A™'B)z| < |jid — A™'B|| - |z| < |z| Yz #0
Sei A™'Bx =0 fiir x # 0 % ¢ = C:= A™'B regulir
= B = AC regulir
zu (b) Fixiere A € GL(n, K) und betrachte B € GL(n, K) mit

1
|IB—-A|l < 55—
2| A=

Vye K™
B

B~y = AT AB Ty < | ATH[|AB Tyl = [|[ATII(A — B)B ™y +

_ _ @1 __ _
<[AT(IA = BB yl + [yl) < 5Byl + A7 [yl

= BTyl <2[A7 Y]yl vy € K"

= B~ <2047

= lle(B) =) =BT = A= BT (A-B)AT|
<|IB7HI- A= B[IATY] < 2|A7*|A - B

= Jim o(B) = ¢(4)

= ( stetigin A A beliebig Behauptung

Beweis (Abschnitt 25.5). Setze p(x,y) :=y — fy(xo,y0) "' f(z,y) V(z,y) € D

a) Offenbar existiert die partielle Ableitung o, (z,y) = idxgm — fy(zo,y0) " fy(x,y) Y(z,y) € D

Da f, stetig in (zo,y0) und @(xo,yo) = 0 existiert konvexe Umgebung U (z0,y0) C D von (zo,yo) und

1
||90y(x7y)” < 5 v("an) € U(:E(hyo)

Fiir feste (z,y), (z,2) € U(zo,yo) liefert der Schrankensatz ein 7 € (0,1) mit

lp(z,y) — (@, 2)| < ley(@, 2+ 7(y = 2))llly — 2| < %ly— 2| V(y,2), (x,2) € U(zo,y0)
——

€U(z0,y0)
Nun existiert p > 0: B,(x0) X By(yo) C U(xo,y0)-
Da f stetig, f(zo,y0) = 0 existiert r > 0:

£y (0, 50) ™ f (=, 0) || < %p Va € B, (x0)

()
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25. Inverse und implizite Funktionen

= e, y) — yol < lep(z,y) — w(z,90)| + lo(®, yo) — Yol

51
< ily*yol + |1 fy (20, o)

= o(z, -) : By(yo) = Bp(yo) YV € Br(wo)
)

und ¢(z, -) ist kontraktiv nach (5) Va € B, (xo
Sate WIIG vy ¢ B, (zo) 3! Fixpunkt: y = g(z) €

Offenbar (7) < fy(zo,y0) ' f(z,§(z)) =0 & f(z,§(x))

Wegen (6) und (7) ist g(z) € B,(yo)
= Behauptung (1) bis auf Stetigkeit von §

b) Zeige: § ist stetig. Fir z1,z2 € By (xo) gilt:

[9(2) = 7(e)| © lp(az, 5(z2)) = pon, @)
< lplaa, §(a2)) = oo, H@n))| + plaz G(a1) = elon, @)
2 %mm = 50|+ 1y @o,v0) - 1f @2, 5n) = Fan, Gl

= [(@2) = §(@1)] < 20 fu(@o,y0) " 1 f (@2, §(21)) = f(@1,5(1))]

Da f stetig folgt y stetig auf By (xo)

c) Zeige 2): Fixiere z € By(zo), z € K"
Da f diffbar und ¢ Losung, gilt fiir |¢| klein nach Folgerung V.17.1 b):

0=f(z+t-zi(x+t2)) — fz,§(z), =20

tz tz
= Df x, y) - r(t) -
) (z?(ertZ)—z?(w)) rd (gj(x+tz)—
=

= 0= fo(z,5(2)) - (t2) + fy(z, §(2)) - Gz + tz) — G(2)) + r(t) - (~ tz
7 \ule+tz) -

- 1f(@yo)l < p Vo € Br(xo), y € Bo(yo)

)

=:R(t)

Wegen (8) existiert ¢ > 0:

|21 - [t] + o(1) - [¢])
|z| +0(1)) |t| fiir |¢| klein

¢ ([ fo (2, g(z)
¢ ([l fo (2, g(z)

9(z +tz) — g(2)| < clf(z +tz,5(2)) — f(2,§(2))] = cl fo (2, §(z)) - (t2) + o(t)]
|-
|-

)|
)|

\/\ \/\

= R(t)=o0(),t—0
Wegen fy(zo,9(z0)) € GL(m, K), fy, stetig, § stetig
Lolgerung 258 fiir eventuell kleineres > 0 als oben:

fy(z,9(z)) € GL(m,K) Vx € Br(z0)

ZL o +12) = §) = —ful@,5(2) 7 fula, 5@)) - (£2) + o(t), £ — 0
= 7' (z,2) existiert Vz € K™ mit
§(@,2) == fy(2,5(2) " folz,§(2))z Vze K"

stetig beziglich z, da f € C' nach Folgerung 25.6

= Alle partiellen Ableitungen §.; sind stetig auf B, (z0)
Lheorem V.19.14 g stetig diffbar auf Br(xo)

Wegen ¢'(z) - z = §'(x; 2) folgt aus (10) die Formel fiir ¢’ (t)
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Hinweis: Sei f = (f*,...,f™): D C K" x K™ — K™, D offen und seien alle partiellen Ableitungen fzjj
stetig in y (d.h. y — féj (z,y) stetig fiir « fest Vi = 1,...,m)

1 1
n(@y) o fy ()

Theorem V.19.14
>

fy(iay) =
fo(ey) o S ()
Analog erhilt man f,(z,y) € K™*".

Falls alle fgj, él stetig sind in x und y

= f diffbar mit

' (@,y) = (fo(z,9) | fy(z,y))

m Beispiel 25.7
Sei f:R xR — R mit f(z,y) = 2?(1 — 2?) — y? Vo,y € R.

Offenbar ist

fe(z,y) = 22(1 — 2?) — 22% = 22 — 423
fy(z,y) = =2y

Suche Losungen von f(z,y) =0
ey =0: fy(20,0) = 0 nicht reguldr = Theorem nicht anwendbar

e 7y # 0: fy(xo0,y0) # 0, also regulér.

. Abschnitt 25.5
Sei f(zo,yo) —0 schnitt 25.5

anwendbar, z.B. (z0,y0) = (3, 2¢2) ist Null-
stelle von f

= 3r,p > 0, Funktion § : f(z,g(x)) =0 Vz € B,(3)

g3y =242

sl 12vz) 1 V2v2
y(g)fy<3’9> 'fx<3’ 9 )

[ ] yO = 0, o = 1: hier iSt fI(]" 0) - _27 a’lso regulér
SEBLER S lokale Losung #(y): f(#(y),y) = 0 Vy € Br(0) und #(0) = 0

e yo =0, zop =0: f;(0,0) = f,(0,0) = 0 nicht regulér
Abschnitt 25.5
b ———————

= == und g(x) ist einzige Losung um Bp(%)

in keiner Variante Anwendbar.

m Beispiel 25.8
Betrachte nicht-lineares Gleichungssystem:

2e" +vw =5
veosu —6u+ 2w =7
Offenbar (u,v,w) = (0,1, 3) Losung.

Faustregeln: 2 Gleichungen, 3 Unbekannte = ,yviele* Losungen, 1 Freiheitsgrad
= Suche Losung der Form (u,v) = g(w) nahe obiger Losung fiir g : R — R?
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Betrachte mit = := w, g = (y1,y2) := (u,v) Funktion

2eY1 + yoxr — 5
FiRxR2 5 R, (2,y) — b2
yocosy — 1 —6y; + 2z —7

2e¥1 T
= fy(x,y) = .
—yosiny; —6  cosy;

2 3
= f,((3,0,01)) = regulir, det = 20
—6 1

Abschni® 252 3 Funktion g : (3 — r,3 4 1) — B,((0,1)) mit

fz,9(x)) =0, 9(3) = (0,1)

Insbesondere (u,v,w) = (g(w),w) sind weitere Losungen von (11).

-1
2 3 1 1 (1 =3\ (1 i

A i UV I ) e PSS I 9 el O

Zuriick zu Frage 1: Wann hat f : D C K™ — K" eine diffbar Umkehrfunktion?

Betrachte Gleichung f(z) — y = 0. Falls diese Gleichung nach z auflosbar, d.h. 3g : K™ — K™ mit
flaw) =y Vy=g=f"

Theorem 25.9 (Satz iiber inverse Funktionen)
Sei f:U C K™ — K", U offen, f stetig diffbar, f'(x) regulér fiir ein 2o € U

= Es existiert eine offene Umgebung Uy C U von xg, sodass V; := f(Up) offene Umgebung von
Yo := f(xo) ist, und die auf Uy eingeschrénkte Abbildung f : Uy — Vj ist Diffeomorphismus.

Satz 25.10 (Ableitung der inversen Funktion)
Sei f: D C K™ — K", D offen, f injektiv und diffbar, f~! diffbar in y € int f(D)

_1y/ _
= () @=r"'v) (12)
(bzw. (f~1)(y) = f'(x)~" falls y = f(x))
Spezialfalln = m = 1: (f~1)'(y) = m
Beweis (Abschnitt 25.9). Betrachte f: D x K™ — K™ mit f(z,y) = f(z) — y.
Offenbar ist f stetig, f(xo,yo) =0 und fz(x,y) = f'(z), fy(z,y) = —idgn V(z,y)
= fm, fy stetig = f stetig diffbar
Nach Voraussetzung fa(zo,y0) = f(z0) regulir
LU IR S, p > 0: Yy € Br(yo) Fw = F(y) € By(wo) mit 0= f(&(y),y) = f(E¥)) —y
= lokal inverse Funktion f~' = & existiert auf B, (yo) =: Vo und ist stetig diffbar.
Setzte Uy := f~' (Vo) = {z € D | f(x) € Vo}NB,(x0) offene Umgebung von zo
offen, da f stetig
= f(Uo) =Vo = f:Uy — Vo ist Diffeomorphismus O
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Beweis (Abschnitt 25.10). f~' existiert, f diffbar, f~! diffbar in y = f(z), « € D.
Wegen f(f~'(y)) =y, f~'(f(z)) = z folgt

FU) - (7)) (y) = idgen, (P W) = () = idkn
= ()t =) =

Als Folgerung eine globale Aussage:

Satz 25.11
Sei f: D C K™ — K™, D offen, f stetig diftbar, f'(z) regular Va € D

= (a) (Satz iiber offene Abbildungen)
f(D) ist offen
(b) (Diffeomorphiesatz)
f injektiv = f : D — f(D) ist Diffeomorphismus

Beweis.
zu a) Seiyo € f(D) = xo € D :yo = f(wo0)

Abschnitt 289 3 Umgebung Vp C f(D) von yo
Yo beliebi% f(D) offen
zu b) Offenbar existiert f~': f(d) — D
Lokale Eigenschaften wie Stetigkeit und diffbarkeit folgen aus Abschnitt 25.9 O
m Beispiel 25.12
Sei f(z) =a"VzeR (a>0,a#1)
Beispiel V.17.19 f/(.%‘) — " lna, f, stetig

Offenbar f~1(y) = log, vy Vy > 0, f'(x) # 0, d.h. regulir Vo € R

Abschnitt 25.11 . . .
2— f:R — R.q ist Diffeomorphismus und
f injektiv

=f(z) 1 1 1

1 "= (f Yy 'TE = = Yy >0
(log,y)" = (/) (y) @) e gma
(vgl. Beispiel V.17.20)
m Beispiel 25.13
Sei f(:z:) =tanz Vz € (—%,%)
Beispiel V.17.17 (tan .’E)I _ COE}ZI # 0 Vx, stetig
Abschnitt 2511 arctan : R — (—% %) ist Diffeomorphismus und
1 1 1
t "= = cos’y = = Yy € R
(arctany) (tan z)’ T a1 1+ y? ve
m Beispiel 25.14 (Polarkoordinaten im R?)
T=17-COsp y=r-siny

Sei f:Rsg x R — R? mit

T - COS ¢

r-sing
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Offenbar stetig diffbar auf Rsy x R mit

cos —rsin
fi(r,e) = v v

sing rcosep

Wegen det f/(z) = r(cos® p +sin? ) = r ist f/(r, @) regulir Vr, ¢ € (Rso x R)

Abschnitt 258 f ist lokal Diffeomorphismus, d.h. fiir jedes (g, ¢o) € Rso X R existiert Umgebung

Uy, sodass f : Uy — Vi := f(Up) Diffeomorphismus ist.

Fiir Ableitung (f~1)'(x,y) mit (x,y) = (r cos ¢, rsinp) gilt mit r = /22 + y2:

. z Y
N/ _ COS @ s @ 22492 22 4y2
e O e A S A IR CR R
r T \/x2+y2 \/ac2+y2

beachte: f:Rsg xR — R\ {0} ist kein Diffeomorphismus, da f nicht injektiv (f periodisch in ¢),

aber: f : Rsq X (0, po + 2m) — R?\ {Strahl in Richtung ¢o} ist Diffeomorphismus fiir beliebiges
©o € R nach Abschnitt 25.11 (b).

folglich: Voraussetzung f injektiv in Abschnitt 25.11 (b) ist wesentlich.
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26. Funktionsfolgen

Betrachte fr : D C K™ — K™, D offen, fj diffbar fiir k € N
Frage:: Wann konvergiert { fi }ren gegen diffbare Funktion f mit f, — f’

Wiederholung: alle fj stetig, fr — f gleichmiig auf D Satz V1418 f stetig

m Beispiel 26.1 L,
Sei fi, : R — R mit fi(z) = 2z,

Wegen |fi(z)] < % Vk = fr — f gleichméfbig auf R fiir f =0
Aber f(z) = k- cosh® z=xf"(z) = 0
Satz 26.2 (Differentiation bei Funktionsfolgen)
Sei fx : D C K™ — K", D offen, beschrénkt, fj diffbar Vk und
(a) fr —: g gleichméafig auf B, (z) C D
(b) {fx(z0)} konvergiert fiir ein 29 € B,(x)
= fr —: f gleichméRig auf B, (x) und f ist diffbar auf B, (z) mit

fily) = f'(y) Yy e B (x)

Hinweis: Betrachte fj(z) := Z—: + k auf (0,1) um zu sehen, dass Voraussetzung (b) wichtig ist.

Beweis. Fiir € > 0 3k € N mit
|fu(zo) = filzo)| <& k,1= ko
Weiter gilt (eventuell fiir groReres ko) ||g(z) — fi(2)]| < € und
Ifr(w) = fiwll <e Vk,1>ko, 2,y € Br()
Schrankensatz: Vz,y € By (), k,1 > ko 3¢ € [z, y] mit
[(fe(y) = i) = (fu(2) = fi )] < 1fi(€) = FION - |y — 2| Sely—z[ <2r-e

= 1fe(y) = AW < 1(fr(y) = fiy)) = (Fe(zo) = fi(zo))| + | fr(wo) — fi(zo)]
<2re+e=¢e(2r+1) yé€ By(x), k,l > ko
= {fx(y)}xen ist CF in K™ Vy
= fily) =" f(y) Yy € Br(x)
Mit I — oo in (4): fr — [ gleichméRig auf B, (z)
Fixiere € By(z), k = ko. Dann liefert [ — oo in (3)
[f(y) = f(@) = (fre(y) — fu(@)| < ely — 2] ¥y € Br(2)
Da fi diffbar 3p = p(e) > 0 mit
|fe(y) = fu(@) = fu(@) - (y — @) < ely — F| Yy € By(Z) C Br()

= |fy) = f(@) —9(@) (y =) < [f(v) = F@)] + [fe(y) — fx(2))] N
+ 1) — fu(@) = fe(@) - (y — 2)]

+1f1(@) - (y — ) — 9(2)(y — 7))
<ely—@|+ely—2|+ely— 2| =3ely— 2| Vy € B,y(I)
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Beachte: Ve > 0 3p > 0 und mit (5)

= f(y)—f(ri)jg(f)-(y—i):O(Iy—i\),y—>5é
= f(z) =g9(z) %Behaup’cung

26.1. Anwendung auf Potenzreihen
Sei f: B,(xz9) C K — K gegen durch eine Potenzreihe

flz) = kZ:Oak(x —z)* Vxe B\;i/(xo) (6)

Konvergenzradius

. . =1 __
Wiederholung: R = limsup §/Jax|

Frage: Ist f diffbar und kann man gliedweise differenzieren?

Satz 26.3
Sei f : B.(z9) C K — K Potenzreihe geméf (6)
= f ist diffbar auf B, (z¢) mit

fl@) = kax(x —x0)* ™" Va € By(o) (7)
k=1

Folgerung 26.4
Sei f: Br(x9) C K — K Potenzreihe geméfs (6)
= f € C*>®(B,(xg), K) und

ar = 75 M) (o) ®)

(d.h die Potenzreihe stimmt mit der Taylorreihe von f in z iiberein)

Beweis. k-fache Anwendung von Abschnitt 26.3 liefert f € C*(B,(z0), K) Yk € N
Q [ (z) = a1, f"(z0) = 2ax, ... rekursiv folgt (8). O
Bewets (Abschnitt 26.3). Betrache die Partialsummen

Jr(z) == Zaj (x —x0)’ Yz € Br(wo)
= fr(zo) LEsaN f(zo) und fi diffbar mit
k .
fil@) = jaj(@ —x0)’ " Va € By(wo)
j=1

Wegen

1 e 1
limsup {/(k + 1)|ax+1| = limsup {/k (1 + E) . ( Y \ak+1|) = limsup ¥/|ax| = =
k— o0

hat die Potenzreihe

g(z) = Z kay(x — zo)" "
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26. Funktionsfolgen

den Konvergenzradius R
= Reihe g konvergiert gleichmifig auf B, (xo) Vr € (0, R) (vgl. 13.1), d.h. f; — g gleichméRig auf

B'f(-TO)
Lbechnitt 262 ¢ st diffbar auf B, (wo) mit (7) auf B, (zo).

Da r € (0, R) beliebig, folgt die Behauptung.

m Beispiel 26.5
Es gilt

—~

—1)*
)" g Vze(-1,1)cR

o0
1n(1—|—a:)=2 P
k=0

Bewets. f(x) sei Potenzreihe (9), hat Konvergenzradius R =1, 2o =0

Abechn 203 ¢ diffbar auf (~1,1) und

/ k 1 1 . .
= E - = =7 h hi
fi(=) a (—x) 1-(—2) 142 geometrische Reihe

k=0

und

d 1 /
Lt = =@
f(x) =In(1 4+ z) + const

Wegen f(0) =0=1In1= f(z) =In(l 4+ ) Vz € (—1,1), d.h. (9) gilt.
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