Lineare Algebra 1. Semester (WS2017/18)

Dozent: Prof. Dr. Arno Fehm

1 Grundgegriffe der Linearen Algebra

1.1 Logik und Mengen

Wir werden die Grundlagen der Logik und der Mengenlehre kurz ansprechen.

1.1.1 Uberblick iiber die Aussagenlogik

Jede mathematisch sinnvolle Aussage ist entweder wahr oder falsch, aber nie beides!

e “14+1=2“— wahr

e “14+1=23“— falsch

e “Es gibt unendlich viele Primzahlen“ — wahr
Man ordnet jeder mathematischen Aussage A einen Wahrheitswert “wahr* oder “falsch® zu.
Aussagen lassen sich mit logischen Verkniipfungen zu neuen Aussagen zusammensetzen.

e V — oder

e A — und

e — — nicht

e =— impliziert

e < — #quivalent
Sind also A und B zwei Aussagen, so ist auch AV B, AANB, -A, A= Bund A <— B
Aussagen. Der Wahrheitswert einer zusammengesetzen Aussage ist eindeutig bestimmt durch die
Wahrheitswerte ihrer Einzelaussagen.

e ~(1+1=3)— wahr

e “2 ist ungerade® = “3 ist gerade“ — wahr

e “2ist gerade”“ = “Es gibt unendlich viele Primzahlen“ — wahr

A AVB|ANB|-A|A=B|A < B
w| W w w f w w
w | f w f f f f
f|w w f w w f
f|f f f w w w

1.1.2 Uberblick iiber die Pridikatenlogik

Wir werden die Quantoren
e V (Allquantor, “fiir alle“) und
e 7 (Existenzquantor, “es gibt“) verwenden.



Ist P(x) eine Aussage, deren Wahrheitswert von einem unbestimmten x abhéngt, so ist
Vz : P(x) genau dann wahr, wenn P(x) fiir alle z wahr ist,
Jdz : P(x) genau dann wahr, wenn P(z) fiir mindestens ein x wahr ist.

Insbesondere ist =Vz : P(z) genau dann wahr, wenn 3z : —=P(z) wahr ist.
Analog ist —3x : P(z) genau dann wahr, wenn Va : =P(z) wahr ist.

1.1.3 Uberblick iiber die Beweise

Unter einem Beweis verstehen wir die liickenlose Herleitung einer mathematischen Aussage aus
einer Menge von Axiomen, Vorraussetzungen und schon frither bewiesenen Aussagen.
Einige Beweismethoden:
e Widerspruchsbeweis
Man nimmt an, dass eine zu beweisende Aussage A falsch sei und leitet daraus ab, dass eine
andere Aussage sowohl falsch als auch wahr ist. Formal nutzt man die Giiltigkeit der
Aussage A = (BA-B) = A.
e Kontraposition
Ist eine Aussage A = B zu beweisen, kann man stattdessen die Implikation =B = - A
beweisen.
e vollstindige Induktion
Will man eine Aussage P(n) fiir alle natiirlichen Zahlen zeigen, so geniigt es, zu zeigen, dass
P(1) gilt und dass unter der Induktionsbehauptung P(n) stets auch P(n + 1) gilt
(Induktionschritt). Dann gilt P(n) fir alle n.
Es gilt also das Induktionsschema: P(1) AVn : (P(n) = P(n+1)) = Vn: P(n).

1.1.4 Uberblick iiber die Mengenlehre

Jede Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter wohlunterscheidbarer Objekte zu einem
Ganzen. Eine Menge enthélt also solche Objekte, die Elemente der Menge. Die Menge ist durch
ihre Elemente vollstédndig bestimmt. Diese Objekte kdnnen fiir uns verschiedene mathematische
Objekte, wie Zahlen, Funktionen oder andere Mengen sein. Man schreibt x € M bzw. x ¢ M,
wenn x ein bzw. kein Element der Menge ist.

Ist P(x) ein Pradikat, so bezeichnet man eine Menge mit X := {z | P(z)}. Hierbei muss man
vorsichtig sein, denn nicht immer lassen sich alle x fiir die P(x) gilt, widerspruchsfrei zu einer
Menge zusammenfassen.

Beispiel: endliche Mengen

Eine Menge heifit endlich, wenn sie nur endlich viele Elemente enthélt. Endliche Mengen notiert
man oft in aufzéhlender Form: M = {1;2;3;4;5;6}. Hierbei ist die Reihenfolge der Elemente nicht
relevant, auch nicht die Haufigkeit eines Elements.

Sind die Elemente paarweise verschieden, dann ist die Anzahl der Elemente die Michtigkeit (oder
Kardinalitét) der Menge, die wir mit |M| bezeichnen.

Beispiel: unendliche Mengen
e Menge der natiirlichen Zahlen: N :={1,2,3,4,...}
e Menge der natiirlichen Zahlen mit der 0: Ny := {0, 1,2, 3,4, ...}
e Menge der ganzen Zahlen: Z := {...,—2,—1,0,1,2, ...}
e Menge der rationalen Zahlen: Q := {g |p,q € Z,q # 0}



e Menge der reellen Zahlen: R := {x | z ist eine reelle Zahl}
Ist M eine Menge, so gilt |M| = co

Beispiel: leer Menge
Es gibt genau eine Menge, die keine Elemente hat, die leere Menge 0 := {}.

Definition Teilmenge: Sind X und Y zwei Mengen, so heifit X eine Teilmenge von Y, wenn
jedes Element von X auch Element von Y ist, dass heifit wenn fiir alle x (x € X =z €Y)
gilt.

Da eine Menge durch ihre Elemente bestimmt ist, gilt X =Y = (X C Y) A (Y € X). Will man
Mengengleichheit beweisen, so geniigt es, die beiden Inklusionen X C Y und Y C X zu beweisen.

Ist X eine Menge und P(z) ein Pridikat, so bezeichnet man mit Y := {z € X | P(z)} die
Teilmenge von X, die das Priadikat P(x) erfiillen.

Definition Mengenoperationen: Seien X und Y Mengen. Man definiert daraus weitere
Mengen wie folgt:

XUY: ={z|zeXVzeY}

XNY ={z|lzeXAzeY}

X\Y ={zeX|z¢Y}

XxY ={(z,y) |lzre XANyeY}

PX)={Y|Y C X}

Neben den offensichtlichen Mengengesetzen, wie dem Kommutaivgesetz, gibt es auch weniger
offensichtliche Gesetze, wie die Gesetze von de Morgan: Fiir X, Xo C X gilt:

o X\(X1UX2) = (X\X1) N (X\X3)

° X\(Xl N Xg) = (X\Xl) U (X\XQ)

Sind X und Y endliche Mengen, so gilt:
« X xV|=[X]-]Y|
o [P(X)| =21

1.2 Abbildungen

1.2.1 Uberblick iiber Abbildungen

Eine Abbildung f von eine Menge X in einer Menge Y ist eine Vorschrift, die jedem z € X auf
eindeutige Weise genau ein Element f(x) € Y zuordnet. Man schreibt dies als

X =Y
-
Ty
oder f: X — Y, x — y oder noch einfacher f : X — Y. Dabei heifit X die Definitions- und Y die
Zielmenge von f. Zwei Abbildungen heiflen gleich, wenn ihre Definitionsmengen und Zielmengen



gleich sind und sie jedem = € X das selbe Element y € Y zuordnen. Die Abbildungen von X nach
Y bilden wieder eine Menge, welche wir mit Abb(X,Y") bezeichnen.

Beispiele:

e Abbildungen mit Zielmenge R nennt man Funktion: f : R — R,z ~ 22

e Abbildungen mit Zielmenge C Definitionsmenge: f : R — R<q, x > 22
— Diese Abbildungen sind verschieden, da sie nicht die selbe Zielmenge haben.

o f:{0,1} = R,z 22

e f:{0,1} > Rx—=x
— Diese Funktionen sind gleich. Sie haben die gleichen Definitions- und Zielmengen und sie
ordnen jedem Element der Definitionsmenge das gleiche Element der Zielmenge zu.

Beispiele:
e auf jeder Menge X gibt es die identische Abbildung (Identitét)
id: X - X,z—x
e allgemein kann man zu jeder Teilmenge A C X die Inklusionsabbildung zuordnen
ta:A—=> Xz
e zu je zwei Mengen X und Y und einem festen yg € Y gibt es die konstante Abbildung
Cyo : X = Y= 10
e zu jder Menge X und Teilmenge A C X definiert man die charakteristische Funktion
z—1 (zeA)
x—0 (x¢A
e zu jeder Menge X gibt es die Abbildung
1 (z=y)
0 (z#y)

x4 :X — R,

f:XxX—>R,(:L‘,y)H5Ly{

Eigenschaften von Funktionen:
e injektiv: Zuordnung ist eindeutig: F(m1) = F(mg) = my = my
Bsp: 22 ist nicht injektiv, da F(—2) = F(2) = 4
e surjektiv: F(M)=N (Vne N Im e M | F(m) =n)
Bsp: sin(x) ist nicht surjektiv, da es kein x fiir y = 27 gibt
e bijektiv: injektiv und surjektiv

Definition Einschriankung: Sei f : x — y eine Abbildung. Fiir A C X definiert man die
Einschrinkung/Restrikton von f auf A als die Abbildung f |4 A — Y,a — f(a).

Das Bild von A unter f ist f(A):={f(a):a € A}.

Das Urbild einer Menge B C Y unter f ist f~1:= {x € X : f(z) € B}.

Man nennt I'mage(f) := f(X) das Bild von f.

Bemerkungen zur abstrakteren Betrachtungsweise:

Man ordnet der Abbildung f : X — Y auch die Abbildungen P(X) — P(Y) und P(Y) — P(X)
auf den Potenzmengen zu. Man benutzt hier das gleiche Symbol f(...) sowohl fiir die Abbildung
f:X — Y alsauch fir f: P(X) — P(Y), was unvorsichtig ist, aber keine Probleme bereiten
sollte.

In anderen Vorlesungen wird fiir y € Y auch f~1(y) statt f~'({y}) geschrieben.



Bemerkungen:

Genau dann ist f: X — Y surjektiv, wenn I'mage(f) =Y
injektiv

Genau dann ist f: X — Y ¢ surjektiv. , wenn |f~ ({y})| =
bijektiv

<
> VyeY

—_ = =

Definition Komposition: Sind f: X — Y und g : Y — Z Abbildungen, so ist die
Komposition g o f die Abbildung go f := X — Z,z — ¢(f(x)). Man kann die Komposition
auffassen als eine Abbildung o : Abb(Y, Z) x Abb(X,Y) — Abb(X, Z).

Satz: Die Abbildung von Kompositionen ist assotiativ, d.h. es gilt: ho (go f) = (hog)o f.

Definition Umkehrabbildung: Ist f : X — Y bijektiv, so gibt es zu jedem y € Y genau ein
Ty € X mit f(x,) =y, durch f~1:Y — X,y ~ z, wird also eine Abbildung definiert, die
Umkehrabbildung zu f.

Satz: Ist die Abbildung f : X — Y bijektiv, so gilt f~' o f =4d, und fo f~! = idy.

Bemerkung:

Achtung, wir verwenden hier das selbe Symbol f~! fiir zwei verschiedene Dinge: Die Abbildung
f~1:P(X) — P(Y) existiert fiir jede Abbildung f : X — Y, aber die Umkehrabbildung
f~1:Y — X existiert nur fiir bijektive Abbildungen f: X — Y.

Definition Familie: Seien I und X Mengen. Eine Abbildung « : I — X, ¢ — x; nennt man
Familie von Elementen von X mit einer Indexmenge I (oder I-Tupel von Elementen von X)
und schreibt diese auch als (x;);cr. Im Fall I = {1,2,...,n} identifiziert man die I-Tupel auch
mit den n-Tupeln. Ist (z;);c; eine Familie von Teilmengen einer Menge X, so ist

e UXi={reX|FellxecX)}

e NX,={zreX|Viellzx e X)}

o [[Xs={f€Abb(I,X)|Viel(f(i)e X;)}
Die Elemente von [] X; schreibt man in der Regel als Familien (x;);er.

Beispiel: Eine Folge ist eine Familie (x;);er mit der Indexmenge Ny.

Definition Graph: Der Graph einer Abbildung f : X — Y ist die Menge
IfA(z,y) e X xY |y = f(2)}.

Bemerkung: Formal korrekte Definition einer Abbildung:

Eine Abbildung f ist ein Tripel (X,Y,I"), wobei I' C X x Y Vz € X genau ein Paar (z,y) mit
y € Y enthilt. Die Abbildungsvorschrift schickt dann x € X auf das eindeutig bestimmte y € Y
mit (x,y) € I'. Es ist dann I' = T'y.



1.3 Gruppen

Definition Gruppe: Sei G eine Menge. Eine (innere, zweistellige) Verkniipfung auf G ist
eine Abbildung * : G x G — G, (z,y) — z * y. Das Paar (G, %) ist eine Halbgruppe, wenn das
folgende Axiom erfiillt ist:

(Gl) Fir z,y,z € Gist (xxy) * 2 =z (y x 2).

Eine Halbgruppe (G, *) ist ein Monoid, wenn zusétzlich das folgende Axiom gilt:

(G2) Es gibt ein Element e € G, welches fiir alle x € G die Gleichung = x e = e * x = x erfiillt.
Dieses Element heiffit dann neutrales Element der Verkniipfung .

Beispiele:
e Fiir jede Menge X ist (Abb(X,Y),0) eine Halbgruppe mit dem neutralen Element id,, also
ein Monoid.
N bildet mit der Addition eine Halbgruppe (N, +), aber kein Monoid, da die 0 nicht in
Fehm’s Definition der natiirlichen Zahlen gehorte
Ny bildet mit der Addition ein Monoid (Ny, +)
N bildet mit der Multiplikation ein Monoid (N, -)
Z bildet mit der Multiplikation ein Monoid (Z, -)

Satz (Eindeutigkeit des neutralen Elements): Ein Monoid (G, *) hat genau ein
neutrales Element.

Definition abelsche Gruppe: Eine Gruppe ist ein Monoid (G, *) mit dem neutralen
Element e, in dem zusétzlich das folgende Axiom gilt:

(G3) Fiir jedes z € G gibt es ein 2’ € G mit 2/ xz =z x 2’ =e.

Gilt weiterhin

(G4) Fir alle z,y € G gilt x xy = y * x, so heifit diese Gruppel abelsch.

Ein 2’ heifit inverses Element zu z.

Beispiele:

Ny bildet mit der Addition keine Gruppe (Np, +)

Z bildet mit der Addition eine abelsche Gruppe (Z, +)
Auch (Q,+) und (R, +) sind abelsche Gruppen

(Q, -) ist keine Gruppe, aber (Q\{0}, -) schon

Satz (Eindeutigkeit des Inversen): Ist (G, %) eine Gruppe, so hat jedes = € G genau ein
inverses Element.

Beispiele:

e Eine triviale Gruppe besteht nur aus ihrem neutralen Element. Tatséchlich ist G = {e} mit
e x e = e eine Gruppe.

e Sei X eine Menge. Die Menge Sym(X) := {f € Abb(X, X) | f ist bijektiv} der
Permutationen von X bildet mit der Komposition eine Gruppe (Sym(X), o), die
symmetrsiche Gruppe auf X. Fiir n € N schreibt man S,, := Sym({1,2,...,n}). Firn >3
ist S, nicht abelsch.



Bemerkung: Hiufig benutzte Notationen fiir die Gruppenverkniipfung -:
e In der multiplikativen Notation schreibt man - statt % (oft auch zy statt x - y), bezeichnet
das neutrale Element mit 1 oder 1 und das Inverse zu z mit 2~ 1.
e In der additiven Notation schreibt man + fiir %, bezeichnet das neutrale Element mit 0 oder
O0g und das Inverse zu x mit —z. Die additive Notation wird nur verwendet, wenn die

Gruppe abelsch ist.

In abelschen Gruppen notiert man Ausdriicke auch mit dem Summen- und Produktzeichen.

Satz: Sei (G, ) eine Gruppe. Fiir 2,y € G gelten (z7')~! =z und (2y) ' =2~ 271

Satz: Sei (G, -) eine Gruppe. Fiir a,b € G haben die Gleichungen ax = b und ya = b
eindeutige Losungen in G, nimlich = a~'-bund y = b- a~'. Insbesondere gelten die
folgenden Kiirzungsregeln: ax = ay = ¢ = y und za = ya = = = y.

Beweis:

Esista-a~'-b=1b=0b, also ist x = a~ ' - b eine Losung. Ist umgekehrt ax =b mit x € G, so ist
a b b=a"' ar = lx =z die Losung und somit eindeutig. Fiir die zweite Gleichung argumentiert
man analog. Den “Insbesondere “-Fall erhdlt man durch Einsetzen von b= ay bzw. b = xa.

Bemerkung:

Wenn aus dem Kontext klar ist, welche Verkniipfung gemeint ist, schreibt man auch einfach G
anstatt (G, ) bzw. (G, +). Eine Gruppe G heifit endlich, wenn die Menge G endlich ist. Die
Michtigkeit |G| von G nennt man dann die Ordnung von G. Eine endliche Gruppe kann durch
ihre Verkniipfungstafel vollstdndig beschrieben werden.

Beispiele:
a) die triviale Gruppe G = {e}
e
ele
b) die Gruppe p2 = {1, —1} der Ordnung 2
1 | -1
1 1 | -1
-1 -1] 1

c) die Gruppe Sz = Sym({1,2}) = {id{ 2}, f}, wobei f(1) =2 und f(2) =1

(¢] Z'd{l’Q} f

idgy 2y | td12y f
f f idgy 9y




Definition Untergruppe: Eine Untergruppe einer Gruppe (G, -) ist eine nichtleere
Teilmenge H C G, fiir die gilt:

(UG1) Fiir alle z,y € H ist x - y € H (Abgeschlossenheit unter Multiplikation).
(UG2) Fiir alle x € H ist x~' € H (Abgeschlossenheit unter Inversen).

Satz: Sei (G, ) eine Gruppe und () # H C G. Genau dann ist H eine Untergruppe von G,
wenn sich die Verkniipfung - : G x G — G zu einer Abbildung -5 : H X H — H einschréinken
lasst (d.h. - |gxmg = tg o g, wobei vy - - — G die Inklusionsabbildung ist) und (H, ) eine
Gruppe ist.

Beweis:

Hinrichtung: Sei H eine Untergruppe von G. Nach (UG1) ist Image(-|pxm) C H und somit ldsst
sich - zu einer Abbildung - : H x H toH einschrinken. Wir betrachten jetzt H mit dieser
Verkniipfung. Da G (G1) erfiillt, erfillt auch H (G1). Da H # () existiert ein x € H. Nach (UG1)
und (UG2) istx -2 ' =e€ H. Daeg-y=1vy-eq =1y fir alley € G, insbesondere auch fiir alle
y€ H (G2). Wegen (UG2) erfillt H auch das Aziom (G3). H ist somit eine Gruppe.
Riickrichtung: Sei nun umgekehrt (H,-fr) eine Gruppe. Fir x,y € H ist dann xy =z -gy € H,
also erillt H (UG1). Aus ey - e = ey = ey - eg folgt ey = eq. Ist also ©' das Inverse zu x aus
der Gruppe H, so ist v’z = z2' = eq = ey, also x™1 = 2’ € H und somit erfillt H auch (UG2).
Wir haben gezeigt, dass H eine Untergruppe von G ist.

Bemerkung:
Wir nennen nicht nur die Menge H eine Untergruppe von G, sondern auch die Gruppe (H, -f).
Wir schreiben H < G.

Beispiele:

e Jede Gruppe G hat die triviale Untergruppe H = {eg} und H = G
Ist H < Gund K < H, so ist K < G (Transitivitét)
Unter Addition ist Z < Q < R eine Kette von Untergruppen
Unter Multiplikation ist s < QT < RT eine Kette von Untergruppen
FirneNgist nZ :={nzx |z € Z} <Z

Lemma: Ist G eine Gruppe und (H;);es eine Familie von Untergruppen von G, so ist auch
H := () H; eine Untergruppe von G.

Beweis: Wir haben 3 Dinge zu zeigen
o H=#0: Fiir jedesi € I ist e € H, also auch eq € (\H; = H
o (UG1): Seien x,y € H. Fir jedes i € I ist x,y € H;, somit xy € H;, da H; < G. Folglich ist
e (UG2): Sei x € H. Fiir jedes i € I ist x € H;, somit v~ € H;, da H; < G. Folglich ist
rteNH;=H.



Satz: Ist G eine Gruppe und X C G. so gibt es eine eindeutig bestimmte kleinste
Untergruppe H von G, die X enthilt, d.h. H enthélt X und ist H' eine weitere Untergruppe
von G, die X enthilt, so ist H C H'.

Beweis:

Sei H die Menge aller Untergruppen von G, die X enthalten. Nach dem Lemma ist

H :=N\H:=(\H eine Untergruppe von G. Da X C H' fiir jedes H' € H ist auch X C H. Nach
Definition ist H in jedem H' < G mit X C H' enhalten.

Definition erzeugte Untergruppe: Ist G eine Gruppe und X < G, so nennt man diese
kleinste Untergruppe von G, die X enthilt, die von X erzeugte Untergruppe von G und
bezeichnet diese mit < X >, falls X = {z1, 22, ..., 2, } enthdlt auch mit < xy, z9, ..., z, >. Gibt
es eine endliche Menge X C G mit G =< X >, so nennt man G endlich erzeugt.

Beispiele:
e Die leere Menge X = () < G erzeugt stets die trivale Untergruppe < ) >= {e} < G
e Jede endliche Gruppe G ist endlich erzeugt G =< G >
e Fiirn e Nyist nZ =<n><7Z.Ist H<Z mit n € H, so ist auch
kn=nk=n+n-+..4+n € H und somit auch nZ < H.

1.4 Ringe

Definition Ring: Ein Ring ist ein Tripel (R, +, ) bestehend aus einer Menge R, einer
Verkniipfung + : R x R — R (Addition) und einer anderen Verkniipfung - : R x R — R
(Multiplikation), sodass diese zusammen die folgenden Axiome erfiillen:

(R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.

(R2) (R,) ist eine Halbgruppe.

(R3) Fiir a,z,y € R gelten die Distributivgesetze a(z + y) = ax + ay und (x + y)a = xa + ya.
Ein Ring heifit kommutativ, wenn xy = yz fiir alle z,y € R.

Ein neutrales Element der Multiplikation heifit Einselement von R.

Ein Unterrrig eines Rings (R, +, -) ist eine Teilmenge, die mit der geeigneten Einschrinkung
von Addition und Multiplikation wieder ein Ring ist.

Bemerkungen:

Hat ein Ring ein Einselement, so ist dieses eindeutig bestimmt. Notationelle Konfektionen: Das
neutrale Element der Addition wird hidufig mit 0 bezeichnet; die Multiplikation wird nicht immer
notiert; Multiplikation bindet stéirker als die Addition.

Wenn die Verkniipfungen aus dem Kontext klar sind, schreibt ma R statt (R, +,-).

Beispiele:
e Der Nullring ist R = {0} mit den einzig moglichen Verkniipfungen + und - auf R. Der
Nullring ist sogar kommutativ und hat ein Einselement, ndmlich die 0.
e (Z,+,) ist ein kommutativer Ring mit Einselement 1, ebenso (Q,+,-) und (R, +,-).



e (2Z,+,-) ist ein kommutativer Ring, aber ohne Einselement.

Bemerkungen: Ist R ein Ring, dann gelten die folgenden Aussagen fiir x,y € R
e 0-z=2-0=0
o z-(—y)=(-z)-y=—ay
o (—z)-(-y) ==y

Bemerkung:
Wir fithren eine wichtige Klasse endlicher Ringe ein. Hierfiir erinnern wir uns an eine der
Grundlagen der Arithmetik in Z.

Theorem: Sei b # 0 € Z. Fiir jedes a € Z gibt es eindeutig bestimmte ¢, € Z (r ist "Rest”),
mit a =¢gb+ 7 und 0 <7 < |b|.

Beweis: Ezistenz und Eindeutigkeit

Ezistenz: oBdA nehmen wir an, dass b > 0 (denn ist a = gb+r, so ist auch a = (—q)(—b) +r).
Sei q € Z die grofite Zahl mit q < 3, und seir = a —qb € Z. Dann ist a < § —q < 1, woraus

0 <r <b folgt.

FEindeutigkeit: Seia = gb+r = ¢'b+ 1" mit q,¢',r,v' € Z und 0 < r,r’ < |b|. Dann ist
(g—q)Yo=r—7r"und|r—7r'| <|b|. Daq—q €Z ist, folgt r —r' =0 und daraus wegen b # 0,
dann q — ¢ = 0.

Beispiel (Restklassenring): Wir fixieren n € N. Fiir a € Z sei
(a) :=a+nZ:={a+nx |z eZ} die Restklasse von "a mod n”. Fiir a,a’ € Z sind #quivalent:
e a+nZ=ad +nZ
e d ca+nZ
e n teilt @’ — a (in Zeichen n|a’ — a), d.h. o/ = a + nk fir k € Z
Beweis:
1) = 2): klar, denn 0 € Z
2)=3):d €ca+nZ=d =a+nk mitkelZ
3)=1):d =a+nk mit
keZ=a+nZ={a+nk+nz|zecZ}={a+nlk+z)|xe€Z}=a+nZ
Insbesondere besteht a + nZ nur aus den ganzen Zahlen, die bei der Division durch n den selben
Rest lassen wie a.

Aus dem Theorem folgt weiter, dass Z/nZ = {a | a € Z} = {0,1,...,n — 1} eine Menge der
Méchtigkeit n ist (sprich: ”Z mod nZ”).

Wir definieren Verkniipfungen auf Z/nZ durch @+ b :=a + b, @- b := ab a,b € Z. Hierbei muss
man zeigen, dass diese Verkniipfungen wohldefiniert sind, also nicht von den gew&hlten Vertretern
a,b der Restklassen @ und b abhingen. Ist etwa @ = @/ und b =¥/, also @’ = a + nk; und

b = b+ nko mit ki, ke € Z, so ist

a+b=a+b+n(k+k),alsoad +¥ =a+0b

a’ b = ab + n(bky + aky + nkiks), also a’b/ = ab
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Man priift nun leicht nach, dass Z/nZ mit diesen Verkniipfungen ein kommutativer Ring mit
Einselement ist, da dies auch fiir (Z,+, -) gilt. Das neutrale Element der Addition ist 0, das
Einselement ist 1.

Beispiel: Im Fall n = 2 ergeben sich die folgenden Verkniipfungstafeln fiir Z/27Z = {0,1}

+ 0] 1
0/0| 1
1/1|/2=0
0|1
0/0]0
1|01

Definition Charakteristik: Sei R ein Ring mit Einselement. Man definiert die
Charakteristik von R als die kleinste natiirliche Zahl n mit 14+ 1+ ...+ 1 =0, falls so ein n
existiert, andernfalls ist die Charakteristik 0.

Definition Nullteiler: Sei R ein Ring mit Einselement. Ein 0 # z € R ist ein Nullteiler von
R, wenn er ein 0 # y € R mit xy = 0 oder yz = 0 gibt. Ein Ring ohne Nullteiler ist
nullteilerfrei.

Definition Einheit: Sei R ein Ring mit Einselement. Ein « € R heifit invertierbar (oder
Einheit von R), wenn es ein 2’ € R mit xz’ = 2’z = 1 gibt. Wir bezeichnen die invertierten
Elemente von R mit R*.

Beispiele:
e reelle Zahlen sind ein nullteilerfreier Ring der Charakteristik 0 mit R* = R\ {0}
e Z ist ein nullteilerfreier Ring der Charakteristik 0 mit Z* = {1, —1}
e Z/nZ ist ein Ring der Charakteristik n. Ist n keine Primzahl, so ist Z nicht nullteilerfrei.

Satz: Sei R ein Ring mit Einselement.
e Ist x € R invertierbar, so ist « kein Nullteiler in R.
e Die invertierbaren Elemente von R bilden mit der Multiplikation eine Gruppe.

Beweis:
o stz =2d'x=1undaxy=0mitz',ye R, s0ist0=2"-0=z-ay=1-y=1y, abery#0
fiir Nullteiler
e Sind x,y € R*, also za/ =2’z =yy =y'y = 1. Dann ist (xy)(y'2’) =2z-1-2' =1 und
(2" (zy) =y -1-y =1, somit R* abgeschlossen unter der Multiplikation. Da 1-1 =1 gilt,
ist auch 1 € R*. Nach Definition von R* hat jedes x € R* ein Inverses x' € R*.
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1.5 Korper

Definition Kérper: Ein Kérper ist ein kommutativer Ring (K, +, ) mit Einselement 1 # 0,
in dem jedes Element x # x € K invertierbar ist.

Bemerkungen: Ein Koérper ist stets nullteilerfrei und (K\{0},-) ist eine abelsche Gruppe. Ein
korper ist also ein Tripel (K, +,-) bestehend aus einer Menge K und 2 Verkniipfungen

+: K xK— Kund -: K x K — K, fiir die gelten:

(K1): (K,+) ist eine abelsche Gruppe

(K2): (K\{0},) ist eine abelsche Gruppe, deren neutrales Element wir mit 1 bezeichnen

(K3): Es gelten die Distributivgesetze.

Bemerkungen: Sei K ein Korper und a,z,y € K. Ist ax = ay und a # 0, so ist x = y.

Definition Teilkérper: Ein Teilkérper eines Korpers (K, +, ) ist die Teilemenge L C K, die
mit der geeigneten Einschrinkung von Addition und Multiplikation wieder ein Korper ist.

Beispiele:
e Der Nullring ist kein Korper.
e Der Korper Q der rationalen Zahlen ist ein Teilkorper des Korpers R der reellen Zahlen.
e (Z,+,-) ist kein Korper

Beispiel (Komplexe Zahlen)
Wir definieren die Menge C = R x R und darauf Verkniipfungen wie folgt: Fiir
(z1,91), (T2, 92) € C ist:

o (z1,y1) + (22, 92) := (1 + 22,51 + ¥2)

o (z1,91) - (w2,92) := (T122 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1)
Wie man nachpriifen kann, ist (C, +,-) ein Korper, genannt Kérper der komplexen Zahlen. Da
(21,0) + (x2,0) = (1 + 22,0) und (z1,0) - (x2,0) = (x122,0), konnen wir R durch "z = (z,0)”mit
dem Teilkoérper R x {0} von C identifizieren.
Die imaginire Einheit i = (0, 1) erfiillt i> = —1 und jedes z € C kann eindeutig geschrieben
werden als z = x + iy mit z,y € R

Lemma: Sei a € Z und sei p eine Primzahl, die a nicht teilt. Dann gibt es b, k € Z mit
ab+kp =1.

Beweis:

Sein € N die kleinste natiirliche Zahl der Form n = ab + kp. Angenommen, n > 2. Schreibe
a=qp+r mitq,r € Z und 0 <r < p. Aus der Nichtteilbarkeit von a folgt v # 0, also r € N.
Wegenr=a-1—qp ist n <r. Da p Primzahl ist und 2 <n <r < p, gilt n teilt nicht p. Schreibe
p=c-n+m mitc,m €Z und 0 < m < n. Aus n teilt nicht p folgt m # 0, also m € N. Da
m=p—cn=—abc+ (1 —kc)p, ist m < n ein Widerspruch zur Minimalitit von n. Die Annahme
n > 2 war somit falsch. Es gilt n = 1.
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Beispiel (Endliche Primkorper)
Fiir jede Primzahl p ist Z/pZ ein Korper. Ist @ # 0, so gilt p teilt nicht @ und somit gibt es
b,k € Z mit
ab+kp=1
(ab+kp)=T1=(ab)=a-b
und somit ist @ invertierbar in Z/pZ. Somit sind fiir n € N dquivalent:
e 7/nZ ist ein Korper
o 7Z/nZ ist nullteilerfrei
e n ist Primzahl
Beweis: 1 — 2: 4.18; 2 — 8: 4.12; 8 — 1: gegeben
Insbesondere ist Z/pZ nullteilerfrei, d.h. aus p teilt ab folgt p teilt a oder p teilt b

1.6 Polynome

In diesem Abschnitt sei R ein kommutativer Ring mit Einselement.

Bemerkung: Unter einem Polynom in der “Unbekannte” x versteht man einen Ausdruck der
n
Form f(x) = ag + a1z + agx?® + ... + apaz™ = 5. axz® mit ag, ...,a, € R. Fasst man z als ein
k=0
beliebiges Element von R auf, gelten einige offensichtliche Rechenregeln:
n

n
Ist f(z) = Y apz® und g(z) = 3 bpa® so ist
k=0 k=0

o f(2)+9(z) = 3 (ar + b)a*
k=0

2n k
o f(x)-g(z)= Y cra® mit cp = > ajby;
k=0 j=0

Dies motiviert die folgende prézise Definition fiir den Ring der Polynome iiber R in einer
“Unbestimmten® x.

Definition Polynom: Sei R[X]| die Menge der Folgen in R, die fast iiberall 0 sind, also
R[X] = {(ak)keNo ‘ Vk(ak S R) A dng : Vk > no(ak = 0)}

Wir definieren Addition und Multiplikation auf R[X]:
o (ar)keny + (bk)keny = (ak + br)ren,

k
o (ap)keny - (br)keny = (Ck)ken, Mit ¢k = > ajbp—;
4=0

Mit diesen Verkniipfungen wird R[X] zu einem kommutativen Ring mit Einselement. Diesen Ring
nennt man Polynomring (in einer Variablen X) iiber R. Ein (ag)ken, € R[X] heiit Polynom mit
den Koeffizienten ay, ..., a,. Wenn wir ¢ € R mit der Folge (a,0,0,...,0) := (a, 0x0)ken,
identifizieren, wird R zu einem Unterrring von R[X].

Definiert man X als die Folge (0,1,0,..,0) := (0,1)ken, (die Folge hat an der k-ten Stelle eine 1,
sonst nur Nullen). Jedes f(ax)ken, mit ap = 0 fiir & > ng ldsst sich eindeutig schreiben als

f(X) = % aka.
k=0
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Alternativ schreiben wir auch f = 3 a3 X* mit dem Versténdnis, dass diese unendliche Summe
k>0
nur endlich von 0 verschiedene Summanden enthélt.

Sei 0 # f(X) = Y arX* € R[X]. Der Grad von f ist das gréite k mit ay, # 0, geschrieben
k>0

deg(f) := max{k € Ny | a # 0}. Man definiert den Grad des Nullpolynoms als deg(0) = —oo,

wobei —oco < kVE € Ng gelten soll. Man nennt ag den konstanten Term und ageq(r) den

Leitkoeffizienten von f. Hat f den Grad 0, 1 oder 2, so nennt man f konstant, linear bzw.

quadratisch.

Beispiel: Das lineare Polynom f(X) = X — 2 € R[X] hat den Leitkoeffizent 1 und den
konstanten Term —2.

Satz: Seien f,g € R[X]
o Esist deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)}.
e Esist deg(f -g) < deg(f) + deg(g).
e Ist R nullteilerfrei, so ist deg(f - g) = deg(f) + deg(g) und auch R[X] ist nullteilerfrei.

Beweis:
e offenbar
o Istdeg(f) =n unddeg(g) =m, f=>3 fiX', g= 7> g;X7, soist auchh= fg= 3 hpX"*
i>0 7>0 k>0
mit hy = > fi-gj firallek>0. Istk>n+m undi+ j =k, soisti>n oderj>m,

i+j=k
somit f; =0 oder gj = 0 und somit hy, = 0. Folglich ist deg(h) < n + m.
o Ist f =0 oder g =0, so ist die Aussage klar, wir nehmen als n,m >0 an. Nach b) ist
deg(h) <n+m und hyyn = Y. figj = fugm- Ist R nullteilerfrei, so folgt aus f, # 0
i+j=n+m
und gm # 0 schon fngm # 0, und somit deg(h) = n + m.

Theorem (Polynomdivision): Sei K ein Korper und sei 0 # g € K[X]. Fiir jedes Polynom
f € K[X] gibt es eindeutig bestimmte g, h,r € K[X] mit f = gh + r und deg(r) < deg(g).

Beweis: Existenz und Eindeutigkeit

n m
Ezistenz: Sein = deg(f), m = deg(g), f = 3. arX*, g = > bpXF*

k=0 k=0
Induktion nach n bei festem g.

IA: Ist n < m, so wdhlt man h =0 und r = f.

IB: Wir nehmen an, dass die Aussage fiir alle Polynome vom Gmd kleiner als n gilt.

IS: Ist n > m, so betrachtet man f1 = f — 7= - X" . g(X). Da = - X"™™ - g(X) ein Polynom
vom Grad n —m + deg(g) = n mit Leztkoeﬂ?zwnt ~bm = an zst "ist deg(f1) < mn. Nach IB gibt
es also hy,r1 € K[X] mit fi = gh1 + 1 und deg(r ) < deg(g). Somit 18t

f(X) = f[(X)+ g2 - X" g(X) = gh+r mit h(X) = h(X) + 32 - X" r =7y
FEindeutigkeit: Sein = deg(f),m = deg(g). Ist f = gh+r = gh’ —|— ' und deg( ),deg(r') < m, so
ist (h—h")g =7r"—r und deg(r’ —r) < m. Da deg(h — h') = deg(h' — h) +m muss

deg(h — h') <0, also ' — h =0 sein. Somit h' = h und v’ =r
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Bemerkung: Der Existenzbeweis durch Induktion liefert uns ein konstruktives Verfahren, diese
sogenannte Polynomdivision durchzufiihren.

Beispiel: in Q[X]: (#3 + 22 +1): (22 + 1) =2+ 1 Rest —z

Definition Nullstelle: Sei f(X) = Y a;, X* € R[X]. Fiir A € R definiert man die
k>0

Auswertung von f in A f(A) = 3 arpA\F € R. Das Polynom f liefert auf diese Weise eine
k>0

Abbildung f : R — R und A — f(\).
Ein A € R f(\) = 0 ist eine Nullstelle von f.

Lemma: Fiir f,g € R[X] und A € Riist (f +¢)(A) = f(A) +g(A) und (fg)(A) = f(A) - g(A).

Beweis: Ist f = 3 ap X und g = 3 bp X*, s0 ist

k>0 k>0
f) +g9(\) = kgo ap\F + go bpAF = ;;o(ak + )N = (f +9)(N)
FO) g = X ah - Y BN = 3 (ag + b)) N = (fg)()
k>0 k>0 k>0i+j=k

Satz: Ist K ein Korper und A € K eine Nullstelle von f € K[X] so gibt es ein eindeutig
bestimmtes h € K[X] mit f(X) = (X — ) - h(z).

Bewets:

Es gibt hyr € K[X]| mit f(X) = (X —A) - h(z) +r(z) und deg(r) < deg(X — ) =1, alsor € K.
Da A Nullstelle von f ist, gilt 0 = f(A) = (A= X) - h(A) +7(X) = r(N). Hieraus folgt r = 0.
FEindeutigkeit folgt aus Findeutigkeit der Polynomdivision.

Korollar: Sei K ein Korper. Ein Polynom 0 # f € K[X] hat hochstens deg(f) viele
Nullstellen.

Beweis:

Induktion nach deg(f) =n

Ist n =0, so ist f € K™ und hat somit keine Nullstellen.

Ist n > 0 und hat f eine Nullstelle A € K, so ist f(X) = (X — A) x h(z) mit h(x) € K[X] und
deg(f) = deg(X — \) +deg(h) =n — 1. Nach IV besitzt h hochstens deg(h) =n — 1 viele
Nullstellen. Ist X' eine Nullstelle von f, so ist 0 = f(X) = (N = X) = h(X), also N = X oder X ist
Nullstelle von h. Somit hat f hochstens n viele Nullstellen in K.

Korollar: Ist K ein unendlicher Kérper, so ist die Abbildung K[X] — Abb(K,K) und f — f
injektiv.

Beweis:
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Sind f,g € K[X] mit f =g, also f(\) = g(\) fiir jedes \ € K, so ist jedes X Nullstelle von
h:=f—g¢€ K[X]. Da|K|= o0 ist, soist h =0, also f = g.

Bemerkung: Dieses Korollar besagt uns, dass man iiber einem unendlichen Kérper Polynome als
polynomiale Abbildungen auffassen kann. Ist K aber endlich, so ist dies im Allgemeinen nicht
richtig. Beispiel: K = Z\27Z, f(X) = X, g(X) = X2 = f # g, aber f = §.

Beispiel: Sei f(X) = X2+1¢€R[X]C C[X]

In K = R hat f keine Nullstelle: Fiir A € R f(A\) = A2 +1>1> 0.

In K = C hat f die beiden Nullstellen \; = ¢ und Ao = —¢ und zerfillt dort in Linearfaktoren:
f(X) = (X —9)(X +19).

Satz: Fiir einen Korper K sind dquivalent:
e Jedes Polynom f € K[X] mit deg(f) > 0 hat eine Nullstelle in K.
n

e Jedes Polynom f € K[X] zerfillt in Linearfaktoren, also f(X) =a- [[(X — \;) mit
i=1
n=deg(f),a,\i € K.

Bewets:

1 = 2: Induktion nach n = deg(f)

Ist n <0, so ist nichts zu zeigen.

Ist n >0, so hat f eine Nullstelle \,, € K, somit f(X) = (X — \,) - g(X) mit g(X) € K[X] und
n n

deg(g) =n—1, Nach IV ist g(X) =a- [[(X — N;). Somit ist f(X)=a- [[(X —N\i).
i=1 i=1

2=1: Sei f € K[X]| mitn=deg(f)>0. Damit gilt f(X)=a-[[(X —X). Dan >0, hat f
i=1
z.B. die Nullstelle \1.

Definition algebraisch abgeschlossen: Ein Koérper K heifit algebraisch abgeschlossen,
wenn er eine der dquivalenten Bedingungen erfiillt.

Theorem (Fundamentalsatz der Algebra): Der Korper C ist algebraisch abgeschlossen.

Bemerkung: Wir werden das Theorem zwar benutzen, aber nicht beweisen.

2 Vektorrdume
In diesem Kapitel sei K ein Korper.

2.1 Definition und Beispiele

Beispiel: Ist K = R, so haben wir fiir K2 =R3 =R x R x R = {(a, b, ¢)|a,b,c € R} eine
geometrische Anschauung, ndmlich den euklidischen Raum. Welche algebraische Struktur kénnen
wir hierauf sinnvollerweise definieren?
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Definition K-Vektorraum: Ein K-Vektorraum (auch Vektorraum iiber K) ist ein Tripel
(V,+,-) bestehend aus einer Menge V, einer Verkniipfung + : V x V' — V| genannt Addition,
und einer Abbildung - : K x V — V| genannt Skalarmultiplikation, fiir die gelten:
(V1): (V,+) ist eine abelsche Gruppe
(V2): Addition und Skalarmultiplikation sind vertréglich:

(

Bemerkung: Wir haben sowohl im Korper K als auch im Vektorraum V eine Addition definiert,
die wir mit dem selben Symbol + notieren. Ebenso benutzen wir das Symbol - sowohl fiir die
Multiplikation im Korper K als auch fiir die Skalarmultiplikation. Zur Unterscheidung nennt man
die Elemente von V' Vektoren und die Elemente von K Skalare. Wir werden bald auch den
Nullvektor mit 0 bezeichnen, also mit dem selben Symbol wie das neutrale Element im Korper K.
Auch fiir Vektorrdume gibt es notationelle Konvektionen: So bindet die Skalarmultiplikation
stiarker als die Addition und wird manchmal nicht notiert.

n
Beispiel: Fir n e Nist V= K" := [[ K = {(x1, 22, ..., zp) | z1, 22, .., 2, € K} mit
=1

komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation A(z1, ..., ) = (A - Z1,..., A - ) ein
K-Vektorraum, genannt der (n-dimensionale) Standardraum iiber K.

Insbesondere (Spezialfall n = 1) ist K ein K-Vektorraum.

Fiir n = 0 definiert man K° als Nullraum V = {0}, der einzig moglichen Addition und
Skalarmultiplikation einen K-Vektorraum bildet.

Satz: Ist V ein K-Vektorraum, so gelten fiir A € K und = € V:
e 0-z=0
e A-0=0
e (—A\)-z=X-(—z)=—\-z. Insbesondere (—1)x = —x
e Ist \-x=0,s0ist \=0o0der x =0

Beweis:
e Fsist0-x=(0+0)-2=0-2+0 -z, woraus 0 =0z
o Esist A\-0=AX04+0)=A-04+0-X, woraus 0 =X-0
e Fsist \-xz+(-XA-2)=A+(=N)-2=0-2=0, also (—\)z = —(\x)
o Ist\-x=0und A\#0,s0ist 0=\"1-N-x=1.-2=x

Beispiele:
e Schrinkt man die Multiplikation im Polynomring K[X] x K[X] — K[X] zu einer Abbildung
K x K[X] — K[X] ein, so wird K[X] mit dieser Skalarmultipliaktion zu einem K-VR. Die

Skalarmultiplikation ist also gegen A - > ag - X* = 30 A - ay - X¥ ersetzt wurden.
k>0 k>0
e Schriankt man die komplexe Multiplikation C x C — C zu einer Abbildung R x C — C ein,

so wird C mit dieser Skalarmultipliaktion zu einem R-VR. Die Skalarmultipliaktion ist
gegeben durch A\(x +iy) =Xz +i-X-y.
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e Verallgemeinerung von 1 und 2: Ist der Kérper K ein Unterring eines kommutativen Rings
R mit Einselement 1 € K, so wird R durch Einschriankung der Multiplikation R x R — R
zu einer Abbildung K x R — R zu einem K-VR.

e Ist X eine Menge, so wird die Menge der Abbildungen Abb(X, K') durch punktweise
Addition (f + g)(z) = f(z) + g(x) und die Skalarmultiplikation (X - f)(z) = A - f(x) zu
einem K-VR. Im Spezialfall X = {1,2,...,n} erhilt man den Standardraum K".

Definition Untervektorraum: Sei V ein K-VR. Ein Untervektorraum (UVR) von V ist
eine nichtleere Teilmenge W C V mit:

(UV1): Firz,ye Wist c +y € W.

(UV2): Firz e Wund Ae Kist A\-xz € W.

Satz: Sei V ein K-VR und W C V. Genau dann ist W ein UVR von V, wenn W mit
geeigneter Einschrinkung der Addition und Skalarmultiplikation wieder ein K-VR ist.

Beweis:

Riickrichtung: Lassen sich +: V xV =V und -: K x V — V einschrinken zur Abbildung +.:
WxW W, KXW =W sogilt firz,yc Wund e K:x+y=x+,y €W und
Ax=Xyax€W. Ist (W, 4y, w) ein K-VR, so ist insbesodere W nicht leer. Somit ist W ein
UVR.

Hinrichtung: Nach (UV1) und (UV2) lassen sich + und - einchrinken zu Abbildungen +:
WxW =W und -: K xW — W. Nach (UV1) ist abgeschlossen und unter der Addition und fiir
x € W ist auch —x = (—1)z € W nach (UV2), W ist somit Untergruppe von (V,+). Insbesondere
ist (W, +) eine abelsche Gruppe, erfillt also (V1). Die Vertriglichkeit (V2) ist fir \,p € K und
x,y € W gegeben, da sie auch fir x,y € V erfillt ist. Somit ist (W, 4+, ) ein K-VR.

Beispiele:

e Jder K-VR hat triviale UVR W = {0} und W =V

o Ist Vein K-VRundz e V,soist W=K -z={\A-z| A€ K} ein UVR von V.
Insbesondere besitzt z.B. der R-VR R? unendlich viele UVR, namlich alle
Ursprungsgeraden. Hieran sehen wir auch, dass die Vereinigung zweier UVR im Allgemeinen
kein UVR ist. R (1,0) UR - (1,0) C R? verletzt (UV1).

e Der K-VR K[X] hat unter anderem die folgenden UVR:
- Den Raum K der konstanten Polynome
- Den Raum K[X]<; = {aX +b|a,b € K} der linearen (oder konstanten) Polynome
- allgemeiner den Raum K[X|<, = {f € K[X] | deg(f) < n} der Polynome von héchstens
Grad n

e In der Analysis werden Sie verschiedene UVR des R-VR Abb(R,R) kennenlernen, etwa den
Raum C(R,R) der stetigen Funktionen und den Raum C~!(R,R) der stetig differenzierbaren
Funktionen. Die Menge der Polynomfunktionen {f | f € R[X]} bildet einen UVR des R-VR
C1(R,R)

Lemma: Ist V ein Vektorraum und (W;);c; eine Familie von UVR von V| so ist auch
W = W; ein UVR von V.

Bewets:
Da 0 € W; ist auch 0 € W, insbesondere W # ().
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o (UV1): Sind z,y € W, so ist auch x,y € W; und deshalb x +y € (\W; = W.
o (UV2): Istx € W und X € K, so ist auch x € W; und somit A\x € (\W; = W.

Satz: Ist V ein K-VR und X C V, so gibt es einen eindeutig bestimmten kleinsten UVR W
von V mit X C W.

Beweis:
Sei V die Menge aller UVR von X, die X enthalten. Sei W = (V. Damit ist W ein UVR von V
der X enthdlt.

Definition Erzeugendensystem: Ist V' ein K-VR und X C V, so nennt man den kleinsten
UVR von V, der X enthélt den von X erzeugten UVR von V und bezeichnet diesen mit

< X >. Eine Mengen X C V mit < X >=V heifit Erzeugendensystem von V. Der VR V
heiflt endlich erzeugt, wenn er ein endliches Erzeugendensystem besitzt.

2.2 Linearkombination und lineare Abhéingigkeit

Sei V ein K-VR.

Definition Linearkombination:

e Sein € Ny. Ein 2 € V ist eine Linearkombination eines n-Tupels (z1, ..., z,) von
Elementen von V', wenn es Ay, ..., A, € K gibt mit z = A\ - 21, ..., Ay, - ©,,. Der Nullvektor
ist stets eine Linearkombination von (z1, ..., 2,) auch wenn n = 0.

e Ein z € V ist eine Linearkombination einer Familie (z;) von Elementen von V| wenn es
n € Ng und 41, ..., 4, € I gibt, fiir die z Linearkombination von (x - i1, ..., 2 - i) ist.

e Die Menge aller 2 € V, die Linearkombination von F = (x;) sind, wird mit spang (F)
bezeichnet.

Bemerkungen:
e Offenbar hiingt die Menge der Linearkombinationen von (z1, ..., z,) nicht von der
Reihenfolge der x; ab. Wegen (V2)(ii) héngt sie sogar nur von der Menge {z1, ..., z,} ab.
e Deshalb stimmt 2. fiir endliche Familien (x1, ..., x,) mit 1. iiberein.
e Auch die Menge der Linearkombinationen einer Familie 7 = (z1, ..., x,) héngt nur von der
Menge X = {z; | i € I} ab. Man sagt deshalb auch, x ist Linearkombination von X und
schreibt spank (X) = spank (F), also

n

spang (X) ={>_ X\ -n; | n € No,z; € X, A1,..., \, € K}. Nach Definition in 0 € spang(X)
i=1
auch fiir X = 0.
e Wie schon bei Polynomen schreibt man hier gerne formal unendliche Summen x = " A; - z;,
el
bei denen nur endlich viele A; von 0 verschieden sind.

Lemma: Fiir jede Teilmenge X C V ist spank(X) ein UVR von V.

Beweis:
o Sei W = spang(X). Nach Definition ist 0 € W, insbesondere W # ()
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o (UV1): Sindxz,ye W, alsox =X 1 z+ ...+ X\ 2y undy =1 T+ ... + i - Tny, S0 1St
r4+y=AM+p)rr+ ...+ A+ pin)zn, €W
n

o (UV2):Ist x€e K undx e W, soist \e =X-> Ni-xzi=> (A-N)x; € W
i=1 i=1

Satz: Fiir jede Teilmenge X C V ist spang (X) =< X >.

Beweis:
o spang (X) ist UVR von V, der wegen x = x - 1 die Menge X enthdlt, und < X > ist der
kleinste solche.
o Ist W CV ein UVR von V, der X enthilt, so enthdlt er auch wegen (UV2) alle Elemente
der Form A - x, und wegen (UV1) dann auch alle Linearkombinationen aus X . Insbesondere
gilt dies auch fir W =< X >

Bemerkung: Wir erhalten spang(X) =< X > auf 2 verschiedenen Wegen. Erstens “von oben*
als Schnitt iiber alle UVR von V, die X enthalten und zweitens “von unten“ als Menge der
Linearkombinationen. Man nennt spang(X) auch den von X aufgespannten UVR oder die lineare
Hiille von X.

Beispiele:
e Sei V = K" der Standardraum. Fiir i = 1,...,n sei ¢; = (0;1, ..., din), also e; = (1,0, ...0),
n
e2 =(0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,1). Fiir z = (z1, ..., z,,) € V ist x = _ x; - €1, folglich
i=1
spang (e, ..,e,) = V. Insbesondere ist K™ eindeutig erzeugt. Man nennt (eq, ..., e,) die
Standardbasis des Standardraums K. .
e Sei V = K[X] Polynomring iiber K. Da f = 3" a; - X ist spany ((X?)ier) = K[X]. Genauer
i=1
ist spang (1, X, X2,..., X") = K[X]<y,. Tatsiichlich ist der K-VR K[X] nicht endlich erzeugt.
Sind fi, ..., fr € K[X] und ist d = maz{deg(f1),...,deg(f,)}, so sind fi, ..., fr € K[X]|<q und
somit spang (fi,..., fr) C K[X]<q, aber es gibt Polynome, deren Grad grofer d ist.
e Fiir v € Vist <z >=spang(r) = K -z. Im Fall K =R, V = R3, x # 0 ist dies eine
Ursprungsgerade.
e Im R-VR C ist spang(l) =R -1 =R, aber im C-VR C ist spanc(l)=C-1=C

Definition linear (un)abhingig:

e Sei n € Ny. Ein n-Tupel (21, ...,z,) von Elementen von V ist linear abhéngig, wenn es
ALy .oy Ap € K gibt, die nicht alle 0 sind und Ay - 1 + ... + Ay - 2, = 0 (*) erfiillen.
Andernfalls heifit das Tupel linear unabhéngig.

e Eine Familie (z;) von Elementen von V ist linear abhéngig, wenn es n € Ny und
paarweise verschiedene iy, ..., i, € I gibt, fiir die (z;,, ..., x;, ) linear abhéngig ist.
Andernfalls linear unabhéngig.

Bemerkungen:
e Offenbar hiingt die Bedingung (*) nicht von der Reihenfolge der x1, ..., x,, ab und ist
(21, ..., zx) linear abhingig fiir ein k < n, so ist auch (z1, ..., z,) linear abhéngig. Deshalb
stimmt die 2. Definition fiir endliche Familien mit der 1. iiberein und (z;) ist genau dann
linear abhéngig, wenn es eine endliche Teilmenge J C I gibt, fiir die (z;) linear abhéngig ist.
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e Eine Familie ist genau dann linear unabhéngig, wenn fiir jede endliche Teilmenge J C I und
fiir jede Wahl an Skalaren (\;);cs aus > A; - 2; = 0 schon A; = 0 folgt, also wenn sich der
Nullvektor nur trivial linear kombinieren l&asst.

Satz: Genau dann ist (7;) linear abhéingig, wenn es ip € I gibt mit z;, € spank ((%i)ien fio})-
In diesem Fall ist spang ((z;)icr) = spanK((xi)iel\{io}).

Beweis: Es reicht, die Aussage fir I ={1,...,n} zu beweisen.

n
Hinrichtung: Ist (x1, ..., z,) linear anhingig, so existieren A1, ..., \p, mit Y A\ - x; = 0. 0BdA sei
i=1
n—1 n—1 '
A # 0. Dann ist z = A0 S0 N = >0 At Ny € spang (21, .., 1),
i=1

=1
n—1 n

Riickrichtung: oBdA. io = n, also », Nj-x;. Mit A, = —1 ist > N\ - x; =0, was zeigt, dass
i=0 i=1

(1, ..., zp) linear abhingig ist.
n—1
Sei nun x, = > N - x; € spang (x1,...,xn—1). Wir zeigen, dass
i=1
SPang (L1, ..oy Tn—1) = SPang (T1, ..., Tp)
e klar, da bei mehr Elementen die Anzahl der Linearkombinationen nicht abnimmt

n n—1
o Isty= > i x; € spang(x1,....xn), S0 ISt Y = > fi + pin - Ni - T; € spang (21, ..., Ty)
i=1 i=1

Satz: Genau dann ist (z;) linear unabhéingig, wenn sich jedes z € spank ((z;)) in eindeutiger
Weise als Linearkombination der (x;) schreiben ldsst, d.h. . = > Xj -z, = > AL - @y, so ist

el el
/

Beweis: Es reicht, die Aussage fir I = {1,...,n} zu beweisen.
Hinrichtung: Ist (x....,z,) linear unabhdngig und x =Y N - x; = Y N - z;, so folgt daraus
iel iel
> (A — X)x; = 0 wegen der linearen Unabhingigkeit der x;, dass \; = X\, =0
el
Riickrichtung: Ldisst sich jedes x € spang(x1,...,Ty) in eindeutiger Weise als Linearkombination
n

der x; schreiben, so gilt dies insbesondere fir x = 0. Ist also Y \;-x; =0, so folgt schon
i=1

0-x2; =0 schon \; =0
1

n

(2
Beispiele:
n
e Die Standardbasis (eq, ..., e,) des K™ ist linear unabhéngig. Es ist > Aj - e; = (A1, ..., A\p)
i=1
e Im K-VR K[X] sind die Monome (X*) linear unabhiingig.
e FEin einzelner Vektor x € V ist genau dann linear abhéngig, wenn x = 0.
e Ein Paar (z1,x2) von Elementen von V ist linear abhéngig, wenn es ein skalares Vielfaches
des anderen ist, also z.B. x1 = A - 5.
e Im R-VR R? sind die beiden Vektoren (1,2) und (2,1) linear unabhiingig.
Im Z\3Z-VR (Z\3Z)? sind diese Vektoren linear unabhingig, da
x1+x2=1(1,2)+(2,1) = (3,3) = (0,0) = 0.
e Im R-VR C ist (1,4) linear unabhéngig, aber im C-VR C ist (1,4) linear abhéngig, denn
A1+ X-i=0"fiir \y =1 und Ay = 1.
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Bemerkungen:
o Ist z;, = 0, ist (x;) linear abhéngig: 1-z;, =0
e Gibt es 4,5 € I mit i # j, aber z; = x;, so ist (x;) linear abhéngig: z; —z; =0
e Dennoch sagt man auch “die Teilmenge X C V ist linear abhéngig® und meint damit, dass
die Familie (z;)yex linear abhiingig ist, d.h. es gibt ein n € Ny, 1, ..., z, € X paarweise

n
verschieden, mit > A; - z; = 0.
i=1

2.3 Basis und Dimension

Definition Basis: Eine Familie (z;) von Elementen von V ist eine Basis von V, wenn gilt:
(B1): Die Familie ist linear unabhéngig.
(B2): Die Familie erzeugt V, also spang(x;) = V.

Bemerkung: Kurz gesagt ist eine Basis ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem.

Satz: Sei (x;) eine Familie von Elementen von V. Genau dann ist (z;) eine Basis von V, wenn
sich jedes x € V' auf eindeutige Weise als Linearkombination der (x;) schreiben lésst.

Beispiele:

Die leere Familie ist eine Basis des Nullraums.

Die Standardbasis (eq, ..., €,) ist eine Basis des Standardraums.

Die Monome (X?) bilden eine Basis des K-VR K[X].

Die Basis des R-VR C ist gegeben durch (1,14), eine Basis des C- VR C ist gegeben durch (1)
Der C-VR C hat viele weitere Basen.

Satz: Fiir eine Familie (z;) von Elementen von V sind dquivalent:
e B ist eine Basis von V.
e B ist ein minimales Erzeugendensystem.
e B ist maximal linear unabhéngig, d.h. B ist linear unabhéngig, aber wenn Elemente zur
Basis hinzugefiigt werden, ist diese nicht mehr linear unabhéingig.

Beweis:
1= 2: Sei B eine Basis von V und J eine echte Teilmenge von I. Nach Definition ist B ein
Erzeugendensystem. Wihle ig € I\J. Da (x;) linear unabhdngig ist, ist z;, keine Element
spank ((Ti)ier\{io}) = spank ((zi)ies). Insbesondere ist (x;)ics kein Erzeugendensystem von V.
2 = 3: Sei B ein minimales Erzeugendensystem und (x;);cy eine Familie mit J echter Obermenge
von I. Wire (z;) linear abhdngig, so géibe es ein io mit spank ((¥i)ien fio}) = spank ((zi)icr) =V
im Widerspruch zur Minimalitit von B. Also ist B = (x;) linear unabhdingig. Wihle jo € J\I.
Dann ist xj, € V = spang (xi) < spang ((Ti)icn(joy) und somit ist (i)ie linear abhdngig.
3 = 1: Sei B nun maximal linear unabhingig. Angenommen B wdire kein Erzeugendensystem.
Dann gibt es ein v € V\spang (x;). Definiere J =1 U {jo} mit jo ¢ I und xj, := x. Aufgrund der
Mazimalitit von B ist (x;) linear abhingig, es gibt als Skalare X, (\;), nicht alle gleich 0, mit
A-x+ > Nz =0. Da (x;) linear abhingig ist, muss A # 0 sein, woraus der Widerspruch

i€l
x=A"1-3 N x; € spang (x;). Somit ist B ein Erzeugendensystem.

el
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Theorem (Basisauswahlsatz): Jedes endliche Erzeugendensystem von V besitzt eine Basis
als Teilfamilie: Ist (z;) ein endliches Erzeugendensystem von V', so gibt es eine Teilmenge
J C I, fur die (z;);es eine Basis von V ist.

Beweis:

Sei (x;) ein endliches Erzeugendensystem von V. Definiere

J :={J CI| (xi)ies J ist Erzeugendensystem von V'}. Da I endlich ist, ist auch J endlich. Da
(x;) Erzeugendensystem ist, ist I € J, insbesondere J # 0. Es gibt deshalb ein beziiglich Inklusion
minimales Jo € J, d.h. J1 € J so gilt nicht J; C Jo. Deshalb ist (x;)icj, eine Basis von V.

Korollar: Jeder endlich erzeugte K-VR besitzt eine endliche Basis.

Bemerkungen:

e Der Beweis des Theorems liefert ein konstruktives Verfahren: Ist (x1, ..., z,) ein endliches
Erzeugendensystem von V', so priife man, ob es ein ig mit z;, € spang ((x;)ixi,) gibt. Falls
Nein, ist (21, ...,%,) eine Basis von V. Falls Ja, macht man mit (21, ..., Zs_;, Tig, 1., Tn)
weiter.

e Man kann jedoch zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt. Die Giiltigkeit der
Aussage hingt jedoch von bestimmten mengentheoretischen Axoimen ab, auf die wir an
dieser Stelle nicht eingegehen werden. Siehe dazu LAAG 2. Semester.

(Austausch-)Lemma: Sei B = (x1, ..., xy) eine Basis von V. Sind Ay, ..., A, € K und
n

Y= Ai-x; so ist fiir jedes j € {1,2,...,n} mit \; # 0 auch B' = (z1,...,2j-1,¥, Tj41, ..., Tn)
i=1
eine Basis von V.

Beweis:
0.B.d.A. sei j =1, also B' = (y,x2,...,xy). Wegen Ay # 0 ist

n
r1 =M1y — Z i - i € spank (Y, T2, ..., Tn) und somit ist B' ein Erzeugendensystem. Sind

n
[y ooy fin € K mit puy -y — > i - =0, so folgt
=2

0= m(Z i - T + Z Wi - Ti) = fi1 - A1 - 21+ Z(m Ai + pi)x; und aus der linearen
=2 =2
Unabhangzgk;ezt von B somit 1 - A1 =0, pq - >\2 +u2=0, ..., g1+ Ay + pttn = 0. Wegen A\ # 0 folgt

w1 = 0 und daraus p; = 0. Folglich ist B' linear unabhangzg.

Theorem (Steinitz’scher Austauschsatz): Sei B = (1, ..., 2, ) eine Basis von V und
F = (y1,...,yr) eine linear unabhéngige Familie in V. Dann ist » < n und es gibt
i1y ooy in—r € {1,...,n}, fiir die B = (y1, ..., Yr, Tiy, ..., Ti, ) eine Basis von V ist.

Beweis: Induktion nach r

Fiir r = 0 ist nichts zu zeigen.

Sei nun r > 1 und gelte die Aussage fir (y1,...,yr—1). Insbesondere ist r —1 < n und es gibt
i1y bp—(r—1) € {1,...,n} fiir die B" = (y1, ..., yr, Tiy ...,xin_(r_n) eine Basis von V ist. Da
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r—1 n—(r—1)
yr €V =spang(B') ist yr = > Ni-y1+ Y. py-xi;. Da (y1,...,yr) linear unabhingig, ist
i=1 §=0
yr & spang (yi, ..., yr—1). Folglich gibt es jo € {1,...,n — (r — 1)} mit pj, # 0. Insbesondere ist
n—(r—1)>1, alsor <n. o0.B.d.A. jo =1, dann ergibt sich mit dem Austasuchlemma, dass
auch (Y, .oy Yr—1, Yr, Tiy ...,.mn_(r_l)) eine Basis von V 1ist.

Korollar: Ist V' endlich erzeugt, so ldsst sich jede linear unabhéngige Familie zu einer Basis
erginzen: Ist (x1, ..., x,) linear unabhéngig, so gibt es m > n und 41, Tp42, ..., Ty fiir die
(1, eeey Ty Tyt 1, -+, Ty ) €ine Basis von V ist.

Beweis:
Nach dem Basisauswahlsatz besitzt V' eine endliche Basis, die Behauptung folgt somit aus dem
Steinitz’schen Austauschsatz.

Korollar: Sind (z;) und (z;) Basen von V und ist I endlich, so ist || = |J|.

Beweis:
Da (y,) linear unabhdngig ist, ist |J| < |I| nach dem Steinitz’schen Austauschsatz. Insbesondere
ist J endlich, also |I| < |J| nach dem Austauschsatz.

Korollar: Ist V' endlich erzeugt, so haben alle Basen von V' die gleiche Méchtigkeit.

Beweis:
Besitzt V' eine endliche Basis, so folgt deshalb die Behauptung aus dem vorherigen Korollar.

Definition Dimension: Ist V' endlich erzeugt, so ist die Dimension des VR V die
Miichtigkeit dimp (V') einer Basis von V. Anderfalls sagt man, dass V' unendliche
Dimensionen hat und schreibt dimg (V) = co.

Beispiele:
o dimg(K™) =n

Bemerkungen:
e V ist genau dann endlich erzeugt, wenn dimg (V) < oo.
o dimg (V) =min{|B| | spank(B) =V} = maxz{|B| | B linear unabhéngig}

Satz: Sei V endlich erzeugt und W < V ein UVR.
o Esist dimg (W) < dimg (V). Insbesondere ist W endlich erzeugt.
o Ist dimg (W) = dimg(V), so ist auch W = V.

Beweis:
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o Ist I' eine linear unabhdngige Familie in W, so ist auch F linear unabhdngig in V' und
somit |F| < dimg (V). Insbesondere gibt es eine mazimal linear unabhingige Familie B in
W und es folgt dimg (W) = |B| < dimg (V).

e Sei B eine Basis von W. Dann ist B auch in V linear unabhdngig. Ist
dimg (W) =dimg(V), so muss auch B in V mazimal linear unabhdngig sein. Insbesondere
ist W = spang(B) =V.

2.4 Summen von Vektorriumen

Sei V' ein K-VR und (W;) eine Familie von UVR von V.

Definition Summe von VR: Die Summe der W; ist der UVR > W; := spang (|JW;). Im
el

Fall I = {1,...,n} schreibt man auch Wy + ... + W), fir > W,.
i=1

Lemma: Es ist > W; = {>_ z; | z; € W, fast alle gleich 0}.
iel el

Beweis:

7> Klar, Y x; € spang (W)

7 < 7”: Die rechte Seite enthdlt jedes W; und ist ein UVR von V :

Fiir z;,z; € W, fast alle gleich 0 und A € K ist ) xi+ Y at=> (xi+z)), A\-Dxi=Y A-x; =
UVR

Definition direkte Summe: Ist jedes = € > W; eindeutig als Summe von z; mit x; € W;
darstellbar, so sagt man, dass Y W; die direkte Summe der UVR Wj ist und schreibt &W; fir
S>> Wi. Im Fall I = {1,...,n} schreibt man auch Wi @ Wo & ... @ W, fiir &W,.

Beispiel: Ist (z1,...,2,) eine Basis von V,soist V = Kz1 @ ... ® Kx,,.

Bemerkung: Wir wollen uns nidher mit dem wichtigen Spezialfall I = {1,2} beschéftigen und
schreiben noch mal auf:

o V=W &Wsy

o V =W+ W5 und WlﬂWQZ{O}

Satz: Sind W1, W UVR von V mit Basen (z;);cr, bzw. (x;)icr,, wobei Iy N Iy = (), so sind
dquivalent:

o V=W W,

o (z;)ier,nI, ist eine Basis von V

Beweis: Sei I = 1; U Iy
1= 2: Da spang ((x;)ier,) = W1 und spang ((x;)ier,) = Wa ist spang ((x;)icr) = W1 +Wa = V.

Ist Y Nix; =0, soist Y, Nixi=— Y, Niwi € Wi NWa ={0}. Da (z;)icr, linear unabhingig ist,
1€lq i€l
ist A; = 0, analog fiir i € Is.

25



2= 1: Wy + Wy = spank ((zi)ier,) + spank ((x:)icr,) = spank ((zi)icr) = V. Ist x € W1 N Wa, so

istx =Y Niwi =Y, Nx;. Somit 0= > Ax; — Y. Aixy, woraus wegen (x;)ier linear unabhingig
i€l i€ly i€l i€lq

schon \; = 0 folgt. Somit ist x = 0.

Korllar: Ist dimg (V) < oo, so ist jeder UVR ein direkter Summand: Ist W ein UVR von V/,
so gibt es einen UVR W’ von V mit V. =W @& W' (W’ heifit das lineare Komplement von
W in V). Es ist dimg (W') = dimg (V') — dimg(W).

Beweis:
Sei (1, ..., ) eine Basis von W. Nach dem Basiserginzungssatz lisst sich diese zu einer Basis
(1, .oy ) von V erginzen. Mit W' := spang (Tmi1, ..., Tpn) ist dann V=W ¢ W'.

Bemerkung: Ist dimg (V) < oo, so folgt aus Wi N Wy = {0} also insbesondere
dimK(Wl + Wg) = dlmK(Wl) + dme(Wg)

Theorem (Dimensionsformel): Sei dimg (V) < co. Fiir UVR Wy, Wy von V gilt:
dimK(Wl + WQ) + dimK(W1 N Wz) = dimK(Wl) + dimK(WQ).

Beweis:

Da dimg (V') < oo haben alle UVR von V' Basen. Sei also By = (X1, ..., xy) eine Basis von

W1 N Wy. Nach dem Basiserginzungssatz kinnen wir By zu den Basen By = (1, ..., Tn, Y1, ...,yp)
von W1 und By = (1, ..., &y, 21, ..., 24) von Wy erginzen. Wir behaupten, dass

B = (Z1, ..., Tn, Y1y -es Yps 21, .-, Z¢) €ine Basis von Wy + Wy ist. Offenbar ist B ein
Erzeugendensystem von W1 + Wa. Seien nun A1, ..., Ap, 1, ooy flps M5 - Mg € K mit

n

p q n p q
Zl)\il’i + Zlujyj + kz nezr = 0. Dann ist Zl Az + 21 By = — kz Nz € W1 N Wa. Da
i= j= =1 = = =1

spang (Bo) = Wi N Wy und By linear unabhdngig ist, ist p1; = 0. Analog zeigt man auch, dass

e = 0. Aus By linear unabhdngig folgt dann auch, dass A; = 0. Somit ist B linear unabhdngig.
Wir haben gezeigt, dass B eine Basis von Wi + Wy ist.

= dimg(Wh) + dimg(Wa) = |Bi|+ |B2| = (n+p)+(n—q) = (n+p+q) +n=|B|+ |By| =
dimK(Wl + Wg) + dimK(Wl N WQ).

Definition (externes) Produkt: Das (externe) Produkt einer Familie (V;) von K-VR ist
der K-VR ] V; bestehend aus dem kartesischen Produkt der V; mit komponentenweiser
Addition und Skalarmultiplikation, (z;) + (z}) := (z; + «}) und A(z;) := (Ax;).

)

Definition (externe) Summe: Die (externe) Summe einer Familie (V;) von K-VR ist der
UVR @&V, := {(z;) € [[ Vi | i = 0; fiir fast alle i} des K-VR [[Vi.

Bemerkung: Man priift sofort nach, dass [[V; ein K-VR ist und @&V; ein UVR davon ist. Fiir
n

endliche Indexmengen ist [[V; = @V, z.B. K" = [[ K = @K.
=1
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Lemma: Sei (V;) eine Familie von K-VR und sei V = &V;. Fiir jedes j € I ist
Vi:=Vx ][] {0}ein UVRvon V und V = &V}
iel\{j}

Beweis: -
Ist x = (5131) eV mit z; €V, fast alle x; =0, so ist x = > & mit & = (x:055) € V. Somit ist
V =" V;. Die Gleichung V; N Y V; = {0} folgt aus Definition der V;.
J#i
3 Lineare Abbildungen

Sei K ein Korper.

3.1 Matrizen

Definition Matrix: Seien m,n € Ny. Eine m x n-Matrix iiber K ist ein rechteckiges Schema:

ail e Qnp

am1  --- Amn

Man schreibt dies auch als A = (a;j)i=1,...n j=1,..,m oder A = (a;j);;, wenn m und n aus dem
Kontext hervorgehen. Die a;; heilen die Koeflizienten der Matrix A und wir definieren

A; j = a;j. Die Menge der m x n-Matrizen iiber K wird mit Mat,,xn(K) oder K™*"
bezeichnet. Man nennt das Paar (m,n) auch den Typ von A. Ist m = n, so spricht man von
quadratischen Matrizen und schreibt Mat,, (K'). Zu einer Matrix A = (a;;) € Matyxn(K)
definiert man die zu A transponierte Matrix A' := (a;;)j; € Maty,xm(K).

Beispiele:

Die Nullmatrix ist 0 = (0);; € Maty,xn ().

Fir k,1 € {1,...,n} ist die (k,[)-Basismatrix gegeben durch Ej; = (0;505;) € Mat,,xn(K).
Die Einheitsmatrix ist 1,, = (0;;) € Mat,(K).

Fiir a;, ...,a, € K definiert man eine Diagonalmatrix diag(ai, ..., an) = (8 - a;).

Fiir eine Permutation o € S, definiert man die Permutationsmatrix Py := (0o ;)-

Fiir ay, ..., a, definiert man einen Zeilenvektor (ay, ..., a,) € Mat;x,(K) bzw. einen
Spaltenvektor (a1, ..., a,)".

Definition Addition und Skalarmultiplikation: Seien A = (a;;) und B = (b;;) desselben
Typs und A € K. Man definiert auf Mat,,«,(K) eine koeffizientenweise Addition und
Skalarmultiplikation.

Satz: (Mat,,xn, +, ) ist ein K-VR der Dimension dim g (M aty,xy,) = n - m mit Basismatrix
als Basis.

Beweis:
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Dies ist klar, weil wir Mat,,x, mit dem Standardraum K™ identifizieren konnen. Wir haben die
Elemente nur als m x n-Matriz statt als mn-Tupel geschrieben.

Definition Matrizenmultiplikation: Seien m,n,r € Ny. Sind A = (a;j) € Matpyxn(K),
B = (bjr) € Matyx,(K) so definieren wir C'= AB als die Matrix C' = (ci,) € Mat,,x,(K)
n

mit c; = Y a;j - bjp. Kurz geschrieben “Zeile - Spalte®.
i=1

Beispiele:
o Fir Ae Mat,(K)ist 0-A=0und 1- A= A.
e Fiir o € S, und A € Mat,«,(K) geht P, - A aus A durch Permutation der Zeilen hervor.

Lemma: Fiir m,n,r € Ng und A = (a;j) € Mat,xn(K), B = (bji) € Mat,x,(K) und A € K
gilt: A(AB) = (M)B = A(AB).

Beweis:
Schreibe A = (ai;), B = (bji). Dann ist

Jj=1 J=1 j=1

Lemma: Matrizenmultiplikation ist assoziativ: A(BC) = (AB)C.

Beweis:
Sei D = BC € Matpxs(K), E = AB € Maty,«,(K). Schreibe A = (a;;) usw. Firi,l ist

n n T n n
(AD) = > aijdj = > aij- Y bjkcr = Y. D aijbjkcr.
j=1 j=1 k=1 j=1k=1

(EC) = Z €ikCkl — Z Z aijbjkckl. Also ist AD = EC.
k=1 k=1j=1

Lemma: Fiir m,n,r € Ng und A, A" € Mat,xn(K), B, B’ € Mat,x,(K) ist
(A+ A"\B=AB+ A'Bund A(B'+ B) = AB' + AB.

Beweis:
Schreibe A = (a;j) etc. Dann ist

(A+ AYB = Zl(aij +ad'ij)bji = ‘21 aij + bjk + '21 a;j + b = (AB + A'B). Rest analog.
j= j= j=

Satz: Mit der Matrizenmultiplikation wird Mat,(K) zu einem Ring mit Einselement 1.

Beweis:
Die vorherigen Sitze und Lemmas.

Beispiele:
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e Fiir n = 1 kénnen wir dem Ring Mat, (K) mit K identifizieren, der Ring ist also ein
Korper, insbesondere ist er kommutativ.
e Fiir n > 2 ist Mat, (K) nicht kommutativ.

Definition invertierbar: Eine Matrix A € Mat,(K) heifit invertierbar oder reguldr, wenn
sie im Ring Mat,(K) invertierbar ist, sonst singulér. Die Gruppe GL,(K) = Mat,(K)* der
invertierbaren n x n -Matrizen heifit allgemeine Gruppe.

a b ~ d
Beispiel: Sein =2. Zu A = € Mats(K) definiert man A = € Mats(K).

c d —c a
Man priift nach, dass A- A= A- A = (ad — bc) - 15. Definiert man nun det(A4) = ad — be so sieht
man: Ist det(A) # 0, so ist A invertierbar mit A=! = det(A)~! - A. Ist det(A) = 0 so A ist
Nullteiler und somit nicht invertierbar.

Lemma: Fiir A, A1, Ay € Maty,xn(K) und B = Mat, «,(K) ist
o (A=A
o (A1 + Ayt = AL + A}
e (AB)! = B'A!

Beweis:
Ubung

Satz: Fiir A € Gl,,(K) ist A' € GL,(K) und (A=)t = (4Y)~!

Beweis:
Aus AA™Y =1 folgt, dass (A7) AL = 18 = 1,,. Somit ist (A=)t das Inverse zu A

3.2 Homomorphismen von Gruppen

Seien G, H zwei multiplikativ geschriebene Gruppen.

Definition Gruppenhomomorphismus: Eine Abbildung f : G — H ist ein
Gruppenhomomorphismus, wenn gilt:

(GH): f(zy) = f(z) - f(y)

Die Menge der Homomorphismen f : G — H bezeichnet man mit Hom(G, H).

Bemerkung: Ein Gruppenhomomorphismus ist also eine Abbildung, welche mit der
Verkniipfung, also der Struktur der Gruppe, vertréglich ist. Man beachte: fiir additiv geschriebe
Gruppen lautet die Bedingung: f(z +y) = f(z) + f(y).

Beispiele von Gruppenhomomorphismen:
e idg:G—>G
e ci:G—> Hmitrxr— 1y
e Gy < G Untergruppe, ¢t : Go — G
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(A, +) abelsche Gruppe, k € Z, A — A mit a — ka
Z — Z\nZ mit a — a + nZ

R — R* mit z +— €*

Mat,(K) = Mat,(K) mit A — A’

C — R* mit z +— |z]

Satz: Sei f € Hom(G, H). Dann gilt:

fleg) = 1u

Fiir 7 € G ist f(z7!) = (f(x))~L.

Fiir x1,...,x, € G ist f(x1, ..., xn) = f(x1) - oo f2n).
Ist Go < G, soist f(Go) < H.

Ist Hy < H, soist f~1(Hy) < G.

Beweis:

o f(1)=f(1-1)=f(1)- f(1) = kiirzen, weil H Gruppe =1 = f(1)

o fla) fa™h)=flz-2a7h) = f1) =1

o Induktion nach n

o 5,y €Go= f(x) fy) = flay) € F(Go), 1 (x) = Fz) € F(Go)

o z,yc fH(Ho) = f(x)- fly) = flxy) € Hy= zy € f~'(Ho),
fla™h =(f(x) '€ Hy=a"t € f1(Hy), f(1) =1€ Hy = 1€ f~Y(Hy), insbesondere
f~H(Ho) #0

Satz: Seien G1,Go, G3 Gruppen. Sind f; : G1 — G2, fo : Go — G35 Homomorphismen, so ist
auch foo f1: Gy — Gs.

Beweis:
Fiir x,y € Gy st
(f2o fi)(zy) = fo(fi(zy)) = fo(fi(z) - f1(y)) = fo(fi(@)) - fo(f1(y)) = (fao f1)(@) - (f2 0 f1)(y)

Definition Arten von Homomorphismen: Ein Homomorphismus ist

ein Monomorphismus, wenn f injektiv ist,

ein Epimorphismus, wenn f surjektiv ist,

ein Isomorphismus, wenn f bijektiv ist. Die Gruppen G und H heiflen isomorph, in Zeichen
G = H, wenn es einen Isomorphismus G — H gibt.

Lemma: Ist f : G — H ein Isomorphismus, so ist auch f~!: H — G ein Isomorphismus.

Beweis:

Da =1 wieder bijektiv ist, miissen wir nur zeigen, dass f~' ein Homomorphismus ist. Seien
v,y € H. Dann ist f(f~(z)- [~ (y)) = f(f (@) - F(fH(y)) = zy, somit

fzy) = f(2) - fH(y)-

Satz: Sei f : G — H ein Homomorphismus. Genau dann ist f ein Isomorphismus, wenn es
einen Homomorphismus f': H — G mit f' o f =idg und f o f' = idy gibt.
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Beweis:
Ist f ein Isomorphismus, so erfillt f' := f~! das Gewiinschte. Ist umgekehrt f' wie angegeben, so
muss [ bijektiv sein:

o f'of=1idg injektiv = f injektiv

o fof =idy surjektiv = f surjektiv

Korollar: Isomorphie von Gruppen ist eine Aquivalenzrelation: Sind G, G4, G2, G Gruppen,
so gilt:

o G = G (Reflexivitit)

e Ist G; = G, so ist auch Gy = G (Symmetrie)

e Ist G1 = G und Gy = (3, dann ist auch G; = G3 (Transitivitét)

Beweis:

e idq ist ein Isomorphismus

e vorheriges Lemma

e vorletzer Satz und A18
Bemerkung: Der letzte Satz erklirt die Bedeutung des Isomorphismus: Eine mit der Struktur
vertrigliche Abbildung, die eine mit der Struktur vertriagliche Umkehrabbildung besitzt, also eine
strukturerhaltende Abbildung. Tatséchlich konnen wir uns einen Isomorphismus f : G — H so
vorstellen, dass wir nur die Elemente von G umbenennen. Alle Aussagen, die sich nur aus der
Struktur selbst ergeben, bleiben damit wahr. Zum Beispiel: Ist G = H und ist G abelsch, so auch
H und umgekehrt.

Beispiele:
o Esist Z* = pg = Z\2Z = (Z\3Z)* = S3. Je zwei beliebige Gruppen der Ordnung 2 sind
zueinander isomorph.
e ¢: R — Ry, 2 — e” liefert einen Isomorphismus, da (R,+) — (R, ).

Definition Kern: Der Kern eines Gruppenhomomorphismus f : G — H ist

Ker(f) = f'({1}) ={z € G| f(2) = 1u}.

Lemma: Ist f : G — H ein Homomorphismus, so ist N := Ker(f) eine Untergruppe von G
mit z-y-2z~ ' € N fir alle z € G und y € N.

Beweis:
Esist N < G. Firx € G undy € N ist

flaya™') = f(2) - fly) - fla™') = fx)  fla™!) - 1= f(z)- f(a™!) =1, also zyz~" € N.

Satz: Sei f € Hom(G, H). Genau dann ist f injektiv, wenn Ker(f) = {1g}.

Beweis:

Schreibe N = Ker(f).

Hinrichtung: Ist f injetiv, so ist N < G mit |[N| <1, also N = {1¢}.

Riickrichtung: Sei N = {1g}. Sind z,y € G mir f(z) = f(y), so ist

1= (f(x)™ - fly)=fx~ ' y), alsox™' -y € N = {1} und somit x = y. Folglich ist f injetiv.
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Definition Normalteiler: Ist N < G mit 2~y € N fiir alle z € G und y € N, so nennt man
N einen Normalteiler von G und schreibt N < G.

3.3 Homomorphismen von Ringen

Seien R, S und T Ringe.

Definition Ringhomomorphismus: Eine Abbildung f: R — S ist ein
Ringhomomorphismus, wenn fiir z,y € R gilt:

(RHL:) f(z +y) = f(z) + f(y)

(RH2:) f(zy) = f(x) - f(y)

Die Menge der Ringhomomorhismen f : R — R wird mit Hom(R, S) bezeichnet. Ein
Homomorphismus f : R — S ist ein Mono-, Epi- oder Isomorphismus, wenn f injektiv,
surjektiv oder bijektiv ist. Gibt es einen Isomorphismus f : R — S, so nennt man R und S
isomorph und schreibt R = S. Die Elemente von End(R) := Hom(R, R) nennt man
Endomorphismen. Der Kern eines Ringhomorphismus f : R — S ist Ker(f) := f~1({0}).

Bemerkung: Ein Ringhomomorphismus f : R — S ist ein Gruppenhomomorphismus der
abelschen Gruppen (R, +) und (S, +), der mit der Multiplikation vertréiglich ist, also eine
strukturvertrigliche Abbildung zwischen Ringen.

Beispiele:
e idp : R — R ist ein Ringisomorphismus
e Ist Ry < R ein Unterring von R, so ist ¢ : Ry — R ein Ringmonomorphismus
e 7 — Z\nZ mit a — a + nZ it ein Ringepimorphismus
e Sei R kommutativ mit Einselement. Fiir A € R ist die Auswertungsabbildung R[X]| — R mit
f+ f(A\) ein Ringepimorphismus.
e C — C mit z — Z ist ein Ringisomorphismus

Satz: Sind f: R — S und ¢ : S — T Ringhomomorphismen, so auch go f : R — T.

Beweis:
Ubung, analog zu Gruppen

Lemma: Ist f : R — S ein Ringisomorphismus, so auch f~!: S — R.

Beweis:
Von den Gruppen wissen wir: f=! ist ein Isomorphismus der abelschen Gruppen (S,+) — (R, +).
Die Vertraglichkeit mit der Multiplikation zeigt man analog.

Satz: Sei f € Hom(R,S). Genau dann ist f ein Ringisomorphismus, wenn es ' € Hom(S, R)
mit f o f =idg und f o f' =idg gibt.
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Beweis:
analog zu Gruppen

Lemma: Der Kern I := Ker(f) eines Ringhomomorphismus f : R — S ist eine Untergruppe
von (R,+) mit z-a,a-z €[ fur allea € I und z € R.

Bewets:
Von den Gruppen wissen wir: I ist eine Untergruppe von (R,+). Fiir x € R und a € T ist
f(za) = f(x) - f(a) = f(z)-0=0. Somit ist xa € I. Analog ist ax € I.

Satz: Sei f € Hom(R,S). Genau dann ist f injektiv, wenn Ker(f) = {0}.

Beweis:
Die Aussage folgt aus dem entsprechenden Satz fiir Gruppen, da f: (R,+) — (S,+) ein
Gruppenhomomorphismus ist.

Definition Ideal: Ist I eine Untergruppe von (R, +) und za,ax € I mit x € R und a € I, so
nennt man I ein Ideal von R und schreibt I <1 R.

Beispiel: Der Kern des Ringhomomorphismus Z — Z\nZ mit a — @ ist das Ideal I = nZ < Z.

3.4 Homomorphismen von Vektorridumen

Seien U, V, W drei K-VR.

Definition K-linear: Eine Abbildung f : V — W heifit K-linearer Homomorphismus von
K-VR, wenn fiir alle x,y € V und A € K gilt:

(LD): fl@+y) = f(z) + f(y)

(L2): f(Az) = A~ f(x)

Die Menge der K-linearen Abbildungen f: V — W wird mit Homg (V, W) bezeichnet. Die
Elemente von Endg (V) := Homgk(V,V) nennt man die Endomorphismen von V. Ein

f € Homg(V,W) ist ein Mono-, Epi- bzw. Isomorphismus, falls f injektiv, surjektiv bzw.
bijektiv ist. Finen Endomorphismus der auch ein Isomorphismus ist, nennt man
Automorphismus von V' und bezeichnet die Menge der Automorphismen von V mit Autg (V).
Der Kern einer linearen Abbildung f: V — W ist Ker(f) := f~1({0}).

Bemerkung: Eine K-lineare Abbildung f : V — W ist also ein Homomorphismus der abelschen
Gruppen (V,+) — (W, +), der mit der Skalarmultiplikation vertriglich ist, d.h. eine
strukturvertrégliche Abbildung zwischen VR.

Satz: Eine Abbildung f: V — W ist genau dann K-linear, wenn fiir alle z,y € V und
A€ K ogilt:
(L): fAz + py) = Af () + pf (y)-

Beweis:
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Hinrichtung: f(Ax + py) = f(Ax) + f(uy) = Af (@) + pnf(y)
Riickrichtung: (L1): f(x +vy) = f(la + 1y) = 1f(x) + 1f(y), (L2): f(A\z) = f(Az + 0y) = A f(z).

Beispiele:

e idy : V — V ist ein Automorphismus von V'

e co:V — W mit z — 0 ist K-linear

e Fiir einen UVR Vy < Vist ¢ : Vj — V ein Monomorphismus
n . n .

e Im K-VR K[X] kann man die (formale) Ableitung definieren: (Y a; X*) := 3 ia; X1
i=0 i=1

Diese Abbildung K[X] — K[X] mit f — f’ ist ein K-Endomorphismus von K[X].

Beispiel: Sei V = K™ und W = K™. Wir fassen die Elemente von V und W als Spaltenvektoren
auf. Zu einer Matrix A € Mat,,xn,(K) definieren wir die Abbildung f4 : V — W mit z — Ax.
Ausgeschrieben: Ist A = (a;;) und z = (21, ..., z,)" s0 ist

aiy ... Gip T1 a1 -1+ ...+ ay, Ty

falx)=Az =1 .. 1. 1= . Diese Abbildung ist

am1l - OGmn T Am1 L1+ ... +Qmn - Tn,
K-linear.

Satz: Fiir ein f € Homg(V,W). Dann gilt:
e f(0)=0
o Fir z,y e Vist f(x —y) = f(x) — f(y).
e Sind (z1) aus V, (\;) aus K, fast alle gleich 0, so ist f(>_ A -a;) = D> Ai - f(x).
iel icl
Ist (x;) linear abhéingig in V, so ist f(x;) linear abhéingig in .
Ist Vo <V ein UVR von V, so ist f(Vp) < W ein UVR.
Ist Wy < W ein UVR von W, so ist f~1(Wp) <V ein UVR.

Beweis:
o Llar
klar
Induktion
2w =0=0=f(0)=fO_Ni-zi) =2 Ai - f(i)
z,y € Vo= f(z) + f(y) = fz +y) € f(W)
reVo, A€ K= flz- A= f(Az) € f(V0))
e f(0)=0€Wy=0¢c f~Y(Wy), insbesondere ist f~1(Wy) # 0
Ty € F (Wo) = f(z+y) = f(z) + fy) € Wo, also o +y € f1(Wp)
r € fTI(Wy) und X € K = f(\x) = \f(z) € W, also A\x € f~1(Wp)

Satz: Sind f:V — W und g : W — U K-linear, so auch go f: V — U.

Beweis:
Firz,y eV und \,p € K ist

(go YAz + py) = g(f Az + py)) = gAf(x) +uf(y)) = Mg o f)(x) + pu(go f)(y).
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Lemma: Ist f : V — W ein Isomorphismus, so auch f~': W — V.

Beweis:

Wir miissen nur zeigen, dass f~' linear ist. Fir x,y € V und A\, € K ist
FOS @)+ pf 1Y) = Ao f1)(@) + u(f o f7)(y) = Az + py, also
FH O+ py) = AN @) + pf ).

Satz: Sei f: V — W linear. Genau dann ist f ein Isomorphismus, wenn es eine lineare
Abbildung ' : W — V gibt mit (f' o f) = idy und (f o f') = idw .

Beweis:
Ist f ein Isomorphismus, so erfillt f' = f~! die Behauptung. Existiert umgekehrt f' wie
angegeben, so muss [ bijektiv sein.

Bemerkung: Wie auch bei Gruppen sehen wir hier bei VR, dass Isomorphismen genau die
strukturerhaltenden Abbildungen sind. Wieder kénnen wir uns einen Isomorphismus f: V — W
so vorstellen, dass wir nur die Elemente von V' umbennen. Alle Aussagen, die sich nur aus der
Struktur selbst ergeben, bleiben damit wahr, wie z.B. dimg (V) = dimg (W) <— V =W.
Insbesondere ist K™ = K™ fiir n = m.

Satz: Ist f: V — W eine lineare Abbildung, so ist Ker(f) ein UVR von V. Genau dann ist f
ein Monomorphismus, wenn Ker(f) = {0}.

Beweis:
Der erste Teil folgt aus dem letzten Beispiel, der zweite folgt aus den Gruppen, da
f:(V,+) — (W,4) ein Gruppenhomomorphismus ist.

3.5 Der Vektorraum der linearen Abbildungen
Seien V und W zwei K-VR.

Satz: Sei (z;) eine Basis von V und (y;) eine Familie in W. Dann gibt es genau eine lineare
Abbildung f:V — W mit f(x;) = y;. Diese Abbildung ist durch f(> \izi) = > Nivi (%)
(\i € K, fast alle gleich 0) gegeben und erfiillt

o Tmage(f) = sponsc(y)

e genau dann ist f injektiv, wenn (y;) linear unabhéingig ist

Beweis:

Ist f: V — W linear mit f(x;) = yi, so folgt f(O_ Nizi) = > \iyi. Da sich jedes x € V als

x =Y Nz schreiben ldsst, ist f dadurch schon eindeutig bestimmt. Andererseits wird durch (*)
eine wohldefinierte Abbildung beschrieben, da die Darstellung von x eindeutig ist (denn x; sind
linear unabhdngig). Es bleibt zu zeigen, dass die durch (*) definierte Abbildung f:V — W
tatsichlich linear ist. Ist x = Nix; und o' =Y N, so ist

Fla+a) = F(D 0+ X)a) = S + N)gi = 3 A + 5 N = F(a) + (o).

f(/\{L') = f(z /\)\zxz) = Z /\)\iyi = )\Z)\iyi = )\f(l‘)
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o Image(f) ist ein UVR von W und {y;} C Image(f) C spank(y;), somit
Tmage(f) = spani (s
o f ist injektiv <= Ker(f) = {0}
— N\ eK gilt.’ f(z )\sz) =0= Z Nz, =0
— )\ € K gilt: Z)\lyl =0=X,=0
<= (y;) linear unabhdingig.

Korollar: Sei dimg < oo. Ist (21, ..., 2,) eine linear unabhingige Familie in V' und (y1, ..., yn)
eine Familie in W, so gibt es eine lineare Abbildung f: V — W mit f(x;) = y;

Beweis:
Nach dem Basiserginzungssatz kénnen wir die Familie (x;) zu einer Basis o1, ..., Ty erginzen.
Die Behauptung folgt aus dem vorherigen Satz fir beliebige yni1, ..., ym € W.

Korollar: Ist (z;) eine Basis von V' und (y;) eine Basis in W, so gibt es genau einen
Isomorphismus f: V — W mit f(x;) = y;.

Beweis:
Sei f wie im ersten Satz. (y;) ist Erzeugendensystem = Image(f) = spank (y;) = W, also f
surjektiv. (y;) linear abhingig = f ist injektiv.

Korollar: Zwei endlichdimensionale K-VR sind genau dann isomorph, wenn sie dieselbe
Dimension haben.

Beweis:
letztes Korllar und letztes Kapitel

Korollar: Ist B = (vy,...,v,) eine Basis von V, so gibt es genau einen Isomorphismus
Op: K™ — V mit f(e;) = v;. Insbesondere ist jeder endlichdimensionale K-VR zu einem
Standardraum isomorph, ndmlich zu K" fiir n = dimg (V).

Definition Koordinatensystem: Die Abbildung ®p heifit Koordinatensystem zu B. Fiir
v €V ist (21, ...,z,)t = @5 (v) € K™ der Koordinatenvekor zu v beziiglich B und (x1, ..., z,,)
sind die Koordinaten von v beziiglich B.

Satz: Die Menge Homp (V, W) ist eine UVR des K-VR Abb(V, W).

Beweis:
Seien f,g € Homg(V,W) und n € K.
o f+g€ Homg(V,W): Firz,y €V und \,p € K ist (f + g)(\x + py) =
JOz 4 py) + g(Ax + py) = A () + nf (y) + Ag(@) + pg(y) = A(f + 9) () + u(f + 9) ()
e nf € Homg(V,W): Firx,y €V und \,u € K ist
() Az +py) =n- fAz + py) = n(Af(2) + pf(y) = Anf)(@) + p(nf)(y)
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o Homg(V,W) #0: co € Homg(V,W)

Lemma: Sei U ein weiterer K-VR. Sind f, fi1, fo € Homg(V, W) und
9,91,92 € Hompg (U, V), soist fo(g1+g2) =fogi+ fogaund (f1+ f2)og=fiog+ faog.

Beweis:
Firxz e U ist
e (fo(g1+92))(z) = f((g1+92)(2)) = f(

)= 1(7)+g2(2)) = f(g1(2))+f(g92(x)) = (fog1+fog2)(x)
o (fi+ f2)og)(x) = (fi + f2)(g9(z)) )

g
f1(g9(x)) + f2(g(x)) = (fiog + fa0 9)(x)

Korollar: Unter der Komposition wird Endg (V') zu einem Ring mit Einselement idy und
Endg(V)* = Autg (V).

Beweis:
(Endg (V),+) ist eine abelsche Gruppe, die Komposition eine Verknipfung auf Endg (V') ist
assoziativ und die Distributivgesetze gelten (vorheriges Lemma,).

Bemerkung: Die Menge der strukturvertraglichen Abbildungen zwischen K-VR tragt also
wieder die Struktur eines K-VR. Wir koénnen diesen mit unseren Mitteln untersuchen und z.B.
nach Dimension und Basis fragen.

Lemma: Seien m,n,r € N, A € Maty,xn(K), B € Mat,x,(K). Fiir die linearen Abbildungen
fa € Homg (K™, K™), fp € Homg (K", K™) gilt dann fap = fao fB.

Beweis:
Sind A = (aij) und B = (bji,), so ist (fao fB)(ex) = fa(fB(er)) = fa(Bek) = fa(bik, ..., bui)t =
A (big, ... (Z aijbik, -, Zlamjbjk)t = AB ey = fapley) firk=1,...,r, also
i=
fao = faB.

Satz: Die Abbildung A — f4 liefert einen Isomorphismus von K-VR
Frixn : Maty,xn(K) — Homg (K™, K™) sowie einen Ringisomorphismus
F, : Mat,(F) — Endg(K") der GL,(K) auf Autgx(K"™) abbildet.

Beweis: Wir schreiben F fiir Frxn

o F ist linear: Sind A,B € Mat —n x m(K) und \,u € K, so ist F(AA + uB)(z) =
Pravus(@) = (A + puB)r = Nz + pBr = Afa(z) + pfp(r) = (AF(A) + pF(B))(z), also
ist F' linear.

o [ ist injektiv: Es geniigt zu zeigen, dass Ker(f) ={0}. Ist A= (ai;) € Mat,xm(K) mit
F(A) =0, so insbesondere 0 = F(A)(ej) = fa(ej) = Aej = (a1, ..., am;)", also A= 0.

o F ist surjektiv: Sei f € Homy (V,W). Schreibe f(ej) = (a1j, ..., amj)" und setze
A = (aij) € Mat,xm(K). Dann ist fa € Homg (K™, K™) mit fa(e;) = Aej = f(e;), also
f = fa = F(4) € Image(f).

o [, st eine Ringhomomorphismus:
(RH1) aus (L1)
(RH2) aus fap = fao fB.
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o Somit ist I, eine Ringisomorphismus = Fp,(Mat,(K)*) = Endg(V)*, also
F.(GLy(K)) = Autg (V).

3.6 Koordinatendarstellung linearer Abbildungen

Seien V, W endlichdimensionale K-VR mit den Basen B = (z1,...,x,) und C = (y1, ..., Ym)-

Deﬁnition darstellende Matrix: Sei f € Homg(V,W). Fir j = 1,...,n schreiben wir
f(zy) = Z aijy; mit eindeutig bestimmten a;; € K. Die Matrix ME(f) = (ai;) € Matyxn(K)
heifit dle darstellende Matrix von f beziiglich der Basen B und C.

Satz: Sei f € Homg(V,W). Die darstellende Matrix ME(f) ist die eindeutig bestimmte
Matrix A € Maty,xm(K), fir die das folgenden Diagramm kommutiert:

K" Ja K™
Dp l D
1% w
f

d.h. fodp =®co0 fyu.

Beweis:
Sei zundchst A = ME(f). Fz'irj—l ,m st

Dc(falef)) = Po((arj, - amj)') = Zam yi = f(x;) = f(®p(ej)), also Pco fa = foPp.

Sei umgekehrt A € Maty,xn(K) mzt <I>C ofa=fo®p. Da ®p und ¢ Isomorphismen sind, ist
fa eindeutig bestimmt: fa = (I)— o fo®p und deshalb auch A.

Korollar: Die Abbildung ME: Hom g (V,W) — Mat,xn(K) ist ein Isomorphismus von
K-VR.

Beweis:

Definiere A: Homg(V,W) — Maty,xn(K) mit f — tI)E,l ofo®p. A(f) = Fuxn(ME(f)), also
A=F,xno0 Mg. Die Abbildung ist bijektiv, da ®p und ®¢c bijektiv sind, und linear, da g und
o linear sz’nd Also ist A ein Isomorphismus. Da auch Fmin ein Isomorphismus ist, ist folglich
auch ME = F,,%, o A.

Lemma: Sei U ein weitere K-VR mit endlicher Basis D. Fiir f € Homg (V, W) und
g € Homg(U,V) ist ME(f) - Mg (9) = ME(f o g).

Beweis:
Seir =dimg(U) und A= ME(g) und B = ME(f). Nach dem letzen Satz kommutieren die
beiden kleinen Quadrate in:
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K" K" K™
dp dp L]
U 7 \%4 7 w
Deshalb kommutiert auch:
fBofa
K?" m
dp %)
U w
fog

Die Eindeutigkeit impliziert deshalb, dass Fpxn(ME(f)) 0 Frxm(ME(9)) = Foxn(ME(f 0 g)). Da
Frxyn injektiv ist, folgt ME(f) - ME(g9) = ME(f o g).

Korollar: Sei f € Homg(V,W). Genau dann ist f ein Isomorphismus, wenn m = n und
ME(f) = GL,(K). In diesem Fall ist M§(f~1) = ME(f)~ .

Beweis:

Sei A = MCB(f) f st genau dann ein Isomorphismus, wenn fa einer ist, und in diesem Fall ist
m =n. Zudem ist fo genau dann ein Isomorphimus, wenn A € GL,(K). Ist f ein
Isomorphismus, so ist MG (f~1) - ME(f) = ME(f~ Yo f) = 1, also M§(f~1) = ME(f)~ .

Korollar: Die Abbildung Mp := ME: Endg (V) — Mat,(K) ist ein Ringisomorphismus, der
Autg (V') auf GL,(K) abbildet.

Beweis:
Die vorherigen Korollare und das Lemma.

Definition Transformationsmatrix: Sind B und B’ Basen von V, so nennt man
T8 := ME (idy) € GL,(K) die Transformationsmatrix des Basiswechsels von B nach B’.

Bemerkung: Nach dem letzen Satz ist Tg, also die Matrix A, die f4 = @;1 o O p erfiillt. Ist

z = ®5'(v) € K™ der Koordinatenvektor von v beziiglich B, so ist

TE -z = frs(z) = (®p o ®p)(P5' (v)) = @5 (v) der Koordinatenvektor von v beziiglich B’.
B/

Satz (Transformationsformel): Seien B, B’ Basen von V und C,C’ Basen von W. Fiir
f € Homg (VW) ist ME(f) =TK - ME(f) - (T#)~*.

Beweis:

f =idw o f oidy mit den Basen B',B,C,C" und erhilt

Mg (f) = Mg (idw) - ME(f) - ME (idy) = T¢, - MZ(f) - T§" und
Ty = Mg (idv) = Mg (idy') = Mg (idy)~' = (Tg) "
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Korollar: Sind B und B’ Basen von V und f € Endg(V), so gilt
Mp/(f) =TE - Mp(f)- (T)™".

Beweis:
spater
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