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Kapitel I
D:ifferentiation

1. Wiederholung und Motivation

Sei K™ n-dim. Vektorraum (VR) iiber Kérper mit K = R oder K = C,n € N>q.
e Elemente sind alle z = (21,...,z,) € K™ mit 21,...,2, € K.

e Standardbasis ist {eq,...,e,} mite; = (0,...,0, 1 ,0,...,0)
j-te Stelle

e alle Normen auf K™ sind dquivalent (?7)
= Kovergenz unabhingig von der Norm

Verwende in der Regel euklidische Norm ||z||2 = || = /> |z;]?
e Skalarprodukt

n
~ ey = Loy R
J=

— (z,y) = Zj-y;in C"

ol

1

J

e CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung (|(z,y)| < |z|- |ly| Vx,y € K™)
1.1. Lineare Abbildungen

Eine lineare Abbildung ist homogen und additiv (siehe 77).

e Lineare Abbildung A : K™ — K™ ist darstellbar durch m xn-Matrizen beziiglich der Standardbasis
(beachte: A sowohl Abbildung als auch Matrix)

— lineare Abbildung ist stetig auf endlich-dimensionalen Rdumen (unabhiingig von der Norm,
siehe 77)
— transponierte Matrix: AT € Knxm

Hinweis: © = (z1,...,2,) € K™ idR platzsparender als Zeilenvektor geschrieben, aber bei
Matrix-Multiplikation = Spalten-Vektor, 7 Zeilenvektor, d.h.

'y = (x,y), falls m =n

-yl =z@ye K™X", sog. Tensorprodukt

o L(K" K™)={A: K™ — K™, A linear} (Menge der linearen Abbildung, ist normierter Raum)
— ||4||=sup{|Az| | |z] <1} (Operatornorm , ||A|| hingt i.A. von Normen auf K™, K™ ab)

— L(K™,K™) ist isomorph zu K™*" als VR
= L(K™ K™) ist m - n-dim. VR (= alle Normen #quivalent, = Konvergenz von {A,,} von
linearer Abbildungen in L(K™, K™) ist normunabhingig)

Nehmen in der Regel statt || A|| euklidische Norm |A| = \/m .
ol




1. Wiederholung und Motivation Kapitel I: Differentiation

Es gilt:
[Ax| < [[A]| - |z] und [Az| < [A] - [x]

e Abbildung f : K™ — K™ heift affin linear, falls f(z) = Az + a fiir lineare Abbildung A : K" —
K™ ae K™

1.2. Landau-Symbole

Anmerkung

Eine Approximation besitzt zwangslidufig immer einen Fehler. Eine gute Approximation zeichnet
sich dadurch aus, dass der Fehler bzw. Rest moglichst klein wird. Dieser Fehler wird mit LANDAU-
Symbolen beschrieben. Dabei bedeutet anschaulich:

o f=o0(g): f wichst langsamer als g

o f=0(g): f wichst nicht wesentlich schneller als g

Sei f:DC K" — K™, g:DCK"— K, zy € D. Dann:

_ . i @
e f(x) =o(g(x)) fiir z — x, genau dann wenn (gdw.) xllgclo s =0
T#xo
o f(z) =0(g(x)) fiir v = x9 gdw. 30 > 0,¢ >0 \ggi;l‘ <eVz € (Bs(xo) \ {zo}) N D

wichtiger Spezialfall: g(z) = |z — zo|*, k € N

m Beispiel 1.1 (gute Approximation durch konstante Funktion nahe x = xg)
Sei f: D C K" — K™, zy € D Hiufungspunkt (HP) von D. Dann:

f stetig in zy < xli_{rzlo f(z) = f(zo)

r#xTo
o J@) = )
r—To 1
TH#x0
f(zo) +o(1) ‘ fir ¢ — g (1)
5 . ,
Yy !
’ —  f
—— Apprx
47 - T
3 A4
2 4
1+ /
/// | x |
1 2 3 4 5




1. Wiederholung und Motivation Kapitel I: Differentiation

Interpretation von (1): Setze r(x) := f(z) — f(xo)
@ r(z) = o(1) fiir x — xo
= r(z) =¥ 0, (2)
d.h. o(1) ersetzt eine ,,Rest-Funktion“ r(x) mit Eigenschaft (2).

Anmerkung
Man kann als Approximation auch x = 3 wéhlen, allerdings stimmt dann die Aussage r» — 0
fiir x — zg nicht mehr.

Wegen o(1) = o(|Jz — 70|°) (d.h. k = 0) sagt man auch, Gleichung (1) ist die Approximation 0.
Ordnung der Funktion f in der Nahe von x.

m Beispiel 1.2 (gute Approximation durch (affin) lineare Funktion nahe x = x¢)
Sei f: D CR" =R, zg € D, D offen. Was bedeutet

f(x) = f(xo) + A(x — x0) +o(|z — 20]),  — 207 (3)

f affin lineare Funktion

Zentrale Frage: Wie sollte ein guter Rest sein?

graph f ist die n-dimensionale Ebene in K™t™ (affin-lin. UR)
graph f sollte sich an diese Ebene anschmiegen (graph f =Tangentialebene)
= Rest sollte sich an den Grafen der Nullfunktion anschmiegen

Sei

g(t) = sup |r(z)] = [r(@)| < g(jx —wol) Va (4)

|z—z0|<t

anschmiegen: g(t) = o(1),t — 0 nicht ausreichend
angenommen ¢(t) = o(t),t — 0: dann ist fiir ein festes v € K™ mit |v|| =1

r(ao + 1) — r(wo)| _ g1
t -t
= anschmiegen

(o + to)| < g(t) =

Wegen Gleichung (4) folgt: ||;£fc)0|‘ <4 ‘(:lf_;x:"“) —0

= r(x) = o(|lx — xo|) fiir x — xo = o(1)|x — x|

= betrachte f als gute lineare Approximation von f nahe z = z( falls Fehler = f (z) = (f(zo) —
Az — x0)) = o|z — zg]) fiir z — g .

man sagt: Fehler wird schneller kleiner als |x — x¢|! f heifit Approximation 1. Ordnung von f in g

Definition (Anschmiegen)
f@@) + f(xo) + Az — xo) = o(|z — o),
A(z)
d.h. die Abweichung wird schneller klein als |z — zg|!

® Vielleicht hatten Sie eine andere Vorstellung von “anschmiegen®, aber wir machen hier Mathematik
©

Satz 1.3 (Rechenregeln fiir Landau-Symbole)
Fiir 71,71, R : D C K™ — K™,z € D, k,1 € N mit
re(x) = o(|z — z0|*), 7 = o(|z — x0]"), Ri(x) = O(|x — z0|*), x — 0

1. 7e(z) = o(|]z — zo|?) = O(|x — xo)?) <k




1. Wiederholung und Motivation

Kapitel I: Differentiation

Ry(x) = o(|lz — zo’) = O(|lz — o)) j <!

2. ‘ﬁi?p = o(|z *930|k7j) J<k
R —& i .
2 = Oz — zol' ) = ofjz — zol IY) G <1

3. rip(z) £7(z) = o(|]z — m0|F) k<1

4. mp(x) - 7(x) = o(|x — 20|+, Tk () - Ri(x) = o|z — mo|*T)

Beweis. Sei |f’ (93)||l < ¢ nahe o, d.h. auf (Bs(zo)\{zo}) N D fiir ein § > 0

1. \;E;T))Ij = %\x — 1:0|’C 3 -0, folgl. ‘ T’“(r)lé auch beschrinkt nahe zg
\I}?;?Ij = |f—l§c?\l |z — x0|'"~7 — 0, Rest wie oben
r(z) _ _rk(z)
2 a2 = TeeaglF 0
\:c—xgll-?ffcz—)xo\l_j = |f—l§c?\l < ¢ nahe o, Rest wie oben
x z) (2 -k
3. i 4+ 8 Zo(1) £o(je —wo| ) — 0

o(1)
4. re(@)fi(z) . re(@) | Fi(z) =0

‘\I—Iolk |z—zo| \Z‘—Zoll
re(@)-Ry(2)| _ Ire@)] . |Ri(@)]
ool FHT = TaaglF " Jo—aoll 70

m Beispiel 1.4
e offenbar in K™: |z — z¢|* = O(|z — 20|*) = o(|]z — x0|* 1), 2 = z0
e sei f: DC K™ — K™ stetig in g € D, dann gilt fiir v — ¢

- fz)- (f(zo) +0(1)) -

- 1
f(@)+o(1)

o(|z — xol¥) =

o(|z — zol*) = o(|z — zo|")

= ﬁ +o(1) = ﬁ + o(1), da alle Terme gegen % konvergieren.

beachte: o(1) steht jeweils fiir verschiedene Funktionen mit dieser Eigenschaft

o in R gilt fiir z — 0:

2* = o(|z]), 2* = O(|z[*), 2* = O(|«|*)
" =0(1)=3+0(1),e*=1+0(1) #2+0(1)
O(lz]), sin(z) = o(1), 2% - sin(x) = o(|z[*), e
= (1 = cos(x))a? = O(|a[*)2? = o(|x|*)

- 0(1)+1cos(:c) =e’ + 0(1) =1+ 0(1)

— % = o[z,

sin(x) =

T . gin(x)

o(1)




2. Ableitung Kapitel I: Differentiation

2. Ableitung

Definition (differenzierbar, Ableitung)
Sei f : D Cc R* — K™, D offen, heifit differenzierbar in x € D, falls es lineare Abbildung
A e L(K™ K™) gibt mit

| F(2) = f(z0) + Alw — 20) + 0|z — z0]), = = 0 | (1)

Abbildung A heift dann Ableitung von f in xy und wird mit f’'(z¢) bzw. Df(z) bezeichnet
(statt dem Terminus Ableitung auch (totales) Differential, FRECHET-Abbildung, JACOBI-Matrix,
Funktionalmatrix).

Andere Schreibweisen: 2L (), 2L2) ,df(zo),. ..

ox ox _
T=xq

Somit ist Gleichung (1) gleichwertig mit

| £(2) = f(wo) + f'(wo) - (& — w0) + ol — o), fiir = — xg 2)

Anmerkung

Eine andere Erkldrung der oben stehenden Definition wére folgende:

Eine Funktion f ist genau dann differenzierbar an der Stelle xy, wenn eine reelle Zahl m (die von
xo abhingen darf) und eine (ebenfalls von x abhingige) Funktion r (Fehler der Approximation)
mit folgenden Eigenschaften existieren:

o f(xzog+h)= f(zg) +m-h+r(h)
r(h)

e Fiir h — 0 geht r(h) schneller als linear gegen 0, d.h. =~ — 0 fiir h — 0

Die Funktion f ldsst sich also in der Néhe von zy durch eine lineare Funktion g mit g(xo + h) =
f(zo) +m - h bis auf den Fehler r(h) approximieren. Den Wert m bezeichnet man als Ableitung
von f an der Stelle x.

Anmerkung
Neben der oben genannten Definition gibt es noch eine weitere Definition, die sich des Differential-
quotienten bedient:

f differentierbar in zy <= lim M = lim J(@o + 1) = flao)
T—T0 T — T h—0 h

exisitiiert
Diese Definition ldsst sich im Kontext komplexer oder mehrdimensionaler Funktionen nicht anwen-
den, zudem sind Beweise wegen des Quotienten leichter zu fiihren.

» Bemerkung
Affin lineare Abbildung A(z) := f(z0) + f'(x0) - (x — xo) approximiert die Funktion f in der Nihe
von xo und heifft Linearisierung von f in zy (man nennt Gleichung (1) auch Approximation 1.
Ordnung von f in der N#he von ).

Satz 2.1

Sei f: D C K™ — K™, D offen. Dann:

f ist differenzierbar in ¢y € D mit Ableitung f/(z¢) € L(K™, K™) gdw. eine der folgenden Bedin-
gungen erfiillt ist:

a) f(x) = f(xo) + f'(x0) - (x — o) +r(x) Vre D (3)




2. Ableitung Kapitel I: Differentiation

fiir ein 7 : D — K™ mit lim |T£‘”)| =0
r—xg |T—T0
T#xT)
b) f(z) = f(zo) + f'(z0) - (x — 20) + R(x)(x — x9) Yz €D (4)

fir ein R : D — L(K™ K™) (=2 K™*") mit Jim R(z) = 0 (d.h. Matrizen R(z) ——=2
Nullmatrix in K™*"™)

c) f(z) = f(zo) + Q(z)(x —x9) Yz €D (5)
fiir ein Q : D — L(K"™, K™) (&2 K™*™) mit zlggo Q(x) = f'(x0) (d.-h. Matrizen Q(x) 2%,
Matrix f’(zg) in K™*™)

» Bemerkung
Es gilt:

Gleichung (3) < lim f(x) = f(z0) — f'(w0)(x — w0)

i | = 2ol

=0

Beweis. Aussage a) ist leicht zu zeigen, anschlieBend erfolgt per Ringschluss die Aquivalenz der anderen Defi-
nitionen.

zu a) Offensichtlich ist r(z) = o(Jx — z0|), x — zo
= a) & f ist differenzierbar in zo mit Ableitung f'(zo)

Ringschluss:
a) = b): Sei R: D — K™*" gegeben durch

0, T = Zo

R(x) =
) { |wr$>0\ ® (z—z0)", z#mo
= R(z)(z —x0) = (% ® (z — xo)T) (z — z0)
r(x)
= m»(xfxg,xfxo) =r(z) Vz#uxo

Wegen 0 = r(xo) = R(xo) - (x — xo) folgt

lim [R@)| = lm T EE@=20)|_ @l
z—xq T xS |CL‘ — I0|2 =T |l' — -TO‘ -
T#x0 T#£T0

b) = c): Setzte Q(x) := f'(x0) + R(z) Vz € D = Gleichung (5). Wegen lim Q(x) = f'(z0) folgt c).

c) = a): Setzte r(z) := (Q(x)—f'(x)) (x—z0) Vz € D = Gleichung (3). Wegen |r(z)| < |Q(z)— f'(x0)]| |z — 0|

folgt
|r(z)] . /
LA A _ -0
B To— o] 220 Q) — £ (o)
(]
Satz 2.2

Sei f: D C K™ — K™, D offen, differenzierbar in x¢g € D. Dann:
1) f ist stetig in xq
2) Die Ableitung f’(z¢) ist eindeutig bestimmt.

Beweis. 1. Sei A, A € L(K™, K™) Ableitungen von f in xo, betrachte z = 2o+ ty, wobei y € K™ mit |y| = 1
fest, t € Rso (offenbar |z — zo| = t)
S (A= A)ty) = oflty]) = (A— A)(y) = %L 0
= (A-A)(yy=0=>A—-A=0= A= A= Behauptung




2. Ableitung Kapitel I: Differentiation

2. lim f(z) =1 = lim (f(z0) + f'(z0)(z — o) + o(|z — x0])) = f(w0) = Behauptung O
2.1. Spezialfille fiir K =R

Hm=1 fiR" >R
f'(z0) € RI*™ ist Zeilenvektor, f/(xg) betrachtet als Vektor im R™ auch Gradient genannt.

Offenbar gilt f'(x0) -y = (f'(x0),y) Yy € R™ (Matrizenmultiplikation = Skalarprodukt)
= Gleichung (4) hat die Form

f(x) = fzo) + (f'(x0), 2 — o) +0(|z — 0]) (6)

affin lineare Funktion: A:R—R (in x)

Graph von f ist Fliche im R™*!, genannt Tangentialebene vom Graphen von f in (zq, f(z0)).
2)n=1f:DCR—-R"
f (bzw. Bild f[D]) ist Kurve im R™ (=2 R™*1). Gleichung (4) kann man schreiben als

f(zo+1) = f(xo) +t- f'(x0) +o(t),t = 0,t €R
—_—

Affin lineare Abb. A:R—R™ (in t)
t) —
o HREDZIE)  pg) o), -0
Differenzenquotient von f in xg
. flzo+1t) = flzo)
= gl_r)r(l) " = f(zo) (7)

Differentialquotient

beachte:
o f differenzierbar (diffbar) in xy < Differentialquotient existiert in x

o Gleichung (7) nicht erkldrt im Fall von n > 1
Interpretation fiir m > 1:

1/ (x0) heifit Tangentenvektor an die Kurve in f(z¢). Falls f nicht diffbar in 29 bzw. 29 Randpunkt

in D und ist f(xg) definiert, so betrachtet man in Gleichung (7) auch einseitige Grenzwerte (vgl.
77).

lim
t10
die linksseitige Ableitung f/(zo).

M = f/(xo) heifit rechtsseitige Ableitung von f in zq (falls existent), analog ist lim

10

3) n=m=1: f: D CR — R (vgl. Schule)
f'(zo) € R ist Zahl und Gleichung (7) gilt (da Spezialfall von Punkt 2)).

Beobachtung: Punkt 2) gilt allgemein fiir n = 1, nicht fiir n > 1!

Folgerung 2.3
Sei f: D C K — K", D offen. Dann:

f ist differenzierbar in zg € D mit Ableitung f'(zo) € L(K, K™)
f(zo+y) — flzo)

& 3f'(x0) € L(K,K™): ;l_% y = ['(0) (8)
alternativ: lim (@) = fzo) = f'(xg)

T—To T — X0




2. Ableitung Kapitel I: Differentiation

2.2. Einfache Beispiele fiir Ableitungen

m Beispiel 2.4 (affin lineare Funktionen)
Sei f: K™ — K™ affin linear, d.h.

flx)=A-x24+a Vre K" mit Aec L(K",K™), a € K™ fest
Dann gilt fiir beliebiges z¢g € K™:

fl)=A -xz0+a+ Alx — x9)
= f(zo) + A(z — x9)

W £ ist diffbar in 2o mit f(z0) = A
Insbesondere gilt fiir konstante Funktionen f’(xg) =0

4ﬁy —2x
-—- 2
,,,,,,,,,,,,,,, 2<,,, e,
‘ x
—4 -2 2 4
_2,,
4]

m Beispiel 2.5 (quadratische Funktion)
Sei f:R™ — R mit f(z) = |z]?
fiir beliebiges x¢ gilt:
|z — zo|> = (x — 20,2 — T0)
= |2[* = |wol* — 2(wo, 2 — o)
= f(x) = f(wo) +2( 2x9 ,o—x0) + |T — 20|?

Ableitung o(|z—zol)
= f ist differenzierbar in zg mit f’(x¢) = 2z0, offenbar ist f’ stetig, also f € C*(R")

2
41 ’ |z
hy --- 2z
/
7/
/
24+ /7
/
/
/
// I
—4 —2 ) 2 4
/
/
Lol
/
/
/
/
7/
’ _4 1




2. Ableitung Kapitel I: Differentiation

m Beispiel 2.6 (Funktionen mit h6herem Exponent)
Sei f: K — K, f(x) =2 ke N.

k=0: f(z) =1Vz = f'(x9) =0Vzo € C (vgl. Beispiel 2.4)
k> 1: Es gilt
k
AN
(wo+y)k=z<j>x§ Tyl =ag+koagt oy toly), y =0
=0

fl@o)+k-z§ - y+oly),y—0

= flzo+y)=
4 f(zo) =k -ak™?
beachte: gilt in C und R.
\‘ 4 ”y /ll o x?’
| ! --- 322
\\ 9 1 /,/
‘ e x
—4 -2 2 4
—2 4
—4 +

m Beispiel 2.7 (Exponentialfunktion)
f:K— K mit f(x) =¢"
mit Differentialquotient = f ist differenzierbar mit f'(x¢) = e* = f € C1(K)

1] —
2 4
. -’v/ z
—4 -2 2 4
_2 4
4

m Beispiel 2.8 (Betragsfunktion)
f:R" = R mit f(z) = |z
f ist nicht differenzierbar in xy = 0, denn angenommen, f’(z¢) € R™ existiert und fixiere y € R™,
ly| =1
= [ty| =0+ (f(0),ty) +o(|t]), t = O
=t£0= |tﬂ = (f'(0),y) + @ = +1 = feste Zahl in R, — 0 = 4 = Behauptung

Folglich: f stetig in z¢ # f differenzierbar in z(, das heifit Umkehrung von Satz 2.2 gilt nicht!




2. Ableitung Kapitel I: Differentiation

Hinweis: Es gibt stetige Funktion f : R — R, die in keinem Punkt z diffbar ist (siehe Hildebrand,
Analysis 1 S. 192 oder Kénigsberger Analysis 1, Kap. 9.11)

Y
1]
2 £
‘ x
—4 -2 2 4
921
4

Satz 2.9 (Rechenregeln)
Sei D € K™ offen, f,g: D — K™, A\: D — K diftbar in g € D
= (f+g): D> K" (A f):D— K™ (f-g): D — K sind diffbar in zg € Dund } : D — K
ist diffbar in z¢, falls )\(aco) # 0 mit
a) (f £9)'(z0) = f'(z0) £ ¢ (w0) € K™}
b) (A~ f) (o) = Mxo) - f'(20) + f(w0) - N (x0) € K™
) (f- )( 0) = f(20)" - ¢'(w0) + g(x0)" - f'(z0) € K™*"
) (

g) # (@0) A(zo) —p(w0)-A (z0)
A (M(z0))?

o

d

Beweis. o f(zo) £ g(z0) + (f'(z0))( — o) £ (¢ (z0))(x — z0) + o(|z — zo|) = f(x0) £ g(w0) + (f'(z0) £
g’ (z0))(z — z0) + o(|z — z0|) = Behauptung
o Az)f(z) = (Mao) + N (zo)(z — o) +o(|z — z0l)) - (f(z0) + f'(z0)(z — 20) + o(|z — z=[)) = A(wo) f(20) —
(N (z0) f(z0) + A(@o) f'(w0)) (x — @0) + o|x — xo]) = Behauptung
e analog

o zeige (1) (z0) = — ;\(lg;‘;%, Rest folgt mit f = pu

Azg)—A(z X (x
X~ e = AGg = = ( A(z(o)%)) (& —20) + 0|z — zo]) = Behauptung -

m Beispiel 2.10
Sei f:De K" — K™, ce K, f diffbar in g € D

290 (c- f)=c- f'(x0) (da ¢ konst. Funktion D — K)
m Beispiel 2.11 (Polynom)
Sei f: K — K, Polynom f(z) = Y a;z!
=0
k
= f diffbar Vog € K mit f'(zo) = 3. lajzh ™
I=1

m Beispiel 2.12
Sei f = % rationale Funktion auf R (d.h. f1, fo : K — K Polynom)
= f ist diffbar auf K \ {Nullstellen von fs}

m Beispiel 2.13 (Sinus und Cosinus)
sin,cos : K — K (R bzw. C) Vo € K.
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2. Ableitung

Kapitel I: Differentiation

Denn: ) ) _ .
siny e —e "% 1 ev—1 e "W-—-1 y—0
= - =z - + -
Y 29y 2 1y —5y vgl. (77)
folglich
. . 9
lim sin(zo +y) — sin(zo) Z lim = cos (CUO + y) - sin (Q)
y—0 Y y—0 Yy 2 2
2
2o (2) x4 )
=cosxy Vrg€ K
Analog fiir den Kosinus.
Y -
47 sin(z) 41 — cos(x)
--- cos(x) --- —sin(x)
21 21
< ,’/ g S . ///‘ BN //,x
4 N2 20 N4 S & 2 \\\//’/
_9 1 _9 1
41 4
2.3. Rechenregeln
Definition

m Beispiel 2.14

Sei f:DC K™ — K™, D offen.

Falls f diffbar in allen zy € D, dann heifit f differenzierbar auf D und Funktion f' : D —
L(K™, K™) heifit Ableitung von f.

Ist zusétzlich Funktion f': D — L(K™, K™) stetig, dann heifit Funktion f stetig differenzierbar
(auf D) bzw. C'-Funktion (auf D).

CY{D,K™):={f: D — K™| f stetig diffbar auf D}

a) f(z) =a2"Vx € R, k € N>g
= fl(x) =k 2" 1Vr eR
= offenbar stetige Funktion

= f € CYR,R)
b) f(z) =e*Vx eC

= f'(z) = e® Vx € C stetig

= f e CYC,QC)
c) f(z)=|z|*Vz e R"

= f(z) = 2z Va € R", offenbar stetig

= f e CYR",R)
m Beispiel 2.15

Sei f:R — Rmit f(0) =0, f(z) =22 -sin (1) vz # 0.

x

11



2. Ableitung Kapitel I: Differentiation

4 ”y — 2% -sin(2)
2 £
‘ x
—4 -2 2 4
_9
41
Wegen
x? - sin * w
| 2 < 2] =% 0
||
folgt

f(x) =o(lz]),z =0
= f(z)=f0)+0-(z—0)+o(z—0|),z =0
= f diffbar in z = 0 mit f'(0) =0

Rechenregeln liefern x # 0:

1 1
f’(x):2x~sin;fcosg Vo #0

Fiir xy := ﬁ gilt:

1 1
lim 2z -sin — =0, lim cos — = %1
k— o0 Tk k—00 Tk
= lim f’(x) existiert nicht
z—0
= f ¢ C'(R,R),

d.h. Ableitung einer stetigen Funktion muss nicht stetig sein.

Man beobachtet:

e Gleichung (1) bzw. 77 sind hiufig ungeeignet zum Bestimmen von f’(xg)
e Gleichung (8) ist durchaus niitzlich fiir konkrete Fille im Fall n = 1

— Strategie: Zuriickfiihrung auf einfachere Fille durch Rechenregeln und Reduktion

Folgerung 2.16
Seien A, p: D — K diffbar in 29, D offen und A(zg) # 0
= (%) : D — K diffbar in zg mit

S

Beweis (Folgerung 2.16). Setzte in Satz 2.9 f =y (d.h. m = 1) und betr. Produkt } - p. O

12



2. Ableitung Kapitel I: Differentiation

Satz 2.17 (Kettenregel) } .
Sei f:DC K" = K™ g:DcC K™— K' D,D offen, f diffbar in zy € D, g diffbar in f(z¢) € D
= go f: D — K!diffbar in 29 mit (go f)' = ¢'(f(x)) - f'(z) (€ K*")

Bewets.

(g0 N)@) = g(f(x)) = g(f(x0)) + ¢'(f (o)) (f(x) = f(w0)) + o(| f(x) = f(z0)])
)

= Behauptung O

m Beispiel 2.18 (z im Exponenten)
f:R—=R, f(z) =a” (a € R>g, a # 1). Offenbar a” = (eln“)m = evlna
= f(z) = g(h(x)) mit g(y) =¥, h(z) = z-Ina = ¢'(y) = €Y, h'(z) =Ina = f'(z) = e . Ina =
a”-Ina

Y 1;
Al — 2
S22 In(2)
2t /.
ey x
—4 -2 2 4
_2 4
4
m Beispiel 2.19 (Logarithmus)
f:Rsp — Rmit f(z) =log,z,a € Rygund a # 1, g € Ryg
mit y = log, x, yo = log, xo ist x — x¢9 = a¥ — a¥°
Differentialquotient = f(z) = ﬁ, also f € C'(Rs)
Spezialfall: (In(z))' = 1 vz >0
4 4LZ{ 710g2(.’£)
\ 1
‘\ . zIn(®
2 T \\
I \\\\‘;“*¥g);
g2 2 1
\\_\2 |
4]

m Beispiel 2.20
Sei f:Rsog = R, f(z) =2" (r e R)

13



2. Ableitung Kapitel I: Differentiation

Wegen 7 = e"n @ liefert Kettenregeln (analog zu Beispiel 2.18)

‘Inz r
r.elmnro r-x _
f(xo) = = O =yl VYau>0
0
Zo i)

Spezialfall: f(z) = & = f'(z) =
Zu Beispiel 2.15:

__k
ZRFI

1 1 1 1 1
f'(z) = 2z - sin — 4+ 22 - cos — - (—2> =2z - sin — — cos —
x x x x x

m Beispiel 2.21 (Tangens und Cotangens)
tan: K\{Z +k-7m|k€Z} = K,cot: K\{k-7|ke€Z} - K

Quotientenregel tan/(xo) _ sin/(xo) COS(IQ) — COSQ(Q;‘O) . Sin(ﬂjo)
(cos(zg))
2 .2
1
_ o8 (o) + sin"(wo) = Vzo € Definitionsbereich
cos?(zo) cos?(xg)
1
cot’ (o) — Vzo € Definitionsbereich
sin”(z)
| ' Yool —+ —— cot
'1 gl '. anl(w) 4| co (156)
y,‘ l\‘ /,‘ . cos?(x) T sin?(z)
\\\ \\\2 1 /I, \\ 21
‘ N\
— 2 4
—2 /// //
—4 " 'v
Satz 2.22 (Reduktion auf skalare Funktionen)
Sei f=(f1,.--sfm): D C K" — K™, D offen, zyp € D. Dann gilt:
f diffbar in ¢ < alle f; diffbar in 2o Vj =1,...,m
Im Fall der Differenzierbarkeit hat man:
fi(zo)
f(zo) = : e Kmxm (10)
fm(@o)

©® Wenn Sie das néichste mal aus der Disko kommen, zuviel getrunken haben und den Namen ihrer
Freundin nicht mehr kennen, sollten sie sich daran aber noch erinnern: ®

» Bemerkung 2.23

Mit Satz 2.22 kann man die Berechnungen der Ableitungen stets auf skalare Funktionen f : D C
K™ — K zuriickfiihren. Die Matrix in Gleichung (10) besteht aus m Zeilen f}(x) € K'*™.

14



2. Ableitung Kapitel I: Differentiation

m Beispiel 2.24
Sei f: R — R? mit

t - cos(2mt cos(2nt) —t - sin(2wt) - 27
sy = (1) = (0BT EET T e
t - sin(27t) sin(27t) + ¢ - cos(2nt) - 27

und f/(0) = (o) f'(1) = (30)-

Lemma 2.25
Sei f=(f1,f2): D C K" — KF x K', D offen, zo € D.
Funktion f ist diffbar in ¢ genau dann, wenn f; : D — K* und f, : D — K! diffbar in z.

Im Falle der Differenzierbarkeit gilt

Flag) = [ V) € romn )

f3(@o)
Hinweis: Da K* x K! mit K**! identifiziert werden kann, kann man f auch als Abbildung von D

nach K**+! ansehen. Dementsprechend kann die Matrix in Gleichung (11) der Form

(k x n) Matrix
(I x n) Matrix

auch als ((k + [) x n)-Matrix aufgefasst werden.

Beweis.
»=“ Man hat
f(@) = f(wo) + ['(x0) - (& — wo) + R(x) - (z — m0), R(zx) =0 (12)
da f'(20), R(z) € L(K™, K" x K")
= f'(z0) = (A1, A2), R(x) = (Ri(2), Rz(x)))
mit A1, Ri(z) € L(K™, K*), A2, R(z) € L(K™, K")
L2 fi(@) = fiwo) + A - (@ — 20) + Ry(@) (@ — 20), Rj(x) Z72% 0 (13)
= f; ist diffbar in 2o mit f]'(xo) =A;,j=12
= Behauptung
»<=“ (es gilt auch (13) mit A; = f;(x0))
Setzte
4 [f1@® R(x) = Ri(x)
fo(@) Ra(x)
L2 A, R(z) € L(K™, K* x K')
AT ) = F(zo) + Az — w0) + Rlx) (@ — 30), R(z) 2225 0

= f diffbar in 2o und (11) gilt. O
Beweis (Satz 2.22). Mehrfache Anwendung von Lemma 2.25 (z.B. mit k =1,l=m —j fir j=1,...,m — 1)
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3. Richtungsableitung und partielle Ableitung Kapitel I: Differentiation

3. Richtungsableitung und partielle Ableitung

Sei f: D C K" — K™, D offen, x € D.

Ziel: Zuriickfiithrung der Berechnung der Ableitung f(z) auf die Berechnung der Ableitung fiir Funk-
tionen f: D C K - K

o Reduktionssatz = man kann sich bereits auf m = 1 einschranken

e fiir Berechnung der Ableitung von f ist neben den Rechen- und Kettenregeln auch der Diffe-
rentialquotient verfiigbar

Idee: Betrachte f auf Geraden t — x+t-z durch x = skalares Argument t, ¢ € K = Differentialquotient.

Spezialfall: z = e; = Partielle Ableitung

Definition (Richtungsableitung)
Sei f:DC K" — K™, Doffen,x € D, z€ K™

Falls a € L(K, K™) (2 K™) existiert mit
fla+t-z)=f@)+t-a+o(t), t—0,teK, (1)

dann heifit f diffbar in z in Richtung z und D, f(z) := a heifit Richtungsableitung von f in x in
Richtung z (andere Bezeichnungen: f(x;z), 0, f(x), %(m), of(x,z), ...)

» Bemerkung
e Wegen B.(z) C D fiir ein € > 0 existiert £ mit x +¢-2z € D Vt € B:(0) C K

o f/(x;0) existiert offenbar stehts fiir z = 0 mit f'(x;0) =0

Satz 3.1
Sei f: D C K™ — K™, D offen, x € D, z € K". Dann:

f diffbar in z in Richtung z mit D, f(z) € L(K, K™)

& fiir p(t) = f(z +t - 2) existiert ¢'(0) und D, f(z) = ¢'(0) (2)
& lim fla+t ':) =@ _ 4 (e L(K, K™)) existiert und D, f(z) = @ (3)

m Beispiel 3.2
Sei f: R? — R mit f(x) = 22 + |zo|. Existiert eine Richtungsableitung in # = (z1,0) in Richtung
z=(z1,22)"

Sei p(t) := flw+t-2) = (1 +t-21)2 +|t- 20| = 22 + 2t - 2121 + 1227 + |t| - |22]
——

=p1(t) =p2(t)

= ©](0) = 2 - 212 existiert Vay,2z; € R
©5(0) = 0 existiert nur fiir zo = 0 (vgl. Beispiel 2.8)
= ¢1(0) = 2x12; existiert nur fiir x1, 21 € R, 20 =0
& Richtungsableitung von f existiert fiir alle x = (21,0) nur in Richtung z = (z1,0) mit D, f(z) =
2%121

Frage: Existiert D, f(z) Vz, falls f diffbar in 2?

Satz 3.3
Sei f: D C K™ — K™, D offen, f diffbar in z € D.
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3. Richtungsableitung und partielle Ableitung Kapitel I: Differentiation

= Richtungsableitung D, f(x) existiert Vz € K™ und
D.f(z) = f'(z) - z (€ K™*1) (4)
Hinweis: Richtungsableitung ist linear in z!

Beweis. f diffbar in x
= fly)=f@)+ f(@)(y—2)+olly—zl),y >z

S f(atz) = @)+t f(2) 2+ o0(t), t =0

104 Behauptung O
m Beispiel 3.4
Betrachte f : R” — R mit f(z) = |z|? V&
a) Es gilt

p(t) = |z + 2> = (wi+tz)? = > a? + 2wz + 1227

i=1 i=1
= ¢'(t)= Z 212 + 222

i=1

& ©'(0) = Zinzi =2(z,2) =D, f(z) Vr,zeR"
i=1

b) Beispiel 2.5 liefert f'(z) = 2z Vo € R”
10} D.f(z) =2z 2=2(x,z) Vo,z e R"
folglich gilt: |z| = 1 und x € R™ fest
e D.fx) =02z lz

o D, f(x) = maximal (z fest) & z = &

€T

3.1. Anwendung: Eigenschaften des Gradienten

Definition (Niveaumenge)
Sei f: D CR” — R, D offen, f diffbar in x € D.

No :={y € D| f(z) = f(y)} heiBft Niveaumenge von f fiir x € R.

Definition (Tangentialvektor)
Sei v : (—=6,0) = N¢ (6 > 0) Kurve mit v(0) = 0, v diffbar in 0.

Ein z € R\ {0} mit z = +/(0) fiir eine derartige Kurve « heifit Tangentialvektor an N¢ in «.
Offenbar gilt

olt) = f(2(B) = ¢
= P0)=F(0)-
= Do f() = ('(@),7(0)) = 0 (%)

Satz 3.5 (Eigenschaften des Gradienten)
Sei f: D CR” —= R, D offen, f diffbar in x € D. Dann:

1) Gradient f'(z) steht senkrecht auf der Niveaumenge Ny(,), d.h. (f'(z), z) = 0 V Tangential-
vektoren 2z an Ng(,) in @

2) Richtungsableitung D, f(z) = 0 V Tangentialvektoren z an Ny, in

17



3. Richtungsableitung und partielle Ableitung Kapitel I: Differentiation

3) Gradient f(z) zeigt in Richtung des steilsten Anstieges von f in x und |f/(z)| ist der steilste

Anstieg, d.h. falls f'(x) # 0 gilt fiir Richtung 7 := (&,

D;:f(x) =max{D,f(z) € R |z € R" mit |z| =1} = |f(z)|

(beachte: EUKLIDische Norm wichtig!)

Bewets.
1) folgt direkt aus (5),(4)
2) analog oben
3) fiir |z| =1 gilt
D.f(z) = (f'(2),2) = |f'(2)(Z, 2)
* ! ~ / b ! / ~ )
217 @i = 17 @) = L (p@),5 D o)
= Behauptung O
Feststellung: fiir f : D C K™ — K™: die lineare Abbildung f/(z) : K™ — K™ ist durch Kenntnis fiir
n linear unabhéngige Vektoren bestimmt

& f'(z) eindeutig bestimmt durch Kenntnis von
D, f(z) = f'(z) -e; (€ K™Y fir j=1,...,n

Definition (partielle Ableitung)
Sei f: D C K™ — K™, D offen, z € D (nicht notwendigerweise diffbar in x).

Falls Richtungsableitung D, f(x) existiert, heifit f partiell diffbar beziiglich x; im Punkt x und
D., f(x) heiBit partielle Ableitung von f beziiglich x; in x.

Schreibweisen: 2 f(z), 687];(95), D;f(x), fz,(x),...

Wegen f(x +te;) = f(z1,...,2j-1,2; +t,Tj41,...,2,) liefert Satz 3.1:

Folgerung 3.6
Sei f: D CR®™ — K™, D offen. Dann:

0
f ist partiell diffbar beziiglich z; in « mit Ableitung Pr. (2)
L
= lim f(xl, sy L1, L5, Tjply - - ,J)n) - f(a:l, ceey Ly e 73,'”) — 4 existiert (6)
t—0 t
d —_— =
un oz, fl@)=a
» Bemerkung 3.7
Zur Berechnung von % f(z) differenziert man skalare Funktionen
z; = f(x1,...,25,...,2,) (dh. alle 2, mit k # j werden als Parameter angesehen).
m Beispiel 3.8
Sei f:R3 — R mit f(x1,79,73) = 2% sinxy + €371, damit
0 0 0
Tmﬂx) = 2x;8inxg — ™71 pr f(z) = 23 cos 3 a—ng(x) =¥
Folgerung 3.9
Sei f: D C K™ — K™, D offen, f diftbar in z € D
- 0
= sz(x):;zj%jf(x) Vz=(z1,...,7) ER (7)
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3. Richtungsableitung und partielle Ableitung Kapitel I: Differentiation

Bewets. (4) liefert
Df(e) = 5'(@) 5= F@) D m e =D % (F@) ) = D o f(a) 0
j=1 j=1 7

m Beispiel 3.10
Sei f:R" — Rmit f(z) =|z|? = Z;;l 3. f ist diffbar nach Beispiel 3.4
— % (z)=2z;und j=1,...,n

a D.f(x) =37, 225 - z; = 2(x, 2) (vgl. Beispiel 3.4)

Theorem 3.11 (Vollstéindige Reduktion)
Sei f=(f1,.--yfm): D C K" — K™, D offen, f diffbar in € D. Dann:

@\ ) ZH@ . )
r@2| i |2(mf@ @) 2| - |exm @

JACOBI-Matrix

» Bemerkung 3.12
Falls f diffbar in 2, dann reduziert Theorem 3.11 die Berechnung von f’(x) auf Ableitung skalarer

Funktionen f: DCcK—K.

Beweis (Theorem 3.11).
zu a) Satz 2.22

zu b) Benutze f'(z) -z = D, f(x) und Folgerung 3.9
.
zu ¢) Entweder 3%jf(av) = (a%jfl (2),..., a%jfn(x)) oder fj(z) = (a%lfj(lt), AU %fj (m)), sonst analog zu
b) O
|[Frage] Gilt die Umkehrung von Theorem 3.11 (Satz 3.3), d.h. falls alle partiellen Ableitungen % f(x)

bzw. alle Richtungsableitungen D, f(x) existieren, ist dann f diffbar in z? Nein!

m Beispiel 3.13
Betrachte f : R2 — R mit

2
ﬁa T # 0
Xr1,Tg) = 4 %1
f(z1,22) {0’ 5 =0
Berechne Richtungsableitungen in « = 0 mittels (3).
tz) — 4
D. f(0) = lim fO+1t2) = FO) _, F2)
t—0 t t—0 ¢t
222 22 9
= DZf(O):}%W: 2 Vz=(z1,22) €R*, 2=0

Betrachte moglicherweise problematische Richtung z = (0, 22)

.0
D(o,z,) f(0) = lim ;=0

= D f(0) existiert Vz € R?
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3. Richtungsableitung und partielle Ableitung Kapitel I: Differentiation

n—0

1
aber ist f iiberhaupt diffbar? lirr%)f (#7 %) = lim ”TQ =1 # 0= f(0)
— n— o

= f nicht stetig in z = 0 22222 f nicht diffbar.

Ausblick: Sind alle partiellen Ableitungen % fj(x) stetige Funktionen in € D
= f diffbar in z und Gleichung (8) gilt.

3.2. R-differenzierbar und C-differenzierbar

Sei f: D C K™ — K™ ist diffbar in 29 € D, D offen
< eine k-lineare Abbildung A : K™ — K™ existiert, die die Funktion f in zg ,,lokal approximiert*.
— man miisste eigentlich genauer sagen: f ist k-diffbar in zg wegen R C C. Jeder VR iiber C kann auch

als VR iiber R betrachtet werden (nicht umgekehrt!) und jede C-lineare Abbildung zwischen C-VR kann
auch als R-linear betrachtet werden

= jede C-diffbare Funktion f: D C C* — C™ ist auch R-diffbar.

Die Umkehrung gilt i.A. nicht!
m Beispiel 3.14
Sei f:C— Cmit f(z) =%Z.
a) f ist additiv und f(tz) =¢- f(2) Vt € R.
= f ist R-linear.
Wegen f(2) =Z=Zg+ 2z — 20 = f(20) + f(z — 20) + 0 folgt: R-diffbar in 29 VZ — 0 € C mit
R-Ableitung f'(z9) =1
b) Angenommen, f ist C-diffbar in zo € C.
= f'(20) = lim 2+2=% = lim Z = +1 = # (Grenzwert existiert nicht)
z—0 z—0
= f nicht C-diffbar

Definition (R-differenzierbar)
f:DcCX =Y, D offen, (X,Y) = (R",C™) bzw. (C",R™) oder (C™,C™) heifit R-diffbar in
20 € D, falls (1) im Abschnitt 2 gilt mit entsprechender R-linearer Abbildung A : X — Y gibt.

beachte: falls X oder Y nur VR iiber R, dann C-diffbar nicht erklért.

Spezialfall: Sei f: D C C — C, D offen, zy € D. Vergleiche R-diffbar und C-diffbar:
Sei f R-diffbar in zgp, d.h. es existiert eine R-lineare Abbildung A : C — C mit

f(zo+2)=f(z0) + Az +0(]z]2), z = 20 (9)
fir z =2, zeR: A(l) = lii% f(zo + I; — f(z0) = fu(20)
xeR
fiir z =iy, y e R: A(i) = lir% f(zo + Zyy) — f(z0) = fy(20) (10)
Yy—r
yeR

Nenne f5(20), fy(#0) partielle Ableitung von f in zo. Sei f C-diffbar in z,, d.h.

f(z0 +2) = f(20) + f'(20) -z + o(|2])
——

eC

L f(20) = fulzo) = —ify(w0) (11)
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3. Richtungsableitung und partielle Ableitung Kapitel I: Differentiation

Satz 3.15
Sei f: D C C— C, D offen, z5 € D. Dann:

f Cdiffbar in zp < f R-diffbar in zg mit f,(z) = —ify(20) (12)

Beweis.
»=“ vgl. oben (11)

»<% mit z =z + iy liefert (9)
f(z0 +2) = f(20) + A(z + iy) + o(]2]) = f(20) + = - A(1) + yA(@) + o(]2])
(20) = falz0)z + fy(z0)y + 0|2) Z F (20) + fulz0) (@ + i) + o(2])
(20) + fz(20) -z + o(]2])
——

=:f'(20)EC als C-Ableitung

=f
=f

3.3. Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen

Identifiziere f: D € C — C mit f: D C R2 — R? gemiiB z = z + iy = (;), f(z) = u(z,y) +iv(z,y) =
(1o = fay)

Lineare Algebra: A: C — C linear & Jw € C: Az =wz Vz € C (Eigenwert)

) _ b
A:R2 5 R2Rlinear o A= [© 7| € R2%2 begiiglich Standardbasis.
d

Lemma 3.16
Sei A : C — C R-linear. Dann:

A ist auch C-linear, d.h. Jw = a +if: Az =wz Vz € C

N A
& da,feR: A(z +iy) = Ve, y € R
B« (]

Beweis. Selbststudium O
Somit: C-lineare Abbildung A : C — C entspricht spezieller R-linearen Abbildung R? — R?

Definition (Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen)
Falls R-diffbar in zg liefert (11)

Jz(20) = ue (20, y0) + vz (20, Yo), fy(20) = uy(z0,y0) + 1vy (0, Y0)

folglich

Uz (20, Y0) = Uy(f/oayo)

Gleichung (12) <
ty (20, Yo) =—vz(0,Yo)

(13)

CaucHy-RIEMANN-Differentialgleichungen
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3. Richtungsableitung und partielle Ableitung Kapitel I: Differentiation

Somit: C-lineare Abbilung z — f/(zg) entspricht R-linearer Abbildung

T Uy Uy T
_>

Y Uy Uy Yy
Hinweis: C-diffbare Funktionen f : D C C — C werden in der Funktionentheorie untersucht.

Es gilt z.B. f C-diffbar auf D = Ableitung f’ : D — C auch C-diffbar auf D = f beliebig oft diffbar
auf D!
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4. Mittelwertsatz und Anwendung Kapitel I: Differentiation

4. Mittelwertsatz und Anwendung

Definition (Maximum, Minimum)
Wir sagen, f: D C R™ — R besitzt Minimum bzw. Maximum auf D, falls eine Minimalstelle bzw.
Maximalstelle xog € D existiert mit

f(zo) < f(x) f(x) = f(z) VeeD (1)

f hat ein lokales Minimum bzw. lokales Maximum in zg € D falls

32> 0: f(xo) < f(2) fxzo) = f(x) Va € Be(xoN D) (2)

Hat man in (1) bzw. (2) fiir z und z¢ ,,<* bzw. ,>¢, so sagt man strenges (lokales) Minimum bzw.
Maximum.
Hinweis: Es gilt:

f hat Minimum auf D 2L min{f(z) | * € D} existiert (das heifit,
inf{...} wird angenommen)

Analog fiir Maximum.

Theorem 4.1 (notwendige Optimalititsbedingung)
Sei f: D CR™ — R, D offen, f sei diffbar in z € D und habe lokales Minimum bzw. Maximum

in xg. Dann:

fl(xo) =0 (€ RV™) 3)

» Bemerkung 4.2
e Theorem 4.1 ist neben dem Satz von Weierstrafl (??) der wichtigste Satz fiir Optimierungspro-
bleme, denn (3) dient der Bestimmung von ,Kandidaten“ fiir Minimal- und Maximalstellen.

e (3) besagt, dass die Tangentialebene an den Graphen von f in (zq, f(zo)) horizontal ist.

Beweis. Fiir Minimum (Maximum analog) fixiere beliebiges z € R™.

D offen
= 36>0:z0+t-z€ DVte (=6,0)
f diffbar in ¢, Minimum in g
= 0< flxo+t-2)— flwo) =t f'(20) 2z +0(t), t =0
=% 0< f/(z0) 2+ o(1)
0< f(mo) - 2Vz€R”
fl(z0) - 2=0Vz€eR"
f(xo) =0 O

L

vl

Einfache, aber wichtige Anwendung;:

Satz 4.3 (Satz von Rolle)
Sei f: [a,b] € R — R stetig, —0o < a < b < oo, f diffbar auf (a,b) und f(a) = f(b).
= 3 € (a,b): f(§) =0

Beweis. f stetig, [a,b] kompakt
= Jz1,22 € [a,b] : f(z1) < f(z) < f(22) VI

e Angenommen, f(z1) = f(z2) = f(a) = f konstante Funktion = f'(£) =0 V¢ € (a,b)
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4. Mittelwertsatz und Anwendung Kapitel I: Differentiation

e Andernfalls sei f(z1) < f(a) = £ :=x1 € (a,b) Lhooew L), fl¢)=o0

e analog f(z2) > f(a) O
Definition (abgeschlossenes, offenes Segment)

Setze fir z,y € K™

o [z,y] :={x+tly—=x) € R" |t € [0,1]} abgeschlossenes Segment (abgeschlossene Verbin-
dungsstrecke)

o (z,y) ={x+t(y—xz) eR" |t e (0,1)} offenes Segment (offene Verbindungsstrecke)

Theorem 4.4 (Mittelwertsatz)
Sei f: D C R" = R, D offen, f diffbar auf D und seien z,y € D mit [z,y] C D. Dann

3 € (z,9): fly) — fz)=F€)" (y—2) (4)

» Bemerkung 4.5
e Fiir n =1 schreibt man (4) auch als

= M falls = # y.
y—x
e Der Mittelwertsatz (MWS) gilt nicht fiir C oder m # 1.

e Theorem 4.4 gilt bereits fiir D C R™ beliebig, f stetig auf [x,y] C D, f diffbar auf (z,y) C
int D.

Beweis. Setzte (t) = f(z +t(y — x)) — (f(y) — f(=))t Vt € [0,1]
it [0,1] - R stetig, 9(0) = (1) = /()

¢ diffbar auf (0,1) (verwende Kettenregel) mit

Y1) =fe+tly—a)-(y—a)— (fv) - f(@)) (5)
Lty - f@) = Fla+Tly—2) - (y—a)
=:£€(x,y)
= Behauptung O

Satz 4.6 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz in R)
Seien f,g: [z,y] C R — R stetig und diffbar auf (z,y) (z,y € R, z < y). Dann

3 e (z,y): (fly) = f@) - g'(€) = (9v) — 9(x)) f ()

Beweis. Sei h(t) := (f(y) — f(z))g(t) — (9(y) — g(z)) f(t) Vt € [, y]
= h: [ ,y] — R stetig, diffbar auf ( z,y), h(z) = h(y )

Satz 4.3 EI§ c (:c,y) :0= h/(ﬁ) ( )gl 5) ( g(a:))f'(ﬁ)
=  Behauptung -

Frage: Der MWS gilt fiir m = 1. Was ist bei m > 17

| B
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4. Mittelwertsatz und Anwendung

Kapitel I: Differentiation

Folgerung 4.7
Sei f =(f1,...,fm): D CR" = R™, D offen, diffbar auf D, [z,y] C D. Dann

f1(&)

3, ...

&m € (z,y) 1 f(y) — f(x)

(y—=)

S (&m)
Bewets. Gleichung (6) ist dquivlanet zu m skalaren Gleichungen

fily) = filz) = £i(&) - (y — @),
und diese Folgen direkt aus Theorem 4.4 fiir f; : D — R.

j:

1,....,m

(]
Frage: Ist in (6) auch & = ... = &, moglich? Im Allgemeinen nein.
m Beispiel 4.8

Sei f:R — R? mit f(z) = (°7) Vo € R.

Angenommen, 3¢ € (0,27) : f(2r) — f(0) = f(§)- (2r —0) =0

= 0=/f"(§) = (), dh sing =cos¢ =0
=

= & =& in (6) ist nicht moglich.

Ausweg: Fiir m > 1 gilt statt (4) Abschéitzung (7), die meist ausreicht und ebenso richtig ist wie der
MWS.

Theorem 4.9 (Schrankensatz)

Sei f: D C K™ — K™, D offen, f diffbar auf D. Seien x,y € D, [z,y] C D. Dann

K€ (z,y): [fw) — f@I < 1O — ) < IF Ol |y — 2]
beachte: Theorem 4.9 gilt auch fir K = C.

Bewets. Sei f(z) # f(y) (sonst klar). Setzte v := % € K™, offenbar |v| = 1.

Betrachte ¢ : [0,1] — R mit ¢(¢) := Re(f(z + t(y — z)),v) Da f diffbar, gilt
(fla+ sy —2)),v) = (fle+tly —2),v) + (f @+ tly —2)) - (s =)y —2),v) +o(|s — t| - [y —z[), s >t

=o(l5—t])
und damit ist auch ¢ diffbar auf (0,1) mit

¢'(t) = Re(f' (z +t(y — x)) - (y —x),v) Ve (0,1)
Theorem 4.4 liefert: 37 € (0,1) : (1) — ¢(0)
—_——

=Re(f(y)—f(=),v)

o(r) - (1-0)

ST £ (y) — f(2)| =Re(f(y) — f(2),v) =¢(1) - 0 (0)

Re(f'(€) - (y —x),v)
<|FE) - (y—2),0)] I ©) - (y—a)| - |l

~—~

=1
<IFEN - Iy — =l

Wiederholung: M C K™ heifit konvex, falls [z,y] C M Va,y € M
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4. Mittelwertsatz und Anwendung Kapitel I: Differentiation

Satz 4.10 (Lipschitz-Stetigkeit)
Sei f: D C K™ — K™, D offen, f stetig diffbar auf D. Sei M C D kompakt und konvex. Dann

f) = f@)| <L-ly—=| Ve,yeM (8)

mit L = 15113}&( I/ (&) < 400, d.h. f ist LIPSCHITZ-stetig auf M mit LipscHITZ-Konstante L.
€

» Bemerkung 4.11
Wegen || f/(€)]] < |f'(£)| (vgl. 7?) kann man in (7) und (8) auch |f’(y)| benutzen.

M konvex
>

Beweis. Seien z,y € M [z,y] C M

f'+M — L(K", K™) stetig, M kompakt
= I £ (€)]| besitzt Maxium auf M und die Behauptung folgt aus Theorem 4.9. O

bekanntlich: f(z) = const Vo = f'(z) =0

Satz 4.12
Sei f: D C K" — K™, D offen, und zusammenhéngend.

f diffbar auf D mit f'(z) =0Vex € D = f(z) = const Vo € D.

Beweis.
1. e D offen, zusammenhingend, K™ normierter Raum XD bogenzusammenhéngend
e Wihle nun z,y € D = Jp: [0,1] — D stetig, ¢(0) =z, p(1) =y
o D offen = Vt € [0, 1] existiert r(t) > 0 : B, (¢(t)) C D

Nach 77 ist ¢([0,1]) kompakt und {B,.)(¢(t)) | ¢ € [0,1]} ist offene Uberdeckung von ¢([0, 1])
= existiert endliche Uberdeckung, d.h. 3t1,...,t, € [0,1] mit »([0,1]) C U  Brw,)(e(ti)).

1=1,...,
2. Falls wir noch zeigen, dass f konstant ist auf jeder Kugel B,(z) C D ist, dann wire f(x) = f(y)
% Behauptung.
3. Sei B(z2) C D, z,y € Br(z)
Theorem 4.9 ’
— ) - f@I <Ol ly—==0
=0

= f(@)=fy)
2y bely f konst. auf B,(z) O

m Beispiel 4.13
Sei f: D =(0,1)U(2,3) — R diffbar, sei f/'(x) =0 auf D

Sos PR f(z) = const auf (0,1) und (2, 3), aber auf jedem Intervall kann die Konstante anders

sein.

Zuriick zur Frage nach 18.11:

partielle Ableitung existiert =  Ableitung existiert?
Nein! Aber:

Theorem 4.14
Sei f: D C K™ — K™, D offen, x € D.
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4. Mittelwertsatz und Anwendung Kapitel I: Differentiation

Falls partielle Ableitung f.,(y), j = 1,...,n fiir alle y € B.(z) C D fiir ein » > 0 existierten und
falls y — fo,(y) stetig in = fir j =1,...,n
= f ist differentierbar in x mit f'(z) = (fs, (@), ..., fz, () € K™*"

Beweis. Fixiere y = (y1,...,yn) € Br(0).

Betrachte die Eckpunkt eines Quaders in D: a9 = x,ar := ax—1 +yreg fir k=1,...,n

= an =T+ Y.

Offenbar ¢y (t) = f(ar—1 + texyr) — f(ak—1) — tfa, (ak—1)yi stetig auf [0, 1], diffbar auf (0,1) mit

O1(t) = fur (an—1 + teryr)yn — for (ar—1)yr

Theorem 4.
== 2 |0k (1) — 9w(0)] = |f(ar) — flar—1) — fop (ars1)yn| < sup o], k=1,...,n
te (0,

Es gilt mit A := (fi(2),..., %, (2)):

If(z+y) — flx)— Ay| = Z Flar) = flar—1) = far ()yx
Ai%ngl Z | f(ar) — flar—1) = for (2)ys]
2 Z [on(1) = @k ()] + foy (ax—1)ys — fap ()us]
Def. ¢

<yl sup |fag(ar-1 4+t enyr) = fo, (ar-1) + | for (ar-1) = fo, (2)]
te(0,1)

gl "
< |y|Zsup |fwk (akfl + texyr) — Jay, ($)| + Q‘flk (ak—1) — S (1’)‘

k=1

y—0
=:p(y)—>0, da part. Ableitung flk stetig in =

= flz+y) = f(y) + Ay + R(y) mit L < p(y) X250 (dh. R(y) = o(ly))
S22 st diffbar in 2 mit f/(z) = A O

4.1. Anwendung des Mittelwertsatzes in R
Satz 4.15 (Monotonie)
Sei f: (a,b) C R — R diffbar, dann gilt:
i) f'(z) >0 (L0) Vz € (a,b) & f monoton wachsend (monoton fallend)
) >0
)

f(
i) f(z) >0 (<0)Vz € (a,b) = f streng monoton wachsend (fallend)
f'(x) =0V € (a,b) & f konst.

/

iii) T

» Bemerkung 4.16
In ii) gilt die Riickrichtung nicht! (Betr. f(z) = 2® und f’(0) = 0)

Beweis (jeweils fiir wachsend, fallend analog). Sei z,y € (a,b) mit z < y.
»,= in 1), ii), iii)

Nach Theorem 4.4 3¢ € (a,b) : f(y) — (z) = f'(€)(y —z) =0 ALY Behauptung
<= in 1), iii)

0= fi(y;:f;(z) L f'(z) = Behauptung O

Satz 4.17 (Zwischenwertsatz fiir Ableitungen)
Sei f: (a,b) C R — R diffbar, a < z1 < 2 < b. Dann
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4. Mittelwertsatz und Anwendung Kapitel I: Differentiation

fl(llfl) <7< f/(.’EQ) = dz e ($1,$2) : f/(fi) =
(analog f(z2) <7 < f(21))

Beweis. Sei g : (a,b) = R mit g(x) = f(x) — ya ist diffbar auf (a, b)

Weierstrafl

3% € [z1,x2] mit g(Z) < g(z) Vx € [21, 22]
Angenommen, & = x1
= 0< 79(1)79(””1) il T g (1) = f'(z1) =y <0

= #(fir Minimum: f'(z) > 0)

= z1 < Z, analog T < x2

Theorem 4.1

== 0=g¢'(2) = () — v = Behauptung O
Betrachte nun ,,unbestimme Grenzwerte* lim % der Form %, , wie z.B. hm 2 = lim z, lim S”;"”.
y—T

z—0 z—0
Satz 4.18 (Regeln von de I"Hospital)
Seien f, g : (a,b) C R — R diffbar, ¢’(x) # 0 Vz € (a,b) und entwender

i) 1 —0, li —0, od

3 Lo i) lica i) oder

ii) lim f(z) = oo, lim g(z) = oo

zla xla

Dann gilt:
f'y)
9'(y)

= hm@ € RU{xo0} ex. und hm W) = lim I

a g(y) ag(y) wvoag(y)

(9)
(Analoge Aussagen fiir z 1 b, x — +00, £ — —00)
» Bemerkung 4.19

1) Vgl. Analgie zum Satz von Stolz und Folgen (9.34)

2) Satz kann auch auf Grenzwerte der Form 0- 00, 1°°, 0°, 00%, 0o — 0o angewendet werden, falls
man folgende Identitdten verwendet:

of = ePine aﬂa<1ﬁ)

(67

a-fB=

wl-| ©

Beweis.
zu i) Mit f(a) := 0, g(a) := 0 sind f, g stetig auf [a,b)]

S22 48 vr e (a,b) I =£&(z) € (a,x) : % = Z:ég Wegen £(x) — a fiir x — a folgt die Behauptung

g'(@) —
Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (0BdA) f(z) # 0, g(z) # 0 auf (a,b). Sei € > 0 fest

zu ii) Sei hfn L) . v € R (y = +oo dhnlich)

=36>0: f(5> <e V€€ (a,a+0) und
fw) = f@) | Sesao |f) - f@)  FE] € o )
‘g(y) 0@ ) seeCars | 9) —9(@) gf(s)'+ 7 ”’ <e Voye(aati) g@) #9(y)

=0
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4. Mittelwertsatz und Anwendung Kapitel I: Differentiation

Fixiere y € (a,a + ¢), dann f(x) # f(y), g(z) # g(y) Vz € (a,a + 1) fiir ein 0 < §; < § und

. =) fly)—f(=)
= 30, > 058 < 6 und |28 - L0=S

f(z) _ fy)—f(=)
g(z) 9(y)—g(x)

<e Vze(a,a+d2)

=

9@ +

e >0 bclicbig Behauptung

andere Fille:
e 1 b analog

9(y)—g(x)

f=) _ W’ <

fw)—f=) _ 7‘ <2 Vz € (a,a+ d2)

e r — 400 mittels Transformation x = % auf y | 0 zuriickfithren

e r — —oo analog |

m Beispiel 4.20

sin

lim #2Z =1, denn limM:limwzl
z—0 T x—0 x—0
4 ”y sin(x)
2 s
‘ x
—4 -2 2 4
_9 1
4
m Beispiel 4.21 z) 1
lim z - Inz = lim —— =0, denn lim — =1 =0
z—0 r—0 = x—0 (, T—0 — =
x T x
4 ,,y —x - In(z)
2 s
—4 -2 2 4
_9 1
41
m Beispiel 4.22 ) C Beieviel 490
lim 2=2€952 — 1 denn es ist lim 2=29988) — iy 2sinz Betopiel 420
z—0 T 20 (z2) 0 2T

beachte: Satz 4.18 wird in Wahrheit zweimal angewendet.
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Kapitel I: Differentiation

4. Mittelwertsatz und Anwendung

m Beispiel 4.23
lim (1+%)" =e¥ Yy € R mit
T—00

a2y s .
T

(vgl. Satz 13.9)

In(1+y/x)
T/

—2 4
—4 +
o (m(1+2)) yr? _
A o R gL i
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5. Stammfunktionen Kapitel I: Differentiation

5. Stammfunktionen

Sei f: DC K™ — K™™ (2 L(K™, K™))
Frage: Existiert eine Funktion F' mit F’' = f auf D?
Definition (Stammfunktion, unbestimmtes Integral)

F:D C K™ — K™ heiffit Stammfunktion oder unbestimmtes Integral von f auf D, falls F' diffbar
und F’'(z) = f(z) Ve € D

Satz 5.1
Sei F': D C K™ — K™ Stammfunktion von f: D — K™*"™ und sei D C K" Gebiet. Dann:

F ist Stammfunktion von f auf D < F = F + ¢ fiir c € K™

Falls f eine Stammfunktion besitzt, dann gibt es eine Menge von Stammfunktionen, die auf einem
Gebiet bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt sind. Fiir eine Stammfunktion schreibt

man auch
/fdx bzw. /f(x)dx

Das Symbol steht fiir die Menge aller Stammfunktionen. Man schreibt aber auch

F:/fd:z:,

falls es eine Stammfuznktion gleich F' gibt.

Weiterhin verwendet man [ f dz auch als Bezeichnung fiir den Funktionswert F(z) einer Stamm-
funktion F' von f. Somit Vorsicht bei der Bezeichnung (vgl. Kontext).

Beweis.
,<* Offenbar F diffbar mit I/ = F' = f

,=¢ Offenbar F'(z) — F'(z) =0 Vz € D

Satz 4.12
N

F(z) — F(z) = ¢ fiir ein c € K™ O

Sei f,g: D cC K™ — K™*™ D Gebiet, ¢ € K. Dann liefert Satz 5.1 und Differentiationsregeln

/(f:l:g)dx:/fdx:t/gdx
/cfdx:c/fdx

Falls jeweils die rechte Seite existiert, d.h. f — [ fdz ist in gewisser Weise linear.
Aussage bleibt richtig, wenn D nur offen, wir beschrinken uns meist aber auf Gebiete.

Betrachte zunéchst den Spezialfall n = m = 1. Sei f : D C K — K, D offen. Die Beispiele zur
Differentiation liefern folgende Stammfunktionen

fiir K =R und K =C: fir K =R:
f(z)  Stammfunktion F(z) f(z)  Stammfunktion F(z)
sinz —cosz a” l‘rllza
cosx sinz z* et (2>0, e R\ {-1})
e* e® 1 In |z| (x e R\ {0})

z® ettt (kezZ\{-1}) arctan x
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5. Stammfunktionen Kapitel I: Differentiation

Strategie: Rechenregeln fiir weitere Stammfunktionen

Satz 5.2 (partielle Integration)
Seien f,g: D C K — K, D Gebiet mit zugehorigen Stammfunktion F,G: D — K.

Falls f - G : D — K Stammfunktion, dann auch (F - g) : D — K mit

/F-gdx:F(x)G(x) —/f-de @)

Interpretation von (2): Es gibt eine Stammfunktion l*{\g von F'- g und eine Stammfunktion f/b
von f -G mit

F-g(z) = F(2)G(x) = - G(x) (2))

» Bemerkung 5.3
(2) kann als Umkehrung der Produktregel betrachtet werden.

Beweis. Sei H : D — K Stammfunktion von f -G
= 4 (F(2)G(z) — H(z)) = F'(x)-G(x)+F(z)-G'(x)—H'(z) = f(2)-G(a)+F(z)-g(z)~ f(X)-G(z) = F(z)-g(z)
= Behauptung O

m Beispiel 5.4
Zeige [Inzdz = zlnz — x auf Ry, denn

1
/lnxdx:/I-lnx@a:-lnx—/a:-fdx:x-lnx—a:
e v

g

m Beispiel 5.5
Bestimme [ z%e”dz.

Es ist

/x%”dm @ xge“‘—/%c-el'
~~ —

F-g -G

/ZZ"GIdI(Z:)QI'ez*/261;(112:2%6172696
— = ~
Fg F-G el

= [2%e®dx = 2% — 2xe” + 2¢” = e%(2? — 22 + 2)

Satz 5.6 (Integration durch Substitution)
Sei f: D C K — K, D Gebiet, mit Stammfunktion F': D — K und sei ¢ : D — D diffbar. Dann
hat f(¢(.)) - ¢'(.) : D = K eine Stammfunktion mit

/ﬂ%@%d@ﬂx:Fww» 3)

Interpretation: analog zu (2)

» Bemerkung 5.7
(3) kann als Umkehrung der Kettenregel angesehen werden.
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5. Stammfunktionen Kapitel I: Differentiation

Bewets. F(p(.)) ist nach der Kettenregel auf D diffbar mit
L Plo@) = F(e(@)) - ¢'(@) = flp(x)) - ¢/ (@) 0

m Beispiel 5.8
Bestimme [ 12—3 dz auf Ryg:

e Offenbar ist 22 = — L .In 1,
e Wihle p(z) =1, f(y) :==Iny
= ¢'(z) = —% F(y) = y-Iny — y Stammfunktion von f (siehe Beispiel 5.4),

1 1

5 —ln;

1 1 1 1+1 1
) plp(z) = & It — L= +“$:/de
X X xr

T x>

Weitere Regeln priift man leicht durch Differentiation:

Satz 5.9
Sei f: I C R — R, I offenes Intervall, f(z) # 0 auf I, dann gilt

@ 4o mirte
[ FF ae=mls) (@)

m Beispiel 5.10
Betrachte f(z) = tanz Vo € I, ;= (-% + k-7, 5 + k-7), k € Z. Dann

: ’
/tanxdac:/w:—/mz—lnkosﬂ
cos T cos T

Wieder der allgemeine Fall: mit f: D C K" — K™*"
Reduktion: Nach Theorem 3.11 kann man sich auf m = 1 beschrénken, d.h. falls

fll flk

fml fmn

reicht eine Untersuchung der Zeilen.
Ziel: Reduktion auf n = 1. Betrachte somit f: D C K™ — K", D Gebiet (m = 1, n beliebig).
Sei F': D C K™ — K Stammfunktion von f = (f1,..., fn)

28 B, (@)= fi(z)VeeD, j=1,....,n

= z; —» F(z1,...,2j,...,2,) ist Stammfunktion von z; — f;(x1,...,zj,...,z,). Hierbei sind
x; mit i # j als Parameter anzusehen.

= Ist ; = Fj(z1,...,25,...,2,) eine Stammfunktion von z; — f;(z1,...,2;,...,2,), dann
erhélt man alle Stammfunktionen durch Addition einer Konstanten, die jedoch von den Pa-
rametern abhingen kann, d.h. durch

x; = Fi(xr, .. x5, 0, 20) + 0 (21, 0 T5-1, 541,00, Zn) (6)
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5. Stammfunktionen Kapitel I: Differentiation

mit beliebiger Funktion ¢;. Schlieflich muss gelten

0 o
Ors (Fj(x1, @1, @41, @) = filw) ViFjj=1....n (7)
j
m Beispiel 5.11 azy
Betrachte f : R? — R? mit f(x,y) = ) (v ist Parameter)
z+y

1) Suche eine Stammfunktion von x — f1(z,y):

F(z,y) = %xzy +¢1(y) @1 unbekannte Funktion
—

=Fi(z,y)
2) Suche eine Stammfunktion von y — fa(x,y):

1
F(x,y) = 2%y + gy?’ +¢2(z) (p2 unbekannte Funktion)

Fa(z,y)

3) D Fy(e,y) = 2 (File.y) + o) 2 fale,y), db.

«
5562 + ¢ (y) =" +y°
(8)

Q
o (y) = (1 - 5) 2 +y* Vr,y

Offenbar kann (8) nur gelten, falls rechte Seite unabhingig von z, d.h. fir a = 2 (fir a # 2
existiert keine Stammfunktion von f).

(:% p1(y) = éys + ¢1 (1 Konstante)

4) analog: Fy(z,y) = 2 (Fa(z,y) + ¢4(2)) = fi(z,y)
= ph(z) = (@ - 2)ay =70
= po(x) = ¢ (c2 Konstante)

= Fa,y) = Fi(z,y) + v1(y) = Fa(z,y) + 2(2,y) = 2’y + 55° + ¢, ¢ € R beliebig, sind alle
Stammfunktionen von f (Probe!).

» Bemerkung 5.12
e Mit obiger Strategie wird die Bestimmung einer Stammfunktion auf n = 1 zuriickgefiihrt.

e Nicht alle Funktionen besitzen eine Stammfunktion

Ausblick: In Abschnitt IT1.10 formulieren wir eine notwendige Bedingung in Satz I11.10.19 (,,Integrabi-
litdtsbedingung®) fiir die Existenz einer Stammfunktion (die in gewissen Mengen D auch hinreichend
ist):

0 7]

8iji(ﬁﬂ) = T%fj(x) Vi, j,x € D
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Kapitel 11
Integration

Integration kann betrachtet werden als

e verallgemeinerte Summation, d.h. fu fdx ist Grenzwert von Summen

e lineare Abbildung [ : F — R iiber f;(af + Bg)dz = afab fdz+ ,Bfabgdx Funktionen, d.h. als
Grundlage benétigt man ein ,, Volumen* (Maf) fiir allgemeine Mengen M C R.

Wir betrachten Funktionen f : D C R™ — RU{+o00}, welche komponentenweise auf f : D C R —
K* erweitert werden kann. Benutze C™ = R?™ fiir K = C.

Vgl. Buch: Evans, Lawrence C.; Gariepy, Ronald F.: Measure theory and fine properties of functions
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6. Messbarkeit Kapitel II: Integration

6. Messbarkeit

Wir fiithren zunéchst das LEBESGUE-Mafl ein und behandeln dann messbare Mengen und messbare
Funktionen.

6.1. Lebesgue-Maf}

Definition (Quader, Volumen)
Wir definieren die Menge

Q:={L x...x I, CR"|I; C R beschrinktes Intervall}

() ist auch als beschriinktes Intervall zugelassen. Q € Q heifit Quader .
Sei |I;| := Lénge des Intervalls I; C R (wobei |@] = 0), dann heifit

U(Q) = |Il| ----- |In| firQ=5ILx...xI,€Q (1)

Volumen von @

beachte: v(q) = 0 fiir ,,diinne* Quader (d.h. falls ein |I;| = 0). Insbesondere v(()) = 0.

Wir mochten fiir beliebige Mengen M C R™ ein ,, Volumenmaf3“ definieren, das mit dem Volumen fiir
Quader kompatibel ist.

Definition (Lebesgue-Maf3)
Dafiir betrachte eine (Mengen-) Funktion |.| : P(R™) — [0, co] mit

ul =inf ¢ > 0(Q;) | M c | JQ;, Q€ QQuader p VM C R, (2)
j=1

j=1

die man LEBEGUE-Maf} auf R™ nennt.

|| heifit (LEBESGUE-Maf) von M, oft schreibt man auch £#(M).

Anmerkung

Man versucht das zu untersuchende Intervall mit Quadern zu iiberdecken und sucht dabei die
Uberdeckung, bei der die Summe der Volumen am kleinsten wird. Also z.B. |[2,3]| € N = [{2,3}| =
0, da man fiir jede der beiden Zahlen genau einen Punkt als Quader braucht. Der Punkt hat per
Definition keine Dimension, also auch ein Volumen von 0. Damit gilt: |[2,3]] = 0+ 0 = 0. Mit der
gleichen Begriindung gilt auch |[N| = 0.

Hinweis: Das LEBESGUE-Maf} wird in der Literatur vielfach nur fiir messbare Mengen definiert (M C
R™) und die Erweiterung auf alle M C R™ wie in (2) wird dann als dufleres LEBESGUE-Maf bezeichnet.

Lemma 6.1
Mann kann sich in (2) auf offene Mengen beschrinken.

Beweis. Fixiere e > 0. Sei M C U2, Qj, Q; € Qund a:= 3777 v(Q;) < [M] +e.

Wihle offene Quader Q; € Q mit Q; C Qj, v(Q;) < v(Q;) + £
= McUjZ,Qjund M| <37 0(Q)) < a+te < [M|+ 2.

Wegen € > 0 beliebig folgt die Behauptung. O
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6. Messbarkeit Kapitel II: Integration

Satz 6.2
Es gilt:

M, C My = |M1| < ‘M2| (3)

und die Abbildung p — |u| ist o-subadditiv , d.h.

oo oo
U M| <> My, fir My CR™, j € Nyy (4)
j=1 k=1

Bewets. (3) folgt direkt aus (2) (Definition, das Infimum iiber eine gréflere Menge ist grofler).
Fiir (4) fixiere € > 0. Dann

IQk, € Q: My, C | Qs Zu(ij)g|Mk|+2ik

j=1 j=1
Wegen UpZ, M C Uj5—y v(Qr;) < D207, [My| + ¢ folgt

e}

My,
k=1

S ICHED SITARE
j,k=1 k=1

Da e > 0 beliebig, folgt die Behauptung. O

Definition (Nullmenge)
N C R”™ heifit Nullmenge , falls | V| = 0. Offenbar gilt:

NCN,|N|=0= |N|=0 (5)
INe| =0VkeN= || JN:| =0 (6)
k=1
Nach (3) und (4) gilt:
M CR" |N|=0 = |[M|=|M\N| (7)
. (3) 4
Beweis. Dann [M \ N| < |[M| < [IM NN|+|M\ N| = |M \ N| = Behauptung. O
——

=0

m Beispiel 6.3
Es sind Nullmengen

(a) 0] = 0
(b) [{z}| =0 Vz € R

labzéihlbar viele Punkte| = 0, folglich £}(Q) = 0, £(N) = 0 (d.h. wir betrachten Q,N als
Teilmengen von R, d.h. n = 1)

(c) [M| =0 falls M G R™ (echter affiner Unterraum)
(d) 10Q| =0 fir @ € Q
(e) ,schone* Kurven im R?

,schone“ Kurven und Flichen im R3
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6. Messbarkeit Kapitel II: Integration

Folgerung 6.4
Es ist v(q) = |Q| VQ € Q

Damit im folgenden Stets |Q| statt v(Q)
Beweis. Sei Q € Q. Da offenbar v(Q) = v(cl Q) und |Q| = | cl Q| kdnnen wir @ als abgeschlossen annehmen.

Fiir ein fixiertes € > 0 existieren nach Lemma 6.1 offene Q; € Q mit
QclJQ; uwnd D o(@)<|Q+e
j=1 j=1
Da @ kompakt ist, wird es durch endlich viele @); tiberdeckt d.h. oBdA @ C U]“;l Q;. Mittels einer geeigneten
Zerlegung der Q; folgt aus (1), dass v(Q) < > 72, v(Q;). Somit gilt:
(2)
QI < v(Q) < Q|+«
Da ¢ > 0 beliebig, folgt die Behauptung. O

Definition
Fine Eigenschaft gilt f.ii. auf M C R", falls eine Nullmenge existiert, sodass die Eigenschaft
Vo € M\ N gilt. Man sagt auch, dass die Eigenschaft fiir fast alle (fa.) x € M gilt.

m Beispiel 6.5
Fiir die DIRICHLET-Funktion

)1, ze€Q
f(x)_{o, z€R\Q

ist f =0 f.4. auf R.

6.2. Messbare Mengen

Frage: gilt fiir paarweise disjunkte Mengen My, in (4) Gleichheit?

Obwohl es wiinschenswert wiire, gibt es ,sehr exotische* Mengen, fiir die dies nicht gilt (vgl. Bemer-
kung zum Auswahlaxiom in Kap. 2).

Deshalb betrachten wir ,,gutartige Mengen.

Definition (messbar)
Eine Menge M C R"™ heifft messbar , falls

M| =|MAM|+|M\M| YMeR (8)

Man beachte, dass nach (4) stets

M| < |MAM|+|M\ M| YM,M CR" (9)

Beim Nachweis der Messbarkeit muss man nur ,,>“ priifen.

Satz 6.6
(a) 0, R™ sind messbar

(b) M C R™ messbar = M¢ = R™\ M messbar
(c) My, Mz,... C R™ messbar = U;Z, Mj, (;2, M; messbar
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6. Messbarkeit Kapitel II: Integration

Definition (o-algebra)
Eine Menge von Teilmengen 4 C X (hier X = R"™) mit den Eigenschaften Punkte (a) bis (c) heifit
o-algebra
Bewets. . . .
(a) wegen || =0 und (7): |[M| < |M\ 0| = |M|
(b) wegen MNM = M\ M®, M\ M= Mn M = Behauptung
(c) (4) liefert

M| <|MNM|+|M\ M| YM, M CR",

sodass man nur noch ,>“ zeigen muss.

— Seien My, M messbar, dann gilt fiir beliebige M C R™:
Mﬂ(Ml UMQ) = (MQM1) U ((M\M1) ﬁMz),
M\ (M1 U Mz) = (M \ My)\ Mz

folglich

|M| = |M 0 M|+ M\ Mi| = [M 0 M|+ |[(M\ M) 0 M| +|(M\ M)\ M|
> |M N (MU Ms)| + [M\ (M1 U M),
daher M; U Ms messbar.

— Da (M1 N MQ)C = ME U MY ist auch M; N Ms messbar.

= Mi,..., M} messbar

= My U...U M sowie M1 N...N Ms messbar (Induktion).
— Seien jetzt Mji,... C R™ messbar und paarweise disjunkt

= alle Ay := U;?:l M, messbar. Fiir beliebige M C R™ folgt schrittweise

k k

|M 0 Akl + > IM M| = | M0 M|
j=2 j=1
Mit A =52, M; folgt
~ ~ ~ k ~ ~
|M| =M N Ag| + M\ Ag| > > [M A M;|+|M\ Al Vk €N, (10)
Jj=1

o |~ o 1 - @ - .
S (M| > S5 (MO M; |+ [N\ A > M0 A|+ |3\ A
= A messbar
— Folglich sind die M; nicht paarweise disjunkt, ersetze M; durch A; \ Aj_; und argumentiere wie
——

=M’
J

oben (da Up>, My = U2, MY = U2, Mk messbar, ) analog). O

Satz 6.7
Seien My, Ms, ... C R™ messbar. Dann

(a) M; paarweise disjunkt = |Jpe; Mk| = Y re |Mi| (0-additiv)
(b) M, C My C... = lim |Mk| = |U]211 Mk|
k—o00

(C) M; D M; D ... und |M1| < 00 = klim |Mk| = ‘020:1 Mk|
—00

Bewets.
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6. Messbarkeit Kapitel II: Integration

a) Aus (10) mit M = R" erhilt man

3

m

My,
k=1

> M| =

k=1

(4) &
<D 1My
k=1
Der Grenziibergang m — oo liefert die Behauptung.
b) Nach (a) gilt: |My| = |M1]| + ZZ:1 |M; \ M;_1, und folglich

My = M| + 37 (M \ My | 2

k=1

U
k=1

c) A:=Npo, Mk. Wegen |M; \ My| = |Mi| — [Mg| nach (4) hat man

(4) >
[Mi] < [A]+ M\ A =[Al+ || M\ My
k=1
b . )
QA+ lim M\ My — |A|+ M| - lim | Ml
k— o0 k— o0

< lim |Mk| + ‘Mﬂ — lim ‘Mk| = |M1|
k—o0 k— o0

Subtraktion von |M;| liefert die Behauptung. O

Satz 6.8
Es gilt:

(a) alle Quader sind Messbar (Q € Q)

(b) Offene und abgeschlossene M C R™ sind messbar

)
(c) alle Nullmengen sind messbar
)

(d) Sei M C R™ messbar, My C R™, beide Mengen unterscheiden sich voneinander nur um eine
Nullmenge, d.h. |(M \ My) U (Mo \ M)| =0

= M, messbar.

Bewezs. 3
a) Sei Q € Q Quader. Fiir M C R", € > 0 withle Q; mit

Mc e DlQsI < M|+
j=1 j=1
Aus (1) folgert man |Q;| = |Q; N Q| +|Q; \ Q|, da man Q; \ Q in endlich viele disjunkte Quader zerlegen
kann.

. - (4) & > >° -
= MNQI+IM\QI <) 1Q;NQI+D 10\ QI =) Qi < M| +e
j=1 j=1 j=1
Da ¢ beliebig, |[M| > |M N Q|+ |M \ Q| und (9), ergibt sich die Behauptung.
b) Sei M C R"™ offen. Betrachte die Folge {x,};=; aller rationale Punkte in M und wy C M sei jeweils der
grofite offene Wiirfel mit dem Mittelpunkt z; und Kantenldnge < 1.

Dann M = [J, wk, denn fiir jedes € M ist B:(z) C M fiir ein € > 0 und somit ist © € wy, fiir ein
nahe genug bei x. Folglich ist M messbar nach Satz 6.6.

Fir M C R"™ abgeschlossen ist das Komplement R™ \ M offen und somit messbar. Damit ist M =
R™\ (R™\ M) messbar.

i @ NG i i
¢) Fiir eine Nullmenge N, M C R™ ist | M| < |M N N|+|M\ N| < |N| + |7\ N| 2 31|

d) Mit den Nullmengen N; = M\ Mo, N = Mo\ M gilt Mo = (M \ N1) U Na. Da M \ N1 messbar ist,
erhélt man fiir beliebiges M C R™
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6. Messbarkeit Kapitel II: Integration

[M O Mo| +[M\ Mo| = [M 0 ((M\N)UN2)|+[M\ ((M\ N1)UN2)|
LY M M\ N T 0 N+ [ (M N
= |M]
Mit (9) folgt dann, dass Mo messbar ist. O

6.3. Messbare Funktionen

Wir fithren nun eine fiir die Integrationstheorie grundlegende Klasse von Funktionen ein. Dabei erlauben
wir +oo als Funktionswerte und benutzen die Bezeichnung

R =RU {#o00} = [~0o0, 00]
sowie fiir a € R
(a,00] = (0,00) U {oc},

und analog [a, 0], (—00, a), [0, al.

Fiir € > 0 definieren wir offene e-Kugeln um +oo durch

B.(0) = (1700] bzw. B:(00) := [—007 —i)

U C R offen, falls fiir jedes x € U ein € > 0 existiert, sodass B. C U. Damit sind inbsesondere die
offenen Mengen aus R auch offen in R und die offenen Mengen in R bilden eine Topologie.

Definition (messbar) -
Eine Funktion f : D C R — R heifit messbar , falls D messbar ist und f~1(U) fiir jede offene
Menge U C R messbar ist.
Folgerung 6.9
Sei f: D CR — R mit D messbar. Dann sind folgende Aussagen #quivalent:
(a) f ist messbar

(b) f~1([—00,a)) messbar Va € Q
(¢) f~1([—00,a]) ist messbar Va € Q

Beweis. Aus den Eigenschaften messbarer Mengen folgt mit

D=0 ([oes])

R TAl(=))

k=1

\
\ |

bl
-

die Aquivalenz von (b) und (c).
Offenbar ist (a) = (b) < (c).
Fiir a,b € Q ist dann

£ (@) = 7 (=00, 8) N £ (o, 00]) = 7" ([=o0,0)) 1 (7 ([=o0,a]))
messbar und offensichtlich f~"((a, o0]) ebenfalls.

Da jede offene Menge U C R die abzihlbare Vereinigung von Mengen der Form (a, b), [~00, a), (a,] mit a,b € Q
ist, folgt die Messbarkeit von f~'(U) und somit (a). O
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6. Messbarkeit Kapitel II: Integration

Hinweis: Wir werden sehen, dass die Menge aller messbaren Funktionen die Menge der stetigen Funk-
tionen enthilt, aber auch noch viele Weitere.

Definition (charakteristische Funktion)
Fiir M C R™ heifit x, : R"™ — R mit

_J1, zeM
Xe =1, zeR"\ M

charakteristische Funktion von M.

Offenbar gilt

Folgerung 6.10
Xu 0 R™ — R ist messbar gdw. M C R"™ messbar ist.

Definition (Treppenfunktion)
FEine Funktion h : R" — R heifit Treppenfunktion , falls es My,..., My C R™ und ¢y,...,cx € R
gibt mit

k
hz) = 3" ajx, (@) (1)

Die Menge der Treppenfunktionen T'(R)ist mit der iiblichen Addition und skalarer Multiplikation
fiir Funktionen ein Vektorraum.

Man beachte, dass die Darstellung in (11), d.h. die Wahl der p; und ¢; = a; nicht eindeutig ist.
Insbesondere kann man p; stets paarweise disjunkt wéhlen.

Man sieht leicht
Folgerung 6.11

Die Treppenfunktion h € T'(R™) ist messbar < es gibt mindestens eine Darstellung (11), bei
der alle y1; messbar sind.

Definition (Nullfortsetzung) 7 -
Fir f: D C R™ — R definieren wir die Nullfortsetzung f : R” — R durch

Fr) - {f(gu‘)7 reD (12)

0, z€R"\ D

Satz 6.12
Es gilt:

a) Sei f: D C R® — R messbar. Dann ist auch die Nullfortsetzung f : R® — R messbar

b) Sei f : D € R® — R messbar und D’ C D messbar. Dann ist f auf D’ messbar, d.h.
insbesondere f|,, ist messbar.

c) Seien f,g: D C R® — R. Sei f messbar und f = g f.ii. auf D. Dann ist g messbar.

m Beispiel 6.13
Die DIRICHLET-Funktion ist auf R messbar.

h = 0 ist messbare Treppenfunktion auf R und stimmt mit der DIRICHLET-Funktion f.ii. {iberein.

Bewets.
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6. Messbarkeit Kapitel II: Integration

(a) Fiir ein offenes U C R ist ?71(U) = f~H(U) falls 0 ¢ U und andernfalls ?71(U) = fHU)U(R™\ D).
(b) Fiir offenes U C R ist (f|D,)_1 (U) = f~YU)nD.

(c) Fiir U C R offen: f~!(U) ist messbar und g~'(U) unterscheidet sich von f~!(U) nur um eine Nullmenge.
Somit ist g~ '(U) nach Satz 6.8 messbar. 0

Definition (positiver, negativer Teil)
Fir f: D C R® — R und a € R schreibt man verkiirzt

{f>a}:={zeD| flzx)>a}
Man definiert mit
fHe= 1 xysop I~ ==f xy<0

den positive Teil bzw. negative Teil von f, und man hat f = f+ — f—.

Weiterhin ist
fr=max(f1, f2) :R" = R, f(z) = max{fi(z), f2(x)} Ve eR"

und analog: min(f1, f2), sup fx, inf f, limsup fi, liminf fj
keN keN k—o0 keN

Bei punktweiser Konvergenz fi(z) — f(x) fiir fa. € D schreibt man auch f, — f f.ii. auf D.

Satz 6.14 (zusammengesetzte messbare Funktionen)
Fir D C R™ messbar gilt

a) f,g: D CR™ — R messbar = f + g, f - g messbar,
falls g # 0 auf D = % messbar

b) f,g: D CR"™ — R messbar, c € R = f*, |f|, max(f, g), min(f, g) messbar

¢) fr: D CR" — R messbar Yk € N = sup fy, i%f frs limkinf fr, limsup fr messbar
k k

Hinweis: In a) nur Funktionen mit Wertein in R, nicht R, sonst ist die zusammengesetzte Funktion
eventuell nicht erklart.

Beweis.
e Va € Q gilt:

(F+9)" (—ooa) = | £ ([=o0nal) Ng~ (=50, 8))

a,BeQ
a+pB<a
ist messbar, folglich f + g messbar
o Fiir ¢ > 0 ist
-1 _ -1 (] a
(cf)” ([=o0,al) = f ([ 00, c)) messbar als Menge,
1 -1 _a
(=cf)" N[=o0,a)) = f (( C7+OOD messbar

= cf messbar (c = 0 trivial)
= —f, f 4+ (—g) messbar

o Wegen

(13) " ([~o00,a) = f([~00, va) \ f M (|00, —va]) Va >0
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ist f2 messbar
= f-g=2%((f+9)*— f*—g°) messbar
e Falls g # 0 auf D ist fiir a >0

) o= ((50) () = ((02))

-1
und mit (é) ([~00,0)) = g7 ([~00, 0)) folgt é messbar
= Produkt f - % = 5 messbar
e Aus der Messbarkeit der Niveaumengen {f > 0}, {f < 0} folgt die Messbarkeit von f* = X >0y
<

|f‘ :f++f77maX(fag):(fig)++ga mln(f7g):—(ffg)7+g
= a), b)

e Zu c): Verwende

(inf fk>_1 ([—00,a)) = ,Q fi H([=00,a))

keN
(22§ fk)l (I—00,a]) = f_'ﬁ fi (=00, al)

= inf fi, sup fr messbar.
e Folglich
liminf f; = sup inf fx
a—o0 j>1 k23
=g; messbar

lim sup fr = inf sup fx
k—o00 >1k>j

Satz 6.15 (Approximation messbarer Funktionen)
Sei f: D C R" — R, D messbar. Dann

f messbar < 3 Folge {h;} von Treppenfunktionen mit hy — f f.ii. auf D

Beweis.
»=“ f messbar, somit auch fi. Setzte mit h(f := 0 schrittweise

1
M7 = {xeD ‘fi(:c)zg—khf_l},
F 1
+
hi; = E :fXM,i
=t

da hif | messbar ist, ist M = (fi -5 - hki_l) ([0, 00]) messbar und hi ist Treppenfunktion; f* > hf
auf D.
— Falls f¥(z) = oo, dann 2 € M Vk € N und hf(z) — f¥(z)
— Falls 0 < f*(z) < oo, dann gilt fiir unendlich viele k € N: z ¢ M,;t, somit 0 < f*(z) — hkjil <t
= hi (z) = f*(2)
= Wi (x) = hy () = [T (2) = [~ (x) = f(2)
,<=“ Sei f(x) = liin sup hi,(z) Vo € D = f(x) = f(z) f.i. auf D
—00

fir k> 1

Nach Satz 6.14: hy messbar = f messbar
Da f = f f.ii. folgt f messbar. O
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Folgerung 6.16
Sei f: D CR"™ — R messbar mit f >0

= 3 Folge {h} von Treppenfunktionen mit 0 < hy < hy < ... < f auf D und hy — f f.ii. auf D.

Satz 6.17
Sei f: D CR" — R und D messbar, N C R" mit |N| =0 und f stetig auf D C N

= f messbar auf D

Bewets. Offenbar DN: D\ N messbar. Da f stetig auf D ist, ist f~2(U) \ N offen in D fiir U C R offen, d.h.
F Y U)\ N = M N D fiir ein M C R" offen.
= f~}(U) \ N messbar
e F7HU) messbar

= f messbar. O

m Beispiel 6.18
Folgende Funktionen sind messbar

e Stetige Funktionen auf offenen und abgeschlossenen Mengen (wéhle N = ) im obigen Satz),
insbesondere konstante Funktionen sind messbar

e Funktionen auf offenen und abgeschlossenen Mengen, die f.ii. mit einer stetigen Funktion
iibereinstimmen

e tan, cot auf R (setzte z.b. tan (5 + k7) = cot(km) = 0 Vk)
e z —sinl auf [-1,1] (setzte beliebigen Wert in = 0)
o xum : R — Rist fiir |[0M|= 0 messbar auf R (dann ist x auf int M, ext M stetig)

Hinweis: Die DIRICHLET-Funktion ist stetig auf R\ Q und somit nach Satz 6.17 messbar. Man beachte

aber, das dies nicht bedeutet, dass die DIRICHLET-Funktion auf R f.ii. stetig ist! (sie ist nirgends stetig
auf R)

Lemma 6.19 (Egorov)
Seien fi : D C R” — R messbar Vk € N. Sei A C D messbar mit |A| < oo und gelte fi(z) = f(z)
fir fa. z € A

= Ve > 0 existieren messbare Menge B C A mit |A\ B| < ¢ und f; — f gleichmiBig auf B.

Beweits.
e Offenbar f messbar auf A und Mengen

1
M1 = L_Jl{xe A ||fi(@) = f(z)| > 27”}, m,l €N
j=
sind messbar mit Mm,1 D Mm2 D ... Vm e N.
Wegen fi(z) — f(z) Vo € A\ N fiir eine Nullmenge N folgt (;,cy Mm, C N und |(,cy M| =0Vm € N
= Vm €N 3, € Nmit |[Mm,,| < 557 (vgl. Satz 6.7 (c))

Mit M :=U,,cy Mm,1,, und B := A\ M folgt

J{ren]

[eS) oo c
|A\B| = M| <Y [Mia, | <Y om =€
m=1 m=1

——

2% ist geometrische Reihe

e Weiterhin hat man Vm € N

|fx(z) — f(2)] < Vo € B, k> ln

1
2m
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6. Messbarkeit Kapitel II: Integration

= gleichmiflige Konvergenz auf B

m Beispiel 6.20
Betrachte f;,(z) = 2 auf [0, 1].

Man hat f(z) — 0 f.i. auf [0, 1] und gleichméBige Konvergenz auf [0, o] Va € (0, 1).
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7. Integral

7.1. Integral fiir Treppenfunktionen

Sei h : R — R messbare Treppenfunktion mit

k
h=>cjxum,,dh. ¢; € R, M; C R messbar

j=1

Definition (integrierbar, Integral, Integralabbildung)
Sei M C R messbar.

h heifit integrierbar auf M, falls |M; N M| < oo Vj : ¢; # 0 und

k
/Mhdx:: /Mh(x)dxzzzcm\Mjmm (1)

Jj=1

heifit (elementares) Integral von h auf M.

Menge der auf M integrierbaren Treppenfunktionen ist T (M). [,, : T*(M) — Rmit h — [, hdx
ist die Integral-Abbildung .

Man verifiziert leicht
Folgerung 7.1
Sei M C R™ messbar. Dann gilt:

a) (Linearitiit) Integralabbildung [, : T'(M) — R ist linear
b) (Monotonie) Integral-Abbildung ist monoton auf T*(M) ,.d.h

hlghgaufMé/hlde/ hodz
M M

¢) (Beschrinktheit) Es ist | [,, hdxz| < [, |h|dx Vh € T*(M)
d) Fiir h € TH(M) gilt:

|h|de =0 < h=0{fi.auf M
M

Hinweis: [}, |k|d ist Halbnorm auf dem Vektorraum 7 (M).

7.2. Erweiterung auf messbare Funktionen

sinnvoll:
e Linearitdt und Monotonie erhalten

e eine gewisse Stetigkeit der Integral-Abbildung
hi — f in geeigneter Weise = / hpydz — / fdx (2)
M m

nach Satz 6.15 sollte man in (2) eine Folge von Treppenfunktionen {hy} mit hy(z) — f(x) f.4. auf M
betrachten, aber es gibt zu viele konvergente Folgen fiir einen konsistenten Integralbegriff.
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m Beispiel 7.2
Betrachte f = 0 auf R, wihle beliebige Folge {a;} C R, dazu eine Treppenfunktion

k-ap auf (0,1)
h = Tk
k(@) {O sonst

Offenbar konvergiert hj, gegen 0 f.ii. auf R und man hat hy — 0 f.ii. auf R und fR hpdxr = ap

= je nach Wahl der Folge «,, liegt ganz unterschiedliches Konvergenzverhalten der Folge
Jg hi dz vor

= kein eindeutiger Grenzwert in (2) moglich

= stéirkerer Konvergenzbegriff in (2) nétig

Motivation:
e Nur monotone Folgen von Treppenfunktionen, oder

e Beschranktheit aus Folgerung 7.1 erhalten
= jeweils gleiches Ergebnis, jedoch ist die 1. Variante technisch etwas aufwendiger

Beschranktheit aus Folgerung 7.1 ¢) bedeutet insbesondere

‘/thdx—/Mfdx —'/th—fdx

man definiert: hy — f gdw. [, |hx — fldz — 0
= Integralabbildung stetig beziiglich dieser Konvergenz.

Wegen [, |hy —hi|dz < [ |h — fldz+ [,, |l — f|dz miisste [,, |y — hi| d 2 klein sein Vh, [ grof.

< |hi — fldx  Vk
M

7.3. Lebesgue-Integral

Definition (L'-Chauchy-Folge, Lebesgue-Integral)
Sei M C R™ messbar, Folge {h;} in T'(M) heiBt L!-Cauchy-Folge (kurz L1-CF), falls

Vs>0§|k0€N:/\hk—hl|dx<s Vh,l > ko
M

Messbare Funktion f : D C R™ — R heifit integrierbar auf M C D, falls Folge von Treppenfunk-
tionen {hy} in TH(M) existiert mit {hy} ist L1-CF auf M und Hy — f f.ii. auf M.

Fiir integrierbare Funktion f heifit eine solche Folge {hs} zugehorige L!-CF auf M.

'/thdz—/Mhldx = ‘/M(hk—hl)dx

ist {[,, hix dz} CavcHy-Folge in R und somit konvergent.

Wegen

Folgerung 7.1
< / |hy — | dx (5)
M

Der Grenzwert

/mfda;::/Mf(x)da::: lim [ heda (6)

k—o0 M

heifit (LEBESGUE)-Integral von f auf M.

Hinweis: Integrale unter dem Grenzwert in (6) sind elementare Integrale gemif (1).
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Sprechweise: f integrierbar auf M bedeutet stets f : D C R® — R messbar und M C D messbar

Definition (Menge der integrierbaren Funktionen)
Menge der auf M integrierbaren Funktionen ist

L'(M):={f: M CR" - R| f integierbar auf M}

» Bemerkung 7.3
a) Integral in (6) kann als vorzeichenbehaftetes Volumen des Zylinders im R"*! unter (iiber)
dem Graphen von f interpretiert werden.

b) Sei 0 < hy < hy < ... monotone Folge von integrierbaren Treppenfunktionen mit hy — f f.ii.
auf M und sei Folge {[,, by d} in R beschréinkt
= (6) gilt und monotone Folge {[ hj da} konvergiert in R (d.h. {hy} ist L'-CF zu f)

c) {hx} aus Beispiel 7.2 ist nur dann L!-CF, falls o, — 0.

Frage: Ist die Definition des Integrals in (6) unabhingig von der Wahl einer konkreten L-CF {h;} zu
f?

Satz 7.4
Definition des Integrals in (6) ist unabhingig von der speziellen Wahl einer L'-CF {hz} zu f.

Vgl. Integral [, hdz einer Treppenfunktion geméf (1) mit dem in (6):

Offenbar ist konstante Folge {hj} mit hy = h Vk L*-CF zu h

S“_%Eé Integral [,, hdx in (6) stimmt mit elementarem Integral in (1) iiberein.
6

Folgerung 7.5

Fiir eine Treppenfunktion stimmt das in (1) definierte elementare Integral mit dem in (6) definier-
te Integral iiberein. Insbesondere ist der vor (1) eingefiihrte Begriff integrierbar mit dem in (4)
identisch

= wichtige Identitét (1) mit Treppenfunktion y s fir |M| < oco:

|M\:/ ldx:/ dx VM € R, M messbar,
M M

d.h. das Integral liefert Maf fiir messbare Mengen.

Beweis (Satz 7.4). beachte: alle Integrale im Beweis sind elementare Integrale geméfl (1).
e Sei f: M C R — R integrierbar und seien {h;,}, {hs} zugehorigen L'-CF in T*(M).
= Ve > 0 Jko mit

|(hk+ﬁk)—(hl+ﬁl)\dx§/ |k — bl + |y — by dz < e VE, 1> ko
M M

= {hy, — hy,} ist L*-CF mit (hg — hy) — 0 f.ii. auf M.
Da {[,, hdz}, {[,, hidz} in R konvergieren, bleibt zu zeigen: {hs} ist L'-CF in T (M) mit hy — 0
f.i. auf M

k— oo

= hrde —— 0 (7)
M

Da Konvergenz von {fM hi dz} bereits bekannt ist, reicht es, den Grenzwert fiir eine Teilfolge (TF) zu
zeigen.

e Wihle TF derart, dass fM | — hi|dz < 2—ll Vk >1
Fixiere | € N und definiere M; := {x € M | hi(x) # 0}, offenbar ist M messbar mit |M;| < oco.
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Sei nun ¢; := m falls |[M;| > 0 und &; = 1 falls |M;| = 0.

Weiterhin sei M;,, := {z € M; | |hx(x)| > &}, und fiir & > [ folgt

M M M, M\ M,

S/ |hk|dx+/ |hk|dw+/ \hk—hl\dm—i—/ |hi|dz
M\M, My g M\M, M\M,
——_— ———

=0

1
§81|M1|+/ |hk—hl|dm+/ |hl\dx+?
My ke

My ke

1 1 1
§?+§+Cl'|Ml,k|+§
mit ¢; := sup |hi(z)|, Ik > | mit Lemma 6.19 folgt |{z € M, | |hr(z)| > &1} < m Vk > ki
zeM

/ hkdm
M

leN
_— hrdx — 0
beliebig M

4
= SEVk>kl

Satz 7.6 (Rechenregeln)
Seien f, g integrierbar auf M C R”, ¢ € R. Dann

a) (Linearitéit) f £ g, ¢f sind integrierbar auf M mit

/ij:gdx:/Mfdx—i—/Mgdx

/cfdx:c/ fdzx
M M
b) Sei M C M messbar

= fx,7 ist integrierbar auf M und f ist integrierbar auf M mit
/ f-XMdarz/ fdzx
M M

¢) Sei M = M; U M, fiir My, My disjunkt und messbar
= f ist integrierbar auf M; und M5 mit

/fdx: fdz+ [ fdz
M M

Mo

d) Sei f = f f.ii. auf M
= [ ist integrierbar auf M mit

/Mfdm: /Mfdx

e) Die Nullfortsetung f:R* > Rvon f (vgl. Satz 6.12) ist auf jeder messbaren Menge M C R™
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integrierbar mit

/Mm\?[fdx N /M?dw

Aussage d) bedeutet, dass eine Anderung der Funktionswerte von f auf einer Nullmenge das Integral
nicht verédndert.
Beweis. Seien {hx} und {ht} aus T*(R)" L*-CF zu f und g.
zu a) Esist hy + hy — f + g f.i. auf M.
Wegen

|(hk+ﬁk)f(hl+ﬁ1)|dx§/ |hk7hl|dx+/ \ﬁkfiu\d:v
M M M

=L'-CF, < ¢ =L'-CF, < ¢

ist {hi + Bk} L'-CF zu f +g.
= f + g ist integrierbar auf M und Grenziibergang in

/hk—i—ﬁkdm:/ hkdx—i—/ hrdx
M M M

liefert die Behauptung fiir f + g.
Analog zu cf. Wegen f — g = f + (—g) folgt die letzte Behauptung.

zu b) Offenbar ist {xmn, } L'-CF zu x; f und {hy} L'-CF zu f auf M.
Mit
/ hk}(]gdl' :/ hpydx VkeN
M M
folgt die Behauptung durch Grenziibergang.

zZu C ac. ist f au 1 un o Integrierbar. Wegen f = xa, [ + Xar olgt die Behauptung aus a) un
) Nach b) ist f auf M; und M> integrierbar. Wegen f = xar, f + X, f folgt die Behauptung ) und
b).

zu d) Da {hy} auch L'-CF zu f ist, folgt die Integrierbarkeit mit dem gleichen Integral.
zu e) Esist {xyihrt L'-CF zu f auf M N M und auch zu f auf M. Damit folgt die Behauptung. O

Satz 7.7 (Eigenschaften)
Es gilt
a) (Integierbarkeit) Fiir f : M C R” — R messbar gilt:
f integrierbar auf M < |f| integrierbar auf M
b) (Beschrinktheit) Sei f integrierbar auf M, dann

]/Mfdx < [ Ifide

¢) (Monotonie) Seien f, g integrierbar auf M. Dann

f<gfi auf M = /fdxg/gdx
M M

d) Sei f integrierbar auf M, dann

/ Ifldz=0 & f=0¢fi.
M
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In Analogie zur Treppenfunktion ist || f|| := [,, |f|d 2 auf L'(M) eine Halbnorm, aber keine Norm
(Ifll =0 f =0). ||f|lx heiBt L!-Halbnorm von f.

Hinweis: Eine lineare Abbildung A : X — Y ist beschrinkt, wenn ||Az|ly < c||z|x
= Begriff der Beschranktheit in b).

Beweis.
zu a) Sei f integrierbar auf M und sei {hy} L'-CF zu f
= |hi| — |f] f.0. auf M.

olgerung 7.1

F
Wegen fM||hk\—|hl||d1: < fM |he — hy|dx ist {|hx|} L'-CF zu | f]
= |f| ist integrierbar.

beachte: andere Richtung spéter

zu b) Fiir eine L'-CF {h} zu f gilt nach Folgerung 7.1 c):

’/ hrdz g/ \hk|da:
M M

Da {|hx|} L'-CF zu |f] ist, folgt die Behauptung durch Grenziibergang.
zu ¢) Nach den Rechenregeln ist g — f integrierbar, wegen |g — f| = g — f f.ii. auf M folgt

b) olgerun .6a
og‘/ g— fdx g/ lg — fldg oo TE )/ gdz— | fdz
M M M M

zu a) fiir ,<=“ wihle f* (f = f*¥ — f7) jeweils eine monotone Folge von TF {hki} gemaf Folgerung 6.16.
Folglich liefert Hy = hz — h,; eine Folge von TF mit hy — f f.i. auf M.
Wegen |hi| < |f] fil. auf M ist [, |he|dx < [, |f|dz.
Folglich ist die monotone Folge [}, |hx|dz in R beschrinkt
= konvergent.

= Behauptung

Da h,f jeweils das Vorzeichen wie f * haben und die Folge monoton ist, gilt

[hal = [Pl | = [Pa] = |hw| = [he — hie| VI> K

/|hl—hk|d1’:/ |hl|—|hk‘dl‘:‘/ ‘hﬂdl’—/ |hk|dl’
M M M M

Als konvergente Folge ist { [, |hx| dz} CAUCHY-Folge in R und folglich ist {hx} L'-CF und sogar L'-CF
zu f

= f integrierbar
zu d) Fiir f =0 f.ii. auf M ist offenbar [, |f|dz = 0.
Sei nun [, |f|dz =0, mit My :={x € M ||f| > ;} Vk € N ist

1 1
0:/ |f\dm+/ |f|dx2/ Od:r+/ —dz > —-|Mg| >0
M\ M, M, M\ M, My, k

= |My| =0 Vk, wegen {f # 0} = Upen Mr

= {f#0H <D IM|=0

k=1
= Behauptung O

und somit auch

Vi >k

Folgerung 7.8
Sei f auf M integrierbar

a) Fiir a1, as € R gilt:
ap < f<agfiaunf M = ozl\M|§/ fdx < as|M|
M

b) Esgilt f>0fi.auf M = [ fdz>0
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¢) Es gilt: M C M messbar, f > 0 f.ii. auf M
= fdx</ fda

(linkes Integral nach Satz 7.6 b))

Bewets.
zu a) Wegen [, ojda = o;|M| fiir [M| endlich folgt a) direkt aus der Monotonie des Integrals.

zu b) folgt mit a; = 0 aus a)

zu c) folgt, da x,7 - f < f f.ii. auf M und aus der Monotonie O

In der Voriiberlegung zum Integral wurde eine gewisse Stetigkeit der Integralabbildung angestrebt. Das
Integral ist beziiglich der L'-Halbnorm stetig.

Satz 7.9
Seien f, fr : D C R® — R integrierbar auf M C R™ und sei

hm/ fo—fldz=0 (lfc— £ = 0)

kll}n;o/ fkdx—/ fdz

Weiterhin gibt es eine Teilfolge { fi/} mit frr — f f.ii. auf M.

Beweis. Aus der Beschrinktheit nach Satz 7.7 folgt

fkdx—/ fdzx
M M

g/ £ — fldz 22% 0
M

= 1. Konvergenzaussage
Wihle nun eine TF {fx, }; mit [, [fx, — flde < 557 VI €N,
Fir e > 0 sei Mc :={x € M |limsup |fx, — f| > ¢}

l— 00

= M. C | J{lfs, —fl>e} VieN
lJ
1
= M. <ZZ|{fk,* > <t Z/ fo — fldz< szi@ vjeN
J
= M.=0Ve>0

= fr, 2 f fiiauf M O

Satz 7.10 (Majorantenkriterium)
Seien f, g : D C R™ — R messbar, M messbar, |f| < g f.ii. auf M, g integrierbar auf M
= f integrierbar auf M

Man nennt g auch integrierbare Majorante von f.

Lemma 7.11 -
Sei f: D C R® — R messbar auf M, sei f > 0 auf M und sei {hy} Folge von Treppenfunktionen
mit

0<h  <hy<...<f und / hi, d z beschriankt (8)
M
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= {h;} ist L'-CF zu f und falls {h;} — f f.ii. auf M ist f integrierbar (vgl Folgerung 6.16)
Beweis. Offenbar sind alle hy integrierbar und wegen der Monotonie gilt

/hkdx—/ hidz
M M

Da {[,, hx d2} konvergent ist in R als monoton beschréinkte Folge ist diese CF in R
= {hy} ist L'-CF

:/ lhi — hi|dz Yk > 1
M

Falls noch hy — f f.ii. = {hy} ist L'-CF zu f = f ist integrierbar O
Bewets (Satz 7.10). (mit f auch |f| mesbbar nach Folgerung 6.16)

Es existiert eine Folge {hx} von Treppenfunktionen mit
0<hi <h: <...<|fI <y

auf M und {hi} — |f| f.i. auf M.

Da {[,, hx dz} beschrinkt ist in R da g integrierbar ist
Zmme Tl (hy} ist L-Cf zu |f]
= | f| integrierbar

Sate 7Y f integrierbar auf M O

Folgerung 7.12 B
Seien f, g : M C R™ — R messbar, |M| endlich. Dann

a) Falls f beschrankt ist auf M, dann ist f integrierbar auf M

b) Sei f beschrinkt und g integrierbar auf M
= f - g ist integrierbar auf M

Hinweis: Folglich sind stetige Funktionen auf kompaktem M integrierbar (vgl. Theorem von Weierstraf)

Beweis. Sei |f] < a auf M fiir a € Q
zu a) = konstante Funktion fi = « ist integrierbare Majorante von |f|

Majoranten-

zu b) Mit fo = « - |g| ist f2 integrierbare Majorante zu |f - g| Behauptung O

kriterium

7.4. Grenzwertsitze

f v Jede AN f u J d@ Vertauschbarkeit von Integration und Grenziibergang ist zentrale Frage — grund-
legende Grenzwertsiitze [, [fr — fldz — 0

Theorem 7.13 (Lemma von Fatou)

Seien fi : D C R™ — [0, 00| integrierbar auf M C D Vk € N

= f(z) := likm inf fi(z) Yz € M ist integrierbar auf M und
—00

(/ fdxz)/ liminf fi dz < lim inf frdax,
M M k—oo k—oo  Jps

falls der Grenzwert rechts existiert.

Keine Gleichheit hat man z.B. fiir {hj} aus Beispiel 7.2 mit oy, = 1 Vk

hy = {h-ak T € [O,%]
0 sonst
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Dann

/liminfhkdm:/ 0dz =0 <liminf | hpydz =1
M M

k—o0 k—oo  Jr
Beweis. Auf M ist 0 < gi := 112£fl <fiVizk, keN,gi<g><... und klim gk = likminffk =f
2 — 00 —00

Alle gi sind messbar nach Satz 6.14, Satz 7.10

Fiir jedes k € N wihlen wir gem&f Folgerung 6.16 eine Folge {hx, }; von Treppenfunktionen mit 0 < hg, < hg, <
oo < Gk By H—°°>gk f.ii. auf M.
Nach Lemma 7.11 ist {hy, }i L'-CF zu g.

Anwendung von Lemma 6.19 auf g, — f auf Br(0) N M
= JAj, C R" messbar mit |A}| < 5 und (ggf. TF) |gr — f| < ¢ auf (B(0) N M)\ Al.

Analog fiir Folge hy, 1220 g - AAY C RF mit [A)| < st und (evtl. TF) |hg, — gi| < 1 auf (Bx(0) N M)\ A}
Setzte A = A}, U A}, offenbar |Ax| < 2%, hi = hy,

Definiere rekursiv hi = h1,~i~zk = Iyax(ﬁk_l, hi)

:>hk§hkSgkgfkundhk_lgthk‘GN
—Ungl

- N -
= e —fI < lhe = gi| +lgr — fI < [he — gel + |gr — fI < § auf (Br(0) N M) \ Ag.
Mit A; := 72, Ak folgt | A < &5 und |hx — f| < 2 auf (Bi(0) N M)\ A Vk > 1.
Folglich h; — f f.ii. auf M und wegen der Monotonie ist {hs} L'-CF zu f
Def .. ~ Monotonie
= [, fdz = kILrEOthkdx < hktgg‘}ffokdx
= Behauptung ]

Theorem 7.14 (Monotone Konvergenz)
Seien fi : D C R™ — R integrierbar auf M C D Vk € Nmit f; < fo < ... fii. auf M
= f ist integrierbar auf M und

(/Mfdac :> /M kli_{gofk(x)dx - kh—>n;o/Mfkd$

falls der rechte Grenzwert existiert.

» Bemerkung 7.15
Theorem 7.14 bleibt richtig, falls man f; > fo > ... f.i. auf M hat.

Ferner ist wegen der Monotonie die Beschrinktheit der Folge { [ o feda} fir die Existenz des
Grenzwertes ausreichend.

Beweis (Theorem 7.14). Nach Theorem 7.13 ist f — fi = klim fr — f1 integrierbar auf M und damit auch
— 00
f=U-f)+h

= /f—fldxglim/fk—ﬁdx
M k—o0 M
Monotonie
:lim/ fkdx—/ fidx < /fdz—/ fidzx
k—oo Jpr M M M

/Mf—f1d23 |
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Theorem 7.16 (Majori_sierte Konvergenz)
Seien fx, g : D C R™ — R messbar fiir & € N und sei g integrierbar auf M C D mit |fz| < g f.ii.
auf M Vk € N und fi —: f fii. auf M

- klggo/M|fk—f|dx:o 9)

und

(/ fd:cz)/ lim fydz = lim frduz,
M M k—o0 k—oo Jar

wobei alle Integrale existieren.

Beweis. Nach dem Majorantenkriterium sind alle fy f.ii. integrierbar auf M.

Nach Theorem 7.13 gilt:
/ 2gdx=/ liminf\29—|fk—f||dxSliminf/ 29— |fe — fldz
M M k—oco k—oo M

iOzlikminf—fM|fk—f|dx:>(9)%Behauptung O
—00

Folgerung 7.17 _

Seien fr : D C R™ — R integrierbar auf M Vk € N. Sei |M| < oo und konvergieren die fr —: f
gleichméBig auf M

= f ist integrierbar auf M und [, fdz = kli_{lgo Joy fredz

Beweis. ko € N mit |fi(z)| < |fro(x) + 1] Vo € M, k > ko.
Da fi, + 1 integrierbar auf M folgt die Behauptung aus Theorem 7.16. O

Theorem 7.18 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Sei M C R™ kompaket und zusammenhéngend, und sei f: M — R stetig

— ageM:/Mfdx:f(g).|M|

Beweis. Aussage klar fiir |[M| = 0, deshalb wéhle [M] > 0.
Da f stetig auf M kompakt

SEES 3 Minimalstelle 7, € M, Maximalstelle z3 € M und 7 == / fda
M

7
Fol 7.8
=BT f(x) < i < f(2)

Zwischenwertsatz i
> . = —
= I e M: f(§) ]

= Behauptung

7.5. Parameterabhingige Integrale

Sei M C R™ messbar, P C R" eine Menge von Parametern und sei f: M x P — R.

Betrachte parameterabhingige Funktion

Fo) o= [ fap)da (10)
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Satz 7.19 (Stetigkeit)
Seien M C R™ messbar, P C R™ und f: M x P — R eine Funktion mit

e f(-,p) messbar Vp € P
o f(x, ) stetig fir fa. x € M
Weiterhin gebe es integrierbare Funktion g : M — R mit
o |f(z,p)| < g(z) fir fa. x € M
= Integrale in (10) existieren Vp € P und F ist stetig auf P.

Beweis. f(-,p) ist integrierbar auf M Vp € P nach Beispiel 7.10.
Fixiere p und {px} in P mit py — p.
Setzte fi(z) := f(x,pr)

Theorem 7.16
Stetigkeit von f(z, - ) liefert fi(x) = f(z, pr) —— f(z, p) fiir fa. € M. peP
beliebig

F(pr) = fM fe(z)dz — fM f(z,p)daz = F(p)
Behauptung

Satz 7.20 (Differenzierbarkeit)
Seien M C R™ messbar, P C R™ offen und f : M x P — R mit f(-,p) integrierbar auf M Vp € P.
und

o f(x, ) stetig diffbar auf P fiir fa. z € M

Weiterhin gebe es eine integrierbare Funktion g : M — R mit
o |fp(x,p)| < g(x) fir fa. z € M und Vp € P

= F aus (10) ist diffbar auf P mit

F(p) = /M fole,p)de (11)

Hinweis: Das Integral in (11) ist komponentenweise zu verstehen und liefert fiir jedes p € P einen Wert
im R™.

Betrachtet man fiir p = (p1,...,pm) € R™ nur p; als Parameter und fixiert andere p;, dann liefert
(11) die partielle ABleitung F, (p) = [ fp,(z,p)dx fir j =1,...,m.

Beweis. Konigsberger: Analysis 2 (Abschnitt 8.4) O

7.6. Riemann-Integral

Der klassische Integralbegriff hat konzeptionelle Bedeutung (Einfiihrung etwas einfacher, keine messba-
ren Mengen und Funktionen)
= weniger Leistungsfihig (Anwendung nur in speziellen Situationen)

ebenfalls: Approximation von der zu integrierenden Funktion f durch geeignete Treppenfunktionen

Sei f:Q CR” — R mit @ € Q eine beschriankte Funktion. Betrachte die Menge der Treppenfunk-
tionen To(@), der Form

l l
h = chij mit U Q; =Q,
j=1 j=1
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Q; € Q paarweise disjunkt, ¢; € R.

Quader {Q,};=1,...; werden als Zerlegung zugehorig zu h bezeichnet.

Definition (Feinheit, Riemann-Summe, Riemann-Folge)
Fiir Quader Q' = F{ x ... x F} € Q mit Intervallen F; C R heifit o¢/ := max |[}| (|I}] - Inter-
J

valllinge) Feinheit von @' (setzte og = 0).

Fiir h = 22:1 ¢jX@, heiit o := maxog, Feinheit zur Treppenfunktion h.

Treppenfunktion h = 2221 cixqQ; € To(Q) heiBt zulissig (RIEMANN-zuldsssig) fir f falls Vj
Jz; € Q; : ¢j = f(z;), d.h. auf jedem Quader @; stimmt h mit f in (mindestens) einem Punkt z;
iiberein.

Zu zuléssigen h nennen wir S(h) := Z;Zl ¢lQ;| = 22:1 f(z;) - 1Q;] RIEMANN-Summe zu h.

Folge {hy} zuldssiger Treppenfunktionen zu f, deren Feinheit gegen Null geht (d.h. o, — 0) heifit
RIEMANN-Folge zu f.

f heift RIEMANN-integrierbar (kurz R-integrierbar) auf @, falls S € R existiert mit

S = lim S(hy) (12)
k—o0

fiir alle RIEMANN-Folgen {h;} zu f.

Grenzwert fQ f(x)dz := S heiit RIEMANN-Integral (kurz R-Integral) von f auf Q.

Satz 7.21
Sei f:Q CR™ — R stetig und @ € Q abgeschlossen
= f ist (LEBESGUE) integrierbar und RIEMANN-Integrierbar auf @ mit R- fQ fdz= | o fd=

» Bemerkung 7.22
Sei f: Q C R™ — R beschrinkt und es sei N := {z € Q | f nicht stetig in z}.

Dann kann man zeigen: f ist RIEMANN-Integrierbar, wenn n Nullmenge ist.
f ist R-integrierbar < N ist Nullmenge.

Man sieht leicht: die DIRICHLET-Funktion (Beispiel 6.5) ist auf [0, 1] nicht R-integrierbar, da die
Treppenfunktionen hy = 0 und hy = 1 auf [0,1] mit belieb feiner Zerlegung {Q;} jeweils stets
zuliissig sind, sich jedoch in der RIEMANN-Summe 0 bzw. 1 unterscheiden. (Die DIRICHLET-Funktion
ist jedoch L-integrierbar)

Beweis (Satz 7.21). Als stetige Funktion ist f auf @) messbar und beschriinkt und somit L-integrierbar.

Fixiere € > 0 und sei h = Zé’;l J(wk;)xq,; RIEMANN-Folge von Treppenfunktionen zu f.

Fiir |Q| = 0 folgt die Behauptung leicht, da S(hx) =0 Vk € N

Sei nun |Q| > 0. Da f auf kompakter Menge Q gleichmifig stetig ist, existiert § > 0 mit |f(z) — f(Z)| < el
falls |z — z| < 4.

Da on, —+ 0 3ko € N: op, < o= Vk > ko
= |z =2 <0 Va,T € Qx, falls k> ko und |f(z) — f(2;)] < 157 Vo € Qk; mit k > ko
= ‘fod:p—thkdm‘ng|f—hk|dx§ﬁ~\Q\:st2ko

Da S(hi) = [, hx d2 und € > 0 beliebig folgt S(hi) — [, fdz.

Fiir jede RIEMANN-Folge {hi} zu f ist f R-integrierbar und Behauptung folgt. O
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8. Integration auf R

8.1. Integrale konkret ausrechnen
J; f dx auf Intervalle I = (v, 3) C R (mit v < ) (da Randpunkte eines Intervalls I C R nur Nullmenge

sind, konnte man statt offenem Intervall auch abgeschlossene bzw. halboffene Intervalle verwenden, ohne
den Integralwert zu &dndern)

/jfdx:—/lfdx und /:fdx:——/jfd:c

(¢ = —oc0 bzw. f = 400 zugelassen)

Schreibweise:

beachte: alle Intervalle sind messbare Mengen nach Satz 6.6, Satz 6.8.

ff fdx heiit auch bestimmtes Integral von f auf I.

Nach Satz 6.6 (b):

Satz 8.1
Sei f : I — R integrierbar auf I. Dann ist I auch auf allen Teilintervallen I C I integrierbar.

Theorem 8.2 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Sei f : I — R stetig und integrierbar auf Intervall I C R und sei zg € I. Dann

a) F:I—Rmit F(z) := f;o f(y)dy Vz € I ist Stammfunktion von f auf I.
b) Fiir jede Stammfunktion F': I — R auf F gilt:

b
F(b)—F(a)z/ f(z)dx Va,bel (1)

» Bemerkung 8.3
e damit besitzt jede stetige Funktion auf I eine Stammfunktion

e (1) ist zentrale Formel zur Berechnung von Integralen auf f der reelen Achse; die linke Seite
in (1) schreibt man auch kurz

Beweis.
zu a Fixiere z € I. Dann gilt fiir ¢t # 0

Het =P 3 ([ ray- [ rav) -

wobei nach Satz 8.1 alle Integrale existieren.

S TR £ 0 3 € [w,w+ 1] (baw. [w+t,3] fiir £ < 0): p(t) = 5 f(E)|t] = f(&)

L2 () = lim p(t) = ()
= Behauptung
zu b Fiir eine beliebige Stammfunktion F von f gilt: F(z) = F(z) 4 C fiir ein ¢ € R (vgl Satz 1.5.1)

= F(b) = F(a) = F(b) - F(a) = [, fde— [? fdz= [ fda
= Behauptung O

| =

/:H fdy =),
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m Beispiel 8.4

b b
_ T2 Y2 2
/(lvxdx—Qx 2(b a”)

a

. b(vb
fir a = 0: Integral = %

a = —b < 0: Integral =0 (d.h. vorzeichenbehaftete Fliche)

(Flidchenformel fiir’s Dreieck)

m Beispiel 8.5

/ sinzder =—cosz|f =1—(-1)=2
0

Satz 8.6 (Substitution fiir bestimmte Integrale)
Sei f: I — R stetig, ¢ : I — R stetig diffbar und streng monoton, a,b € I. Dann:

b »(b)
/ f@)de = / Ho@)e' @) dy (2)
a v(a)

formal: ersetzte o = p(y) und dz = 3—; dy = ¢'(y)dy.

Ersetzung des Arguments von f durch z = ¢(y) bezeichnet man als Substitution bzw. Varia-
blentransformation

Beweis. Sei F': I — R Stammfunktion von f auf I (existiert nach Theorem 8.2)

Satz 1.5.6
= 1

F(p(-)) ist Stammfunktion zu f(o(-))e'(+)

Theorem 8.2 Apil(b) / ‘Pil(b) '

- /71( ) Fle)e' () dy = FleW)|7 -1, = Fb) = F(a) :/ flz)de .
m Beispiel 8.7

1 . #/2 /2
1 x:ap(;c):smy/ 1 / s
——dzx = ——— -cosydy = 1dy ==
/0 V1 —a? 0 1 —sin’y 0 2
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8. Integration auf R

—0.5 0.5

Satz 8.8 (partielle Integration fiir bestimmte Integrale)
Seien f, g : I — R stetig und F' bzw. G die zugehorigen Stammfunktionen, a,b € I. Dann

b b
/deszG|g—/ Fgdz

Beweis. Es gilt nach Satz 1.5.2
/dex = F(x)G(z) — /ngm

und somit folgt aus (1)
b

/:dex: Udexrz[FG]Z— {/ngx} :F~G|Z—/:ngx

m Beispiel 8.9
Fliache des Einheitskreises: betrachte y = v/1 — 22 und

1 1 1 1 o
\/1—x2dx:/1-\/1—x2dx:{x-\/1—x2} —/m-idx
/0 0 0 0 2v1 —a?
1 2 1
1 1—x Beispiel 8.7 T /
= - da = —— V1—22dx
/0 V1—2a? V1—2? 2 Jo

2 und folglich die Kreisfliche von 7.

T4

IJINE

= Der Viertelkreis hat die Fliche fol V1—22dx =
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1.5 %

0.5 ¢

02 04 06 08 1 12 14

m Beispiel 8.10
Berechne die Fliche zwischen den Graphen von f(z) = 2%, g(x) = z + 2.

Schnittpunkte: 1 = —1, x5 =2

2 2 2

1 1 9

/ g—fdx:/ w+2—x2dm:[x2+2x—x3} = -
1 -1

—1

2 3 2

Y

m Beispiel 8.11
Berechne die Fliche zwischen den Graphen von f(z) = z(z — 1)(z + 1) = 2* — z und g(z) = xo.

Schnittpunkte: z; 3 = +v2, 25 =0
Betrachte g — f auf [0, v/2]

analog fi)ﬂf —gdz=1
= Gesamtfliche = 2
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Satz 8.12 (Differenz von Funktionswerten)
Sei f: D CR™— R™, D offen, f stetig diffbar, [z,y] C D. Dann

f(y)—f(w)=/0 f’(fc+t(y—w))-(y—x)dt=/0 f(@ +t(y — 2)) dt(y — 2)

Hinweis: die linke Seite ist Element in R™ und die Integrale sind jeweils komponentenweise zu
verstehen (Mitte = R™, rechts R™*""). Man vergleiche den Mittelwertsatz (Theorem 1.4.4) und
Schrankensatz (Theorem 1.4.9).

Beweis. Sei f = (f1,...,fn), ok : [0,1] = R mit @x(t) := fx(z + t(y — z))
= ¢ ist diffbar auf [0, 1] mit p}(t) = f'(x +t(ly —2)) - (y — )
Theorem 84 f, (y) - fula) = ou(D) = ul0) = J eh(t)
= Behauptung -

8.2. Uneigentliche Integrale

Frage: | ; fdx fiir I unbeschréinkt bzw. f unbeschrénkt?
Strategie: Verwende den Hauptsatz mittels Grenzprozess.

Satz 8.13
Sei f : [a,b] — R stetig fiir a, b € R. Dann

b
f integrierbar auf (a,b] < li{n / |f]dz existiert
xrya a
r#a

b a
= / fdx = klim fdz fiir eine Folge ay | a (3)
a — 00

Qg
» Bemerkung 8.14
a) Eine analoge Aussage gilt fir f : [a,b) = R
b) Falls f beschrinkt auf (a,b], dann stets integrierbar (vgl. Folgerung 7.17)
¢) Nutzen: Integrale kénnen mittels Hauptsatz berechnet werden
d) Fiir uneigentliche Integrale f; fdz im Sinne von RIEMANN-Integralen muss nur EE fg fdz

existieren (vgl. Beispiel 8.19 unten)

Bewets. Sei ay | a, a < ar Vk und

fo@) = { f(z) auf (an, b]

o auf (a, ag)
Offenbar ist |fix| <|fl, fx = f, |fx] = |f] f-i. auf (a,b).

»,=* f integrierbar auf (a,b). Mit Theorem 7.16 (Majorisierte Konvergenz) folgt

b b b
lim/ |fldz = lim/ |fk\d:c:/ |fldx
k— o0 ag k—oo [, a

= Behauptung —ohne (3)
Betrige
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»<=*“ Folge {|frx|} monoton wachsend,

b b
lim/ |fe]dz = lim/ |fldz existiert
k—oo [, k—oo ag

majorisierte . .
f integrierbar O

Konvergenz

m Beispiel 8.15
fol L du existiert fiir 0 < v < 1 und nicht fiir vy > 1

1 1
Fﬁrv;«él:/ —dx =
a x 1_7

k

:7(1_0%)177%_“))#
a1 -~

(keine Konvergenz fiir 1 — v < 0, v = 1: analog mit Stammfunktion In x)

Satz 8.16
sei f : [a,+00] — R stetig, dann

B
f integrierbar auf [a,4+00] < lim / |f]dz existiert
B—o0 Ja

:>/ fdax = hm fdxfur eine Folge B — oo
» Bemerkung 8.17
Analoge Bemerkungen wie in Bemerkung 8.14
Beweis. Analog zu Satz 8.13 O

m Beispiel 8.18

<1
/ - d zexistiert fiir v > 1 und nicht fiir 0 < <1
1T X

Fir v # 1:

Bi 8
/kidx_lxl—v k: 1 —(1- 1“/)@)#
T gt o1 -1

falls 1 — v < 0 (keine Konvergenz fiir 1 — v > 0, v = 1 analog mit Stammfunktion In x)
m Beispiel 8.19

/ sing ,
0 x
Offenbar ist f(lzil)ﬂ |s2z]dg > L f(]f: 1y [Sinzlda = = Vk > 1 (vgl. Beispiel 8.5)
kT 2 k 1
= / dax > — Z - ]H—OO> 00
0 =Y

= =22 nicht integrierbar anf (0, o)

sinx

64



8. Integration auf R

Kapitel II: Integration

aber:

s, cosl cosp B cosz
—sinzdx = - — dx
1 T 1 ,8 1 CCQ
Wegen ‘C‘;%| < g:% Vr #£ 0, m% ist integrierbar nach Beispiel 8.18

Ccos T
= lim 3 d x existiert nach Satz 7.10
B—oo Jq xT

. sinx
= lim

B—00 1 x

2) existiert als uneigentliches Integral im Sinne
des RIEMANN-Integral (vgl Bemerkung 8.14), aber nicht als LEBESGUE-Integral.

dz existiert = fOOO Sig’” (=3
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9. Satz von Fubini und Mehrfachintegrale

Ziel: Reduktion der Berechnung von Integralen auf R™ fRn fdx auf Integrale iiber R.

Betrachte Integrale auf X x Y mit X =RP, Y =RY, (z,y) € X x Y. |M|x Maf auf X, Qx Quader
in X usw.

Theorem 9.1 (Fubini)
Sei f: X xY — R integrierbar auf X x Y. Dann

a) Fiir Nullmenge N C Y ist x — f(z,y) integrierbar auf X Vy € Y \ N
b) Jedes F : Y — R mit F(y fX z,y)dx Yy € Y \ N ist integrierbar auf ¥ und

/Xxyf(x,y)d(m,y):/y Fdy= [ ([ feads)ay 0

Definition (iteriertes Integral, Mehrfachintegral)
Rechte Seite in (1) heilt iteriertes Integral bzw. Mehrfachintegral .

» Bemerkung 9.2
Analoge Aussage gilt bei Vertauschungen von X und Y mit

| tewien = [ [ ey 2)

Theorem 9.1 mit f = x v fiir Nullmenge N C X xY liefert Beschreibung von Nullmengen in X xY.
Folgerung 9.3

Sei N C X xY Nullmenge und Ny :={z € X | (z,y) € N}

= 3 Nullmenge N C Y mit |[Ny|x =0V¥y e Y\ N

Hinweis: N # 0 tritt z.B. auch auf fir N=R xQ C R xR (N = Q)

Beweis (Theorem 9.1, Folgerung 9.3).
a) Zeige: Theorem 9.1 gilt fiir f = xar mit M C X x Y messbar, |[M|xxy < 0o

® 3Qk; € Qxxvy, paarweise disjunkt fiir festes k mit M C UjeN Qr; =: Ry

- 1
M| <D 1Qu, | < M|+ 1, Riga C Ry (3)

Jj=1

Wihle Qi € Qx, Q), € Qv mit Qx; = Q), x Q, Vk,j €N
Mit My :={z € X | (z,y) € M} gilt:

| My |x <Z|Qk Ix - Xy () =t (y) € [0,00] FyeY (4)

j=1

o Fiir festes k ist y — ¢, (y) == 23:1 \QZQ] | x “XQu, (y) monoton wachense Folge und Treppenfuntion
in T'(Y) mit ¢(y) = lim ¢y, (y)

1 l
(3) 1
= [ @y = 310k Ix 1@k Iy = 3 10 L < M+
Y j=1 Jj=1

Nach Lemma 7.11 ist {¢x, 11 L'-CF zu 1, und 1)y, ist integrierbar auf Y mit

(3) e (3) 1
1S [ ondy =3 lQ o < M1+ 1 (5)
v 2 k
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Da {4} monoton fallend (wegen Rii1 C Ry), existiert ¥(y) = klim Ye(y) >0Vy €Y.
— 00

Grenzwert (5) mittels majorisierter Konvergenz liefert

\M\:/Ywdy (6)

Falls |M| = 0, folgt ¥(y) =0 f.ii. auf Y’
= Folgerung 9.3 bewiesen.

{X R, } monoton fallend mit g, — xa f.ii. auf X x Y und xr, integrierbar auf X xY
= {XR.} ist L'-CF zu xa und

/ YR, d(z,y) = xm d(z,y).
XXY

XXY

e Nach Folgerung 9.3 existiert Nullmenge N C Y mit xr, (-,¥) — xam(-,y) fii. auf X Vy € Y \ N
% XRy, (+,y) integrierbar auf X Vk e N, y € Y\ N

majorisierte

xm(+,y) integrierbar auf X Yy € Y\ N mit

Konvergenz
w(y):/ XRk(x,y)dx%/ xm(z,y)dy
X X
fir fa. y €Y
6
& XM(x,y)d(w,y)ZlM\:/ (/ xm(:r,y)dw)dy
XXY y \Ux

e D.h. Behauptung fiir f = xum

Lincaritat Behauptung richtig fiir alle Treppenfunktionen

des Integrals

b) Sei f > 0 integrierbar auf X x Y
Wihle zu f monotone Folge von Treppenfunktionen {hx} gemif Folgerung 6.16

= [ meyden? [ (/ hkdx)dy
XxXY Y b
Analog zu a) folgt: hi(-,y) — f(-,y) fii. auf X fiir fa. y € Y

Majorisierte Behauptung fiir f.

Konvergenz

Allgemein: Zerlege f = —f~ + f* und argumentiere fiir f* separat. O

Satz 9.4 (Satz von Tonelli)
Sei f: X XY — R messbar. Dann

F integrierbar < /Y</X|f(x,y)|dx)dy oder /X(/Y|f(x,y)dy>dx (7)

existiert.

» Bemerkung 9.5
a) Falls eines der iterierten Integrale (7) mit |f| existieren, dann gelte (1), (2)

b) Existiert z.B. [, ([ |f|dz) dy heiBt dies: 3 Nullmenge N C Y mit
Fly) = [ 1 plde ey \§

und mit F(y) :=0Vy € N ist F integrierbar auf Y

Beweis.
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=“ Mit f auch |f| integrierbar und die Behauptung folgt aus Theorem 9.1
5= Sei Wy = (=k,k)PT? C X x Y Wiirfel, fi, :=¢€ {|f], k- xw,}
= f ist integrierbar auf X x Y

Offenbar sind die {fx} wachsend, fr — |f| f.ii. auf X x Y. Falls oberes Integral in (7) existiert, gilt

/Xxyf(w)d(w,y)“g“i/y(/kadx>dy§/Y(/X|f\dm>dy<oo

= {[x.y fed(z,y)} beschriinkte Folge

Majorisierte Th 7.7
|f| integrierbar === f integrierbar = Behauptung

Konvergenz

Folgerung 9.6
Sei f : R™ — R integrierbar auf R"”, = (21,...,z,) € R

N R"f(x)dx:/ (/fxl dx1> da,

Beweis. Mehrfachanwendung von Theorem 9.1

» Bemerkung 9.7
1) Die Reihenfolge der Integration in (8) ist beliebig

2) Integrale reduzieren die Integration auf reelle Integrale iiber R

3) Fiir [, fdaist (xarf) geméB (8) zu integrieren, wo ggf. [, ... durch fab .

Grenzen ersetzt wird.

m Beispiel 9.8
Sei f: M C R? — R stetig, M = [a,b] X [c,d]

= f messbar, beschrankt auf M
= f integrierbar auf M

= xarf ist integrierbar auf R?

- /Mfdx:/RzXMfdx:/R/RXM(xlv@)f(xhxz)dxlde

b d b
:// X[Qd](l‘g)f(l’l,xg)dicldfﬂg:/ / f(l’l,IQ)dxldeQ
RJa c a
Z.B. f(z1,22) = 11 smgcg7 M =10,1] x [0, ]
1
1
= fdx—/ / risinzodaidzy = / [Tﬁsinm} dzo

0

1 s
= *blﬂl‘gd.ﬁg ——cosxa| =1
0o 2 2 0

m Beispiel 9.9
Sei f: M C R? — R stetig, M = {(z,9) | 2% +y> = 1}

= xuf integrierbar auf R?

Vi—zZ?
é/fdry //XMfdydxf/ / flz,y)dydx
Vi—z?

mit geeigneten
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ZB. f(z,y) =yl
Vi=z2? 1 1 11—z
= /|y|dxy—2// ydydx—?/ {2 2} dz
1

1
1 4
=2 1—2)dae= |z —-2®| =-
/_12( r?)dz = [Jc 3x}1 3
m Beispiel 9.10

Sei f: M C R? — R stetig, M Tetraeder mit Ecken 0, ey, es, €3

/Mfd(x,y,z) = /01 /Ol_m /Ol—ff—y fz,y,z)dzdyda

Z.B: f(z,y,2z) =1:

1 1—x l—xz—y 1 1—2
[ 1w = [ [ [ resazayas= [ [ ayas
M 0 0 0 0 0

1 -z 1 w2 1 22
= o/o l—m—ydydz:/o[y—a:y—?]yzodx:/o §—x+?dx

_ 1

=5
das Volumen eines Tetraeders.

9.1. Integration durch Koordinatentransformation

Definition (Diffeomorphismus, diffeomorph)
Sei f:U C K™ — V C K™ bijektiv, wobei U, V offen.

f heiBt Diffeomorphismus , falls f und f~! stetig diffbar auf U bzw. V sind.
U und V heiflen dann diffeomorph .

Theorem 9.11 (Transformationssatz)
Seien U, V C R™ offen, ¢ : U — V Diffeomorphismus. Dann

f:V — R integrierbar < f(¢(-))|det¢’'(y)| : U — R integrierbar

/f IM—/f (9)

Bewets. Vgl. Literatur (z.B. Konigsberger Analysis 2, Kapitel 9) |

und es gilt

Sei U = Q € Q Wiirfel, V := ¢(Q), ¥ 6 Q z = p(7)
O V= [,1dy = fQ | det <p’(y)|dy e \detgp (9)| - |Ql, d.h. | det ¢’ (y)| beschreibt (infinitesimale)
relative Verdnderung des Mafles unter Transformation .

m Beispiel 9.12
Sei V = Br(0) C R? Kugel mit Radius R > 0.

4
Zeige: |Br(0)| —/ 1d(z,y,2) = §7TR3
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9. Satz von FUBINI und Mehrfachintegrale Kapitel II: Integration

Benutze Kugelkoordinaten (Polarkoordinaten in R?) mit

T 7 cos a cos 3
y | =¢lr,a,p):= | rsinacos
z rsin 8

Fiir (r,a,8) €U : (0,R) x (—m,7) x (—%,%).
Mit H := {(2,0,2) €R |z <0} und V := V \ H gilt: |H|gs =0
p:U— V diffbar, injektiv, und

cosacosS —rsinacosf —rcosasinf
o'(r,a,B) = | sinacos B rcosacosf  —rsinasinf
sin 3 0 T cos 8

= Definiere ¢'(r, a, ) = r? cos 8 # 0 auf U

ELE1A ¢ : U — V ist Diffeomorphismus

= |BR(O)|:/Vld(x,y,z):/~ 1d(:p,y,z)+/ 1d(z,y, 2)

14 H

T A
Q[ aetgrapardads+jm ™2 [0 [0 [" 2eosgasdads
U 0 —-TJ =3

R ™ - R T R
:/ / [TQSinmfdeédrz/ / 27"2dad7":/ drr?dr
0 -7 2 0 - 0
4 R

4
= §7TR3

= —mrd

3

0

m Beispiel 9.13 (Rotationskérper im R3)
Sei g : [a,b] — [0, 00| stetiger, rotierender Graphen von g um die z-Achse.
— Bestimme das Volumen des (offenen) Rotationskérpers V' C R3.

Benutze Zylinderkoordinaten:

x 7 COS (v
y| =¢(ra,z):=|rsina
z z

auf
U={(r,a,z) eR¥|7€(0,9(2)),a € (—m,7),z € (a,b)},

mit H := {(z,0,2) e R |2 <0}, V:=V \ H gilt [H| =0 und ¢ : U — V diffbar, injektiv, sowie

cosa —rsina 0
/ .
O (rya,z) = | sinae rcosaa 0| =r>0aufU

0 0 1

Sate 278 @ : U — V ist Diffeomorphismus

V messbar (da offen) = V messbar, und offenbar f = 1 integrierbar auf V
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9. Satz von FUBINI und Mehrfachintegrale Kapitel II: Integration

S V=V = [1d<x7y,z> (i’/ [det /(1 o, 2)| d(z, 1, 2)
Vv U

obopm pg(2) b pror,.279(2)
Fugm/ / / rdrdadz :/ / {T} dadz
a —m JO a —T 2 0
b T 2 b
= / / Mdadz = 7T/ g(2)?dz
a —Tr 2 a

Z.B. g(z) = R auf [a,b]: |V| = wfab R*dz = nR%*(b — a) (Volumen des Kreiszylinders)
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Kapitel II1
Dzifferentiation I

10. Hohere Ableitungen und Taylor-scher Satz

Vorbetrachtung: Sei X endlich dimensionaler, normierter Raum iiber K (d.. Vektorraum iiber K mit
Norm || - ||, dim X =1 € N).

Offebar sind X und K' isomorph als Vektorraum, schreibe X = K!, z.B. X = L(K", K™) = K™™",

Firg: D C K™ — X, D offen, kann man die bisherigen Resultate beziiglich der Ableitung iibertragen.
g'(z) € L(K™, X) heiBit Ableitung von ¢ im Punkt z € D, falls

gz +y) =g(x)+ g z()y+oyl), y =0

Definition (zweite Ableitung)

Betrachte nun f : D C K™ — K™, D offen, f diffbar auf D. Falls g := f': D — L(K", K™) =: i,
diffbar in z € D ist, heif3t

f'(x) = g'(x) € L(K", Y1) = L(K", L(K",K™) ) (1)
————

o~ mXn

zweite Ableitung von f in X.
Offenbar gilt dann:

fle+y) = f'(z)+ @)y +o(yl), y =0

bzw.

Flaty)-z=Fa) 2+ (f@)y)z+oly) -z Ve K" (2)

EKan
—_——
eEK™

Interpretation: Betrachte f”(z) als kubische bzw. 3-dimensionale ,Matrix“ (heifit auch Tensor 3.
Ordnung).

beachte: Ausdruck fiir f/(z 4 y) - 2z ist jeweils linear in y und z.
Frage: hohere Ableitungen, d.h. von f”: D — L(K™,Y;) usw.
Offenbar:
g2 :=L(K", Y1) = L(K",L(K"K™)) =2 L(K", K™*") = L(K", K™*"") = KM’
gs = L(K™ Yy) = L(K", K™™") = K+
Endlich dimenionale, normierte Rdume, man kann rekursiv Vk € N definieren:
(i) (Réume)
Yo = K" mit | .|
Y1 := L(K™,Y)) mit Standardnormen ||A|/gx+1 = lswlu<1;>1 |Az|ly, (vgl. Satz 13.8),
z|<
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10. Hohere Ableitungen und TAYLOR-scher Satz Kapitel III: Differentiation 11

analog zu oben ist Y; =2 K m‘”k, Y. normierter Raum
(ii) (Ableitungen)

fO .= f.:Dc K" — K™, D offen.
Falls f*) : D — Y}, diffbar in 2 € D heifit

FED @) = (£9) (@) € LK™, 1)

(k + 1)-te Ableitung von f in z. (beachte: f(V(z) = f(x))

Somit gilt:
P @ +y) = FP @)+ 5D (@) -y +o(lyl) (€ Vi), y =0 3)

Definition (k-fach differenzierbar)
f heiBt k-fach differenzierbar (auf D), falls f(*)(x) existiert Vo € D.

f heift k-fach stetig diffbar (auf D) oder C*-Funktion, falls f k-fach diffbar und f*) : D — Y}
stetig.

CK(D,K™) := {f : D — K™ |f k-fach stetig diffbar auf D}
Hinweis: Falls f(k)(x) existiert = f*~1 stetig in X (vgl. Satz 1.2.2)

Speziafalln =1: f:DC K —- K™
fllx) ey = L(K,K") 2 K™
f'(z) eYa=L(K,Y;) 2L(K,K™) 2 K™
Allgemein: f*)(z) € Yy = L(K,Y;,_1) = L(K,K™) = K™, dh. fir n = 1 kann f*)(x) stets als
m-Vektor in K™ betrachtet werden.

m Beispiel 10.1
Fir f: R — R mit f(z) =2 -sinz

= f'(z) =sinz+x-cosx

= f"(z) =cosx +cosz —zsine =2cosz — xsinz

= f"(x) = —3sinz — x cosx usw.
A
x - sin(x)
SN --- sin(z) + z - cos(z)
/ R 2cos(z) — x - sin(x)
// \‘ 2T
\,
r/ \\ ///\\
,, \\ //
T
-2 !
. //
_2 s
4
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10. Hohere Ableitungen und TAYLOR-scher Satz Kapitel III: Differentiation 11

m Beispiel 10.2 R
sei f:Rso — R? mit f(z) = (7).
) 3:172 // 6x "
= o) = = [ =| = o=

8=
|
|
%‘w >

m Beispiel 10.3
Sei f: R — R mit

f(m):{$33 x>0

—x° <0

Folglich

= f"’(0) existiert nicht, d.h. f € C*(K,R) aber f ¢ C3(R,R)

m Beispiel 10.4
Sei f: R — R mit

Flz) = {e_m x>0

0 <0

= fF)(x) existiert Vo € R, k € N mit f*)(0) = 0 Vk, d.h. f € C*(R,R) Vk € N,
Man schreibt auch f € C*°(R,R)

Riume Yj: = L(K™, Y, 1) = Kmxn",

Fir AeY,=L(K",Y,_1) und y1,...,yx € K" gilt:

A1 €Y 1= L(K", Y 2),
(Ay1) - y2 €Yy o= L(K", Y, 3)

Ausdriicke links sind offebar linear in jedem y; € K™ separat, j =1...,k

Definition (k-lineare Abbildung)
Betrachte

X, .= LF(K™ K™)

={B:K"x...x K" — K" |y; = B(y1,...,ys) linear fiir jedes j =1,...,k }
—_——
k-fach

B € X, heifit k-lineare Abbildung . X} ist Vektorraum.
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m Beispiel 10.5
Fiir 3-lineare Abbildung B € L3(R,R?) mit

By2)=|
(z+y)z
ist z.B. nicht linear als Abbildung auf R3.
Satz 10.6
Fir k£ € Nist Iy : Yy — X mit
(IkA)(y1;~~-7yk) = (((Ay1>y2)yk) VAEYk7 ijKn, jzl,...7k‘ (4)

ein Isomorphismus beziiglich der Vektorraum-Struktur (also X3 = Y3).

Hinweis: Somit kann f)(z) auch als Element von X}, betrachtet werden, d.h. f*)(z) € X, =

LF(K", K™)
Damit wird z.B. (2) zu

fllaty) - z=f(z) 2+ (@) (y,2) +o(lyl) - 2 Vz€ K" (5)
und fiir n = 1 gilt

FO@) k) = P @) g Yy €K
——

eEK™ Produkt von Zahlen

Beweis. Iy offenbar linear auf Yy, Ii injektiv, denn I;(A) =0 gdw. A =0
Zeige mittels Vollstdandiger Induktion: I, surjektiv.

TIA: Offenbar ist X1 = Y1 und 1A = A = I) surjektiv
IS:  Sei Ix surjektiv und wihle beliebiges B € Xp1.

Setze By, := B(y1, *,..., ) € X Vy1 € K", B € L(K™, X))

= A:=I'"Be L(K"Y}) =Y (6)
)

= Ik D)1, uem) = (oo ((Ay)we) -uen) = (T (Ayr)) (2, -+ Yrr)
©® =
D By (e, pir1) = By

= B =1I;t1-A = Ir41 surjektiv
= Ij; Isomorphismus O

Norm: in Xg, Y;: fiir A € Y}, folgt durch rekursive Definition

( ((Ayl> yQ) y’“) < |Ally, Vy; € K", y; £0
ly1l ) [vel 73

= (.. ((AyD)y2) - uk) < Allvilwillyel - - lyel Yyr ..y € K™ (7)
Norm fiir A € Xj, = LF(K™, K™):

1Al x,, = sup{|A(yr, .-, y)| [ y; € K", |y;[ < 1}

(0]
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Analog zu (7) folgt fiir A € Xy:

[AQs -yl < JAllxlyal - Juel - Vo5 € K (®)

Satz 10.7
Mit Isomorphismus I, : Yy — Xj aus Satz 10.6 gilt:

HAllx, = [Allvi VA€ Yz
(

Beweis. Selbststudium / UA O

» Bemerkung 10.8
| £*)(x)|] unabhiingig davon, ob man f*)(x) als Element von X}, oder Y} betrachtet.

10.1. Partielle Ableitungen

Sei X = (z1,...,2,) € K™; dh. zj € K, ey, ..., e die Standard-Einheitsvektoren
Wiederholung: Partielle Ableitung f,, (z) = G%Jf(x) = D,, f(x) ist Richtungsableitung f'(x,e;) =
D, f(z) € L(K,K™).

Definition (partielle Ableitung)
Nenne f,, (z),..., fz, () partielle Ableitung 1. Ordnung von f in X

Fiir g : D — X definieren wir die partielle Ableitung %g(x) = gz;(z) € L(K,X) analog zu
Abschnitt 1.3:

glx+t-e5) =g(x) + gz, (x)t +o(t), t =0, t € K 9)
Fir g = f; : D — L(K,K™) ist dann g,, € L(K,L(K,Km)). Fir g = f;;, : D — L(K,K™) ist

dann g, € L(K, L(K,K™)) = L*(K, K™) = K™ die partielle Ableitung f;,,,(x) von f in 2 nach
x; und x;.

Andere Notation: -2 f(@), Dyya, f(2),. ..

anZi

Die fy,2,(x) heiBen partielle Ableitung 2. Ordnung von f in x.

Mittels Rekursion
0
fa:jl.‘.a:jk (:E) = aixzflila?]k (10)

erhélt man schrittweise die partielle Ableitung der Ordnung k& € N von f in a:

ak
S =Dy = e LFM(K, K™
Fopt () = Doy ) = g f o) € TS )
Berechnung durch schrittweises Ableiten von xj, — f(z1,...,2n), j, = fo; (T1,...,2,) usw.
m Beispiel 10.9
Sei f:R? = R mit f(z,y) = ysinz Vz,y € R und
falz,y) = ycosx fy(2,y) = sinz
foa(T,y) = —ysinz fyy(@,y) =
fxy(x,y):cosx fyz(xvy)zcosx
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Beobachtung: f,,(z,y) = fy.(z,9)

Abkiirzende Schreibweise:

83 83
0
fxqzﬁfjxixlef(x) = mf(z)

Definition (Hesse-Matrix)
Firm=1 (dh. f: D CR" — K) ist

feia () oo faya, (T)
: : =: Hess(f)

fonei (@) oo frpe, (T)

die HESsE-Matrix , die alle partiellen Ableitungen 2. Ordnung enthélt.

m Beispiel 10.10
Sei f = (fl,fg) ZR2 — RQ mit

filer,ze)| [ 2t
fa(z1,x2) T139 + 33
Folglich
2T1T2 22
for (w1, 22) = foo(x1,22) = '
X9 xr1 + 21‘2
und
20129 x%

To T + 229
ist die JACOBI-Matrix sowie

2 2 0 1
Hess(f1) = T2 Hess(f2) =
21‘1 0 1 2

Anschaulich: alle partiellen Ableitungen 2. Ordnung bilden eine 3D Matrix.

Frage: Zusammenhang von f*)(z) mit partiellen Ableitungen?

Theorem 10.11
Sei f: D C K™ — K™, D offen, x € D. Dann

(a) Falls f(®)(z) existiert, dann existieren alle partiellen Ableitungen der Ordnung k in  und

fzjl...mjk (z) = f(k)(x)(ejk7"'7ejl) (11)

7
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(b) Falls alle partiellen Ableitungen fu, . .
und falls diese stetig sind
= f ist k-fach diffbar, d.h. f*)(z) existiert.

. der Ordnung £ fiir alle y € B, () C D existieren

J

» Bemerkung 10.12
Theorem 10.11 (b) ist ein wichtiges Kriterium zur Priifung der diffbarkeit, k-te Ableitung kann

dann mittels (11) bestimmt werden.

Beweis. Jeweils mittels vollstindiger Induktion nach K ausgefiihrt:
a) basiert auf Theorem 1.3.11

b) basiert auf Theorem 1.4.14 O
m Beispiel 10.13 (nochmal Beispiel 10.10)

f@(x) = f"(z) € L*(R? R?) existiert Vo = (21, 22) € R? nach Theorem 10.11 und kann als Vektor
von der HESSE-Matrix dargestellt werden:

2332 21‘1

fO ) = [Hesf) [\ 0
Hess f 0 1

12

Was ist nun f”(z)(y1,y2) fiir (Vektoren) vy, y2 € R??

Y12 Y22

=y f"(x)(er, y2) +yraf" (z)(e2, y2)
= yaryi f" (@) (e1, e1) + yrayar [ (x) (e2, e1) + y11yza f” () (e1, €2) + yr2y2a f () (e2, €2)

(@) (y1,92) = () ((y”), (y21>) = @ (@) (yr1er + yrzez, yare1 + yazes)

11
= y11y21f;/1_t1 (@) + y12Y21 frr 20 (T) + Y21Y22 fasw, () + Y1292 froa, () (€ RQ)

H )
_ ((Hessf)@ynae) ) oy g2

((Hessf2)(w)y1,y2)

Analoge Rechnung liefert allgemein

Folgerung 10.14
Fiir f = (z1,..., fm): D C K™ — K™, D offen, es existieren alle f()(z) fiir 2 € D. Dann

((Hessf1)(w)y1,y2)
FO(@) (g1, 92) = : € K™ Yy, y2 € K" (12)

((Hess frm ) (%)y1, y2)

» Bemerkung 10.15
Fiir hohere Ableitungen wird die Darstellung f*) (z)(y1,...,yx) allgemein mittels partiellen Ablei-
tungen immer komplexer, wird allerdings auch selten benétigt.

Frage:: Kann man die Reihenfolge bei partiellen Ableitungen vertauschen? (vgl. Beispiel 10.9)
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m Beispiel 10.16
Sei f:R? — R? mit

flz,y) = {xigl§%’3 (z,y) # (0,0)
) - ( )

und folglich

i % fiir (z,y) # (0,0)
z\T,Y) = lim M =0 sonst
f—>0

insbesondere f,(0,y) = —y Yy € R, also f;,(0,0) = —1
analog fy(z,0) = 2 VzeR,also fy(0,0) =+1

Satz 10.17 (Satz von Schwarz)
Fir f: D C R® = R™, D offen. Mégen die partiellen Ableitungen f;,, fz;, fe;2; auf D existieren.
Falls fy,z; stetig in x € D

= fayu,(2) exstiert und fro (@) = fu,a,(2) (14)

Folgerung 10.18
Sei f: D CR™ — R™, D offen, f k-fach diffbar (d.h. f € C*(D,R™))
= alle partiellen Ableitung bis Ordnung k existieren und die Reihenfolge kann vertauscht werden.

Beweis (Folgerung 10.18). Existenz der partiellen Ableitung und deren Stetigkeit folgen aus Theorem 10.11, be-
liebige Vertauschung der Reihenfolge kann durch schrittweises Vertauschen von zwei ,,benachbarten Verédnderlichen
erreicht werden.

Theorem 10.17 Behauptung

«

Zur Veranschaulichung:

Fraraz@) © Dag fraes (@) " E T Doy frray (@) 2 frrngan (0)
2 Fe)zamn @) T E N (Fe )y (0) © Faranes () D
Beweis (Satz 10.17). oBdA m = 1. Fixiere ¢ > 0 = 3§ > 0 mit
x+s-e+t-ej €D Vs,te(—4,0)
und
|frio; (x4 5 i+t ej) = foe;(x)| < Vs,t€(-6,0) (15)

Definiere ¢(s) :== f(zr+s-e; +t-e;) — f(x + s+ €;) ist diffbar auf (—4,9) V¢t € (—4,9)

=8 Jo € (0,5) : 9(5) — 9(0) = ¢ (0)s = (fo, (w+ 0es +te;) — fo, (v + 0e:)) 5

2N fiir £ — Jo, (x4 oe; +tej): AT € (0,1) : p(s) — ¢(0) = fu,z,(x + oe; + Te;j)st (o, T abhingig von s, t)
—_———

=:Z

Daher gilt:
M - fmimj (:C) < ‘M - fzirj (‘i) + |fIzIJ (‘f) - fﬂ:izj (:C)|
=0
(15)
< e Vs, te(-49), s,t#0 (16)
Wegen
i P =00 _ p So b et toe) ~flabare) J@rbe) S@ g o))
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folgt aus Gleichung (16)

fo(a+s-e) = fu, (@)

p — fre;(x)| <€ Vs €(—6,0); s#0 (17)

z. (x+s-e;)—fz.(x
€:>0> fzjzi (CL‘) = lim f](—g)fj() (2) fziacj (‘T) |

5—0

10.2. Anwendungen
Frage: Wann besitzt fD C R” — R™*" eine Stammfunktion? (Vgl. Abschnitt 1.5, o0BdA m = 1)

Satz 10.19 (notwendige Integrabilititsbedingung)
Sei f = (f1,.--5fn): D CR™ = R" D Gebiet, f stetig diffbar.

Damit f eine Stammfunktion F' : D — R besitzt, muss folgende Integrabilititsbedingung erfiillt
sein:

0 0 .
%f](x)—a—x]fz(x) VeeD, i,j=1,...,n (18)

» Bemerkung 10.20
(18) ist hinreichend, falls z.B. D konvex (siehe Analysis 3)

Beweis. f habe Stammfunktion F = F € C?*(D)
= Fy;(x) = fi(x) VzeD,ji
= Fuu(t) = go-fi(z) Yo € D,i,j
Schwarz
S @)= Py ()= 50

m Beispiel 10.21
Nochmal Beispiel 1.5.11 mit Parameter o € R:

o= [ o
ety
Betrachte die Ableitungen
%fl(x,y) = az, %fg(x,y) =2z
(18 a=2
Satz 10.22

Sei f: D CR" — R, D offen und konvex, f stetig diffbar. Dann:
a) f konvex & (f'(z),y —z) < f(y)f(z) Yo,y € D
b) falls sogar f € C%(D), dann:
f konvex & f"(x) = (Hessf)(x) positiv definit V& € D

Beweis. Vgl. Literatur O

10.3. Taylor-scher Satz
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Ziel: Bessere Approximation als durch Linearisierung

Verwende allgemeine Polynome ¢ : K™ — K der Ordnung k, d.h.

n
T) =agp + E :aixz E , Qi x5 + E Ajy e Lgy Ljy, (19)
i=1

3,7=1 J1seeesdk

mit ag, a;, a;; € K gegebene Koeffizienten
Notation: f*)(z)(y,...,y) = f*(x)y*

Wiederholung: f € C(D): f(x +y) = f(z)+o0(1),y — 0
feCHD): flx+y) = fx) + f(@)y +ollyl), y = 0

Theorem 10.23 (Taylor-scher Satz)
Sei f: D C K™ — K™, D offen, k-fach diffbar auf D, z € D. Dann

flz+y) = +Z f(J )y’ + Re(y) falls [z, +y] C D, (20)

wobei
1
B < 7 |F90 0 + | < 2 [ 70 @+ ) 1 (21)

fur ein 7 = 7(y) € (0,1)
Fir K =R, m =1 gilt auch

®) (2 + 1y)y* (22)

(LAGRANGE Restglied)
Falls f € C*(D, K™) gilt:

Re(®) = 7P @) + ollyl*), y = 0 (23)

» Bemerkung 10.24
Entscheidente Aussage in Theorem 10.23 ist nicht (20), sondern die Eigenschaften des Restglieds
(dies wird klein).

Beweis. Sei [z, +y] C D, definiere

k—1

Ric(y) = fla+y)— f@) = 3 %f‘j)(m)yj = (20)

=1
und definiere

k—1

o) = flxz+y) — flz+1ly) —

D +ty)y’ — (1 — )" Re(y)

Jj=1
Offenbar p(1) = 0 = (0).
Da f k-fach diffbar
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= ¢:[0,1] - K™ R-diffbar auf (0,1) mit

(1-— t 1—1t)7 ; -
¢'(t) = —f'(z + ty) y+Z( f“)(erty) %f“”(wﬂy)y’“) + k(1= )" Re(y)
= &f“( +ty)y" + k(1 — )" Ri(y) (24)
(a) K =R, n=1: nach MWS 37 € (0,1) und
0=p(1)—p(0)=¢'(r) =2 (22)
(b) zu (21) mit K = R: Sei ¢(t) := (p(t),v) fir v € R”
= 1 :[0,1] — R diffbar auf (0,1) mit ' (¢) = (¢’ (t),7)
228 37 € (0,1): 0= (¢(7),0)
1
= (Ric(y),v) = 1 /P @+ o)yt 0) (25)
mit v = @Z 8) (|Rk(y)] # 0, sonst klar) und es folgt
1 [v]=1 1
(Ri(y),0) = | Re(v)| = <ﬂf(k>(l’ +Ty>y’“,v> < S+t ey
(c) K = C: identifiziere C™ mit R*™ und setzte p(t) = (p(t), r)gzm.
Beachte:
 [0.1] = Ry 5 %Reg; (1) = Re iy (1) Vi
<Rk~( )s Rie(y))r2m = | Ri(y)[2m
und argumentiere wie in b)
(d) zu (23): Setzte Rk( )= L (2)y* + rily) in (25), r = WE% (falls r&(y) # 0)
Ire(y)| (k) (k) 1 ®) (|| 229
i k,w (19 @+ rw) - F9@) | € LD+ ) - 1O @) | 2
d.h. re(y) = o(|y|®), y = 0 O
Definition (Taylorpolynom, Taylorentwicklung)
Rechte Seite in (20) ohne Restglied heifit Taylorpolynomvon f in « vom Grad k — 1.
(20) heifit Taylorentwicklungvon f in x.
Folgerung 10.25 (Taylor-Formel mit partiellen Ableitungen)
Sei f: D C K™ — K™, d offen, f k-fach diffbar auf D, z € D, [¢,c+ y] C D:
k—1 1 n
fle+y) = flx) = l*,me” g, (2)Yg -y + Bi(y), (26)
=1 j=1
wobel y = (y1,...,Yn) € K™ (dh y; € K Zahlen).
Beweis. Benutze (11) O

» Bemerkung 10.26
Falls alle partiellen Ableitungen von f bis Ordnung k existieren und stetig sind auf D
= f € C*¥(D) und (26) (vgl. Theorem 10.11)
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m Beispiel 10.27
Sei f:R — R mit f(z) = cosz. Fiir x =0 gilt:

1 1 1
cosy = cos 0 + ﬁ(cos’(()))y + a(cos"(O))y2 +...+ H(cos(k) 0)y" + o(y[*)

k=8 1, 3 1y L 7 1 8 8
=1 _0.y— = A0y — — . -
0y —5y" +0y" + 50y =0y — o5y +0-y" + -ooony” +ollyl)
(gilt auch fiir K = C)

m Beispiel 10.28
Sei f:R? - Rmit f(z) = (2% + 2122 + sinza) (z = (71, 22))

Taylorentwicklung in x¢ = (1,7), y = (y1,v2) € R%
1 1
fl@+y) = f(zo) + f'(z0)y + §f"(ffo)y2 + gfm(xo)y3 +o(lyl*)
Offenbar sind

flay=| 2™ (@) = Hessf)a@) = |

x1 + cos xo 1 —sinzs

und es ergibt sich

f(xo+y) = f(w0) + fa, (T0)y1 + fu, (T0)y2
2

1 2 1
+ Elezl ($O)y% + 5.}01112 ($0)y1y2 + ifxgmg (fﬁ)yg
1
+ gfxgxgxg ("I/'O)yg) + 0(|y‘3)

1
:1+7r+(2+7r)y1+0-y2+yf+y1y2+0-y§+6y§’+o(|y|3), y—0

Frage: Falls f € C°°(D) existiert, dann

1 ..
e +y) = @)« Y 2P @y + ol firk=1,....n (27)
Definition (Taylorreihe)
Rechte Seite in (27) heifit Taylorreihevon f in x.

m Beispiel 10.29
Sei f:C — C mit f(z) =sinz fiir =0, dann

0 k gerade
®)(0) =
S0 {(—1)’6 fir k=20+1

= (27) hat die folgende Form:

y3 y5 ! y2l+1
Slny:y_g‘f'g"':Z(—l)mfurl:(),,oo

Diese gilt Vy € C (vgl. Definition Sinus in Kap. 13), analog Cosinus
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m Beispiel 10.30
Sei f: R — R mit

Nach Beispiel 10.4: f € C®(R), f*)(0) =0 Vk € N
27
EL f)=0)vy = ¢
= (27) gilt nicht fiir alle f € C*>(D)

Wiedeholung: Eine Reihe ist konvergent, falls die Folge der Partialsummen konvergieren, und damit
(27) gilt, muss die Reihe auch gegen f(z + y) konvergieren!

Satz 10.31 (Taylorreihe)
Sei f: D C K™ — K™, D offen, f € C*°(D,K™), z € D, B.(xz) C D. Falls

lim Ri(y) =0 Vyé€ B,(z)

k—o0

= Taylorformel (27) gilt Vy € B,.(z) und f heifit analytisch in x.

Beweis. Folgt direkt aus Theorem 10.23 O
m Beispiel 10.32

sin, cos, exp : C — C sind jeweils analytisch in allen z € C und (27) gilt jeweils Vy € C (klar fiir

x = 0) aus der Definition, fiir z # 0 erfolgt der Nachweis als UA / Selbststudium.
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11. Extremwerte

11.1. Lokale Extrema ohne Nebenbedingung

Betrachte f: D C R™ — R, D offen, f diffbar.

notwendige Bedingung: (Theorem 1.4.1): f hat lokales Minimum / Maximum in x € D = f'(z) =0
Frage: Hinreichende Bedingung?

Definition (definit, semidefinit, indefinit)
f%®) (z) fiir k > heilt positiv definit (negativ definit), falls

FP ()" >0(<0) VyeR\{0} (1)

und positiv (negativ) semidefinit mit > (<).
) heiBt indefinit , falls

3y1, 92 € RP\ {0} : fP(@)yf <0 < fP(2)yh (2)
Hinweis: &k ungerade, f*)(z) # 0 = f*)(x) indefinit, denn f*) (—y)* = (—1)F fF) (2)y*

Satz 11.1 (Hinreichende Extremwertbedingung)
Sei f: D CR® = R, D offen, f € C¥(D,R), z € D, k > 2 und sei

fll@y=...=f*V=0 (3)
Dann:
a) f hat strenges lokales Minimum (Maximum), falls f*)(z) positiv (negativ) definit

b) f hat weder Minimum noch Maximum, falls f*)(z) indefinit.

» Bemerkung 11.2
1) Falls f*)(x) positiv (negativ) semidefinit = keine Aussage moglich.

(betrachte f : R? — Rmit f(x1,22) = 22+r5, hat Minimum in z = 0, aber f(z1,72) = 22 +x3
hat weder Minimum noch Maximum in z = 0)

2) b) liefert: f*)(z) # 0 positiv (negativ) semidefinit ist notwendige Bedingung fiir ein lokales
Minimum bzw. Maximum, falls (3) gilt

Beweis.
zu a) Fiir Minimum (Maximum analog):
Sei f®)(x) positiv definite Abbildung, y — f*) (x)y* stetige Abbildung (folgt aus Bemerkung 10.8).
Sei S = {y € R" | |y| = 1} ist kompakt
= e S: fH (x> P (@)t =y>0vye S

=B fw+y) = (@) + LD @)y + oyl

>_
>y B

k
= 7@+ | 10 (L) o) | Il o
P 2
> f(z) + 55 - [yl* Vy € Br(0) falls y € B-(0), r > 0 klein
=z ist strenges, lokales Minimum = Behauptung

zu b) Wahle y1, y2 geméB (2), oBdA |yi| = |y2] =1
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analog zu a

S+ ty) = f() +
S+ tya) = [@) + 5 (FD @)k + o)) > f(@)

= Behauptung

|t] klein

Test Definitheit in Anwendungen: k = 2 wichtig (vgl. lineare Algebra).
f"(z) € L*(R?,R) = R"*" (HESSE-Matrix)
f"(@)y? = f"(2)(y,y) = (Hessf)(2)y, y), vgl. Beispiel 10.10
Matrix A € R™* ist
e positiv (negativ) definit < alle Eigenwerte sind positiv (negativ)

e indefinit = 3 positive und negative Eigenwerte

11.2. Sylvester’sches Definitheitskriterium

Eine symmetrische Matrix A = (a;;) € R™*™ ist positiv definit gdw. alle fithrenden Hauptminoren
positiv sind, d.h.

beachte: A negativ definit & —A positiv definit

Spezialfall n = 2: e det A < 0 & indefinit
e a1 <0 und det A > 0 < negativ definit

m Beispiel 11.3
Sei f:R? — R mit f(x1,72) = 27 + cos xo
= f(x1,22) = (221) —sinas =0
= x1=0,20 =k -7, dh. Z=(0,k-7) fiir k € Z sind Kandidaten fiir Extrema.

(@1, @2) = ’ ’ = f(7) = ’ !

0 —coszy 0 (—1)F+1
entsprechend ergeben sich folgende Félle:

= f"(Z) ist positiv definit fiir k¥ ungerade = f(Z) ist indefinit fiir k gerade

= lokales Minimum, = kein Extremum

11.3. Lokale Extrema mit Gleichungsnebenbedingung

Betrachte f: D C R™ — R diffbar, D offen, g : D C R" — R diffbar
Frage:: Bestimmen von Extrema von f auf der Menge G := {x € R | g(z) = 0}, d.h. suche notwendige
Bedingung (fiir hinreichende Bedingung sieh Vorlesung Optimierung)

Motivation: Fiir m > 1: notwendige Bedingung: f’(max) steht senkrecht auf der Niveaumenge G
= IANER: f(Tmax) + A (Tmax) =0
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Satz 11.4 (Lagrange-Multiplikatorregel, notwendige Bedingung)
Seien f: D C R" - R, g: D — R™ stetig, diffbar, D offen und sei x € D lokales Extremum von
f beziiglich G, d.h.

Ir>0:f(x) S f(y) Vy€ Be(n)
mit g(y) = 0.
Falls ¢/(z) reguléir, d.h.
rang g'(z) = m, (4)
dann
INER™: f(2)+ATg'(x) =0 (5)

Definition (Lagrangescher Multiplikator)
A oben heifit Lagrangescher Multiplikator

» Bemerkung 11.5
o Offenbar nur fir m <n

e 1z mit (4) heifit regulires Extrema .

e Kandidaten fiir Extrema bestimmen: (5) liefert n Gleichungen fiir n + m Unbekannte (x, \),
aber (5) mit g(z) = 0 liefert n + m Gleichungen fiir (z, \)

Beweis. Vgl. Literatur. d

m Beispiel 11.6
Bestimme reguliire Extrema von f auf G = {g = 0} mit

fRP =R, (z,y,2) 2% +y* + 22

2 +4y? —1
g:R®— R? (z,y,2) — 4
z

Betrachte AT = (A1, \2):

2¢ 8y O

0= f"(z,y,2) + \¢'(2,,2) = (22,2y,22) + AT - (6)
0 0 1
0= g(xvyvz)
Das heif}t
2 + 2\ =0 2+ 4yt =1
2y +8M\y =0 z=0
224+ X =0
= 2=0, Ay =0, und
r(1+X)=0 y(1+4X1) =0 22 4yt =1
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falls: e x #£0: \y = -1,y = 0,z =41 = (&1, 0,0) . . .
Kandidaten fiir regulidre Extrema
e =0y =+3, A\ =-1 = ( 0,£3,0
Offenbar ist rang ¢'(z,y, z) = 2 fiir alle Kandidaten.
Da G Ellipse in der z-y-Ebene ist, und f die Norm in’s Quadrat, priift man leicht: Minimum in
(0,4%,0) und Maximum in (£1,0,0).
11.4. Globale Extrema mit Abstrakter Nebenbedinung

Betrachte f : D C R — R, D offen, f stetig auf D, diffbar auf D.
Existenz: nach 77:

D ke k . - . .. . .
D beschriinkt ——manP2 f besitzt auf D ein Minimum und ein Maximum

Frage: Bestimme sogenannte globale Extremalstelle iy, Tmax-
Strategie::  a) Bestimmte lokale Extrema in D

b) Bestimme globale Extrema auf 0D

¢) Vergleiche Extrema aus a) und b)

m Beispiel 11.7
Sei f(x1,m2) = 2% 4+ coswy mit D = (—1,1) x (0,4) (vgl. Beispiel 11.3).

Lokale Extrema in D: f(0,7) = —1 Minimum.
Globale Extrema auf 0D:
e 17 = +1: Betrachte o — f(£1,22) = 1 + cosxa auf [0, 4].
Offenbar 0 = f(£1,7) < f(£1,z2) < f(£1,0) =2
o 15 =0: 21 — f(21,0) = 2% + 1 auf [-1,1]
Offenbar 1 = f(0,0) < f(z1,0) < f(£1,0) =2
e x5 = 4: Betrachte 2; — 2% + cos4 mit [—1,1]
cosd < f(0,4) < f(z1,4) < f(£1,4) =1+ cos4
Vergleich liefert:zmin = (0,7), Tmax = (£1,0)

Hinweis: Bentze fiir Extrema evtl. partielle Ableitungen

Japy (1, 29) = —sinas =0

bzw. fy, (21,0) =22, =0 usw.
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12. Inverse und implizite Funktionen

Frage 1: Sei f: D C K™ — K™ diftbar, z € D. Wann existiert — zumindest lokal — diffbar Umkehr-
funktion?

Vorbetrachtung: f ist dann (lokal) Diffeomorphismus und man hat in Umgebung von x
o f1 existiert = f injektiv
o 1 diffbar, z.B. y € K™ = B.(y) C f(K™) fiir ein € > 0 = (y innerer Punkt) f surjektiv

Falls f linear, d.h. f(z) = Az und A € L(K", K™) = n =m und A regulér.

Fiir allgemeine Funktion sollte dann gelten: n = m, f/(z) regulir (sonst ungewiss)

m Beispiel 12.1
Sei fj : R — R mit f;(z) = 27 (in Umgebung von o). fi und f3 sind invertierbar, f» nicht.

wobei: f{(0) =1 (# 0) regulér, f5(0) =0 = f/(0) = nicht regulér
m Beispiel 12.2
Se f:R— R und

_Jrz4a®cosT x#0
o-1{; "7
= f'(0) =1, d.h. regulér

aber: f in keiner Umgebung von 2 = 0 invertierbar (Selbststudium / UA) (Problem: f’ nicht stetig
inx=0)

Lemma 12.3
Sei f:UC K" —V C K™, U,V offen, f Diffeomorphismus mit f(U) =V
=n=m

Beweis. Seiy= f(z) eV firx e U
) ==

= [T@) =2 [T W) =y
S () (@) f @) = idkn, f(@) - (f7Y) () = idgon
rese nxm m

= Re ((f71)(y)) = K" = n < m sowie }n_m

Re (f'(x)) =K"=m<n
O
Frage 2: Losen von Gleichungen:
Sei f:DC K"x K! - K™, (z,y) € K" x K.
Bestimme Losungen y in Abhéngigkeit vom Parameter z fiir folgende Gleichung:
flz,y) =0 (1)

Sinnvolle Anwendung:

e Losung y = g(z) hidngt stetig oder Differenzierbar vom Parameter z ab

m Beispiel 12.4
Sei f: D CR xR — R diffbar.
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Betrachte die Niveaumenge
N = {(z,y) e R*| f(z,y) =0} (= Kurve)

Im Allgemeinen mehrere Losungen von (1) fiir Z fest.

= betrachte lokale Losung, d.h. fixiere (zg,%0) € N und suche Losungen in der Umge-
bung.
Was passiert bei (z;,y;)?
e j = 1: Kreuzungspunkt: = keine eindeutige Loésung (offenbar f'(x,y) =)
J = 2: kein eindeutiges y (offenbar f'(z,y) = 0)
J = 3: eindeutige Losung, aber Grenzfall mit f,(x3,y3) =0
J = 4: eindeutige Losung y und offenbar f,(z4,y4) # 0

Nermutung o pale Lésung existiert, falls fy(zo, yo) regulér

2ligemenn, a) beste lokale Losungen, d.h. in Umgebung einer Losung (zo, yo) € D
b) lokal eindeutige Losung y erforderlich Va

= y — f(x,y) muss invertierbar sein fiir festes x

= LA. nur fiir I =m mdoglich (vgl. Lemma 12.3).
Betrachte z.B. f affin linear in y, d.h. (1) hat die Form A(x)y = b(z) mit
A(z) € L(K!, K™), b(z) € K™

= betrachte somit f: D C K" x K™ — K™

= fiir gegebenes x hat (1) m skalare Gleichungen mit m skalaren Unbekannten

21, Tyt yn) =0, j=1,...,n

= Faustregel: wie bei linearen Gleichungen benétigt man m skalare Gleichun-
gen zur Bestimmung von m skalaren Unbekannten.
(mehrere Gleichungen: in der Regel keine Losung, weniger Gleichungen:
i.A. viele Losungen)

Definition

u[(lokale) Losung] Funktion 7 : D € K™ — K™ heifit (lokale) Losung von (1) in z auf D falls

flx,g(x)) =0 Vze D (2)

Man sagt: (1) beschreibt Funktion § implizit (d.h. nicht explizit)
hiufig schreibt man y(z) statt g(z)

Sei f: D C K" x K™ — K™, D offen, fy(z,y) bzw. fy(x,y) ist Ableitung der Funktion z — f(z,y)
(fiir y feste) im Punkt « bzw. von y — f(z,y) (x fest) im Punkt y heifit partielle Ableitung von f in
(x,y) beziiglich z. bzw. y

Theorem 12.5 (Satz iiber implizite Funktionen)
Sei f: D CR™x K™ — K™, D offen, f stetig und

a) f(zo,y0) = 0 fiir ein (zo,y0) € D

b) die Partielle Ableitung f, : D — L(K™, K™) existiert, ist stetig in (x¢, yo) und fy(zo,%0)
ist regular

Dann:
1) 3r,p>0: Vo € B.(z9) 3y =5 € B,(yo) mit f(z,y(x)) =0 und g : B(x0) = B,(yo) stetig
(beachte: B, (xq) x B,(yo) C D)
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2) falls zusétzlich f: D — K™ stetig diffbar
= auch g stetig diffbar auf B, (z¢) mit

7 (@) =~ fy(@,5(x) " fola, §(x)) € K™

mXxXn mxn

GL(n,K) := {A € L(K", K") | A reguldr} ist die allgemeine lineare Gruppe .

Lemma 12.6
a) Sei A € GL(n, K), B € L(K", K"), | B — A| < 2
= B € GL(n, K)

b) ¢ : GL(n,K) — GL(n, K) mit ¢(A) = A~! ist stetig.
Hinweis: a) liefert, dass GL(n, K) C L(K™, K™) offen ist

Bewets (Lemma 12.6).
zu (a) Es ist
lid—AT'B|| = [ATH(A-B)|| < |A7Y| - |A~ B| <1
|(id— A™'B)z| < [lid — A™'B| - |z| < |z| Yz #0
Sei AT'Bz =0 fiir x #£ 0 g ¢ = C:= A" !B regular
= B = AC regulir
zu (b) Fixiere A € GL(n, K) und betrachte B € GL(n, K) mit
1
|B—All < i
1540 3

Vye K™
>

B~ 'yl = AT AB y| < AT [|AB Ty = |ATII(A ~ B)B™ 'y +

_ _ W1 __ _
<A (A= BB yl + [yl) < 5B "yl + A7 [yl

= |B7'y| <2|A7"|ly| vy € K™

= B~ <2147

= lle(B) —p(A)| =B~ = AT | =BT (A-B)A™"||
<|IB7HI- A= B[IATY] < 2|A7*|A - B

= Jim o(B) = ¢(4)

=  stetigin A A belicbig Behauptung

Beweis (Theorem 12.5). Setze p(x,%y) =y — fy(xo,y0)  f(z,y) V(z,y) € D

a) Offenbar existiert die partielle Ableitung @y (x,y) = idgm — fy(zo,y0) * fy(x,y) V(z,y) € D

Da f, stetig in (zo,y0) und @(xo,yo) = 0 existiert konvexe Umgebung U (o, y0) C D von (zo,yo) und

1
||90y(x7y)” < 5 V(flﬁ,y) € U(x07y0)

Fiir feste (z,y), (z,2) € U(xo,yo) liefert der Schrankensatz ein 7 € (0,1) mit

[p(z,y) = ¢, 2)] < lloy(z, 2 +7(y = 2)llly — 2 < %ly* z| Yy, 2), (z,2) € U(zo, o)
——

€U(z0,y0)
Nun existiert p > 0: By(zo) X By(yo) C U(zo, yo).
Da f stetig, f(zo,y0) = 0 existiert r > 0:

£y (0, 50) ™" f (=, o)l < %p Va € B, (x0)

(5)
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= |p(z,y) — vol < le(x,y) — @(x,y0)| + [(z,y0) — Yol

5) 1 _
< §|y = ol + |l fy(@o,y0) | - | f(z,90)| < p Va € Bp(x0), y € B,(yo)
= @z, -) : Bp(yo) = Bo(yo) Va € Br(xo)

und ¢(z, -) ist kontraktiv nach (5) Va € B, (zo)
Loz e B, (zo) 3! Fixpunkt: y = g(z) € B,(yo) mit

Offenbar (7) < fy(z0,30) ™" f(2,5(2)) = 0 & f(z,§(x)) =0
Wegen (6) und (7) ist g(x) € B,(yo)
= Behauptung (1) bis auf Stetigkeit von g

b) Zeige: g ist stetig. Fiir z1, 22 € Br(zo) gilt:

©)
)=

922) ~ 5)] 2o, 02) — o, )
< itz 5(0)) — plaa, o) + lolaz, 5o0)) — oo, o)
o 2 )~ )|+ 16y o) 2, 50) — S, e

= [§(x2) — §lan)] < 2 fy(zo,90) " 1f (@2, §(x1)) — flar,G(xn))]

Da f stetig folgt g stetig auf By (xo)
Zeige 2): Fixiere x € By(x0), 2z € K"
Da f diffbar und g Losung, gilt fiir |¢| klein nach Satz 1.2.1 b):

o
~

0
— Df(5,5)- r + o) - tz
Y Gz + tz) — j(z) ~ \ gz +tz) - §(2)
o

Wegen (8) existiert ¢ > 0:

|9(z + t2) — §()|
|zl - [t +o(1) - [¢])

cf(@+tz,9(@)) = f(a,9(@))] = el fa(z,§(2)) - (1) + o(t)]
|
| -|2z| +o(1))|¢] fur |¢| klein

()
j—
g
—
8
<
—~

5
N

= R(t) =o(t),t =0

Wegen fy(zo,7(z0)) € GL(m, K), fy stetig, § stetig

L 12.6 . .
==Z2 =% fiir eventuell kleineres r > 0 als oben:

fy(z,9(z)) € GL(m,K) Vz € By(x0)

S e+ 2) ~ () = ~ful@ 5(2) 7 fole,3(@) - (1) (), £ 0
= ¢'(z, z) existiert Vz € K" mit

7 (2,2) = = fy(2,5(x)) " - fole,§(2)) 2 Vz€ K"

stetig beziiglich z, da f € ¢! nach Lemma 12.6

= Alle partiellen Ableitungen g, sind stetig auf B, (zo)
el 7 stetig diffbar auf B, (zo)
Wegen §'(z) - z = §'(x; 2) folgt aus (10) die Formel fiir ¢’ (t)

92
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Hinweis: Sei f = (f*,...,f™): D C K" x K™ — K™, D offen und seien alle partiellen Ableitungen fzjj
stetig in y (d.h. y — f, (z,y) stetig fiir « fest Vi = 1,...,m)

1 1
n(@y) o fy (2,y)

Theorem 1.4.14
>

fy(xvy) =
fonwy) o ()
Analog erhiilt man f,(z,y) € K™*".

Falls alle fg{j, él stetig sind in x und y

= f diffbar mit

F'(@,y) = (fo(z,9) | fy(z,y))

m Beispiel 12.7
Sei f:R xR — Rmit f(z,y) = 2%(1 — 2?) —y? Yo,y € R.

Offenbar ist

felz,y) = 22(1 — 2%) — 223 = 20 — 423
fy(xvy) = _2y

Suche Losungen von f(z,y) =0
e yo =0: fy(x0,0) = 0 nicht reguldr = Theorem nicht anwendbar

e 7y # 0: fy(zo,y0) # 0, also regulir.

Sei f(xo,y0) = 0 Saw 128 anwendbar, z.B. (zo,y0) = (3, %) ist Nullstelle

von f
= 3r,p > 0, Funktion 7 : f(z,g(x)) =0Vz € Br(g)
2

1
g(3) = %ﬁ und §(z) ist einzige Losung um B,(2¥%2)

9
sl 12vz) 1 V2v2
Y <3)fy <379 > fa <37 9 )

e yo =0, zg = 1: hier ist f,(1,0) = —2, also regulér
S22 128 3 Jokale Losung Z(y): f(2(y),y) =0 Yy € Bz(0) und '(0) =0

o yo =0, zop =0: f;(0,0) = f,(0,0) = 0 nicht regulér
Satz 12.5
=

in keiner Variante Anwendbar.

m Beispiel 12.8
Betrachte nicht-lineares Gleichungssystem:

2e* +vw =5
veosu —6u+2w =7

Offenbar (u,v,w) = (0,1, 3) Losung.

Faustregeln: 2 Gleichungen, 3 Unbekannte = , viele“ Losungen, 1 Freiheitsgrad
= Suche Losung der Form (u,v) = g(w) nahe obiger Losung fiir g : R — R?
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12. Inverse und implizite Funktionen Kapitel III: Differentiation 11

Betrachte mit = := w, g = (y1,y2) := (u,v) Funktion

2eY1 + yoxr — 5
FiRxR2 5 R, (2,y) — b2
yocosy — 1 —6y; + 2z —7

2e¥1 T
= fy(x,y) = .
—yosiny; —6  cosy;

2 3
= f,((3,0,01)) = regulir, det = 20
—6 1

222 22 3 Funktion g : (3 — 7,3+ 1) — B,((0,1)) mit
Iz g(x)) = 0, 9(3) = (0.1)

Insbesondere (u, v, w) = (g(w),w) sind weitere Losungen von (11).

-1
2 3 1 1 ({1 =3\ /(1

9'(3) = —f,(3,(0,1)7" £3,(0,1)) = — 6 1) \2f 20l 2)\2) \-

W=

(SIS

Zuriick zu Frage 1: Wann hat f: D C K™ — K" eine diffbar Umkehrfunktion?

Betrachte Gleichung f(z) —y = 0. Falls diese Gleichung nach z auflosbar, d.h. 3g : K™ — K™ mit
fla) =yvy=g=/f"

Theorem 12.9 (Satz iiber inverse Funktionen)
Sei f:U C K™ — K", U offen, f stetig diffbar, f'(x) regulér fiir ein 2o € U

= Es existiert eine offene Umgebung Uy C U von zg, sodass Vp := f(Uy) offene Umgebung von
Yo := f(xo) ist, und die auf Uy eingeschréinkte Abbildung f : Uy — Vj ist Diffeomorphismus.

Satz 12.10 (Ableitung der inversen Funktion)
Sei f: D C K™ — K", D offen, f injektiv und diffbar, f=! diffbar in y € int f(D)

—1y/ _
= () w=r¢"w) (12)
(bzw. (f71)(y) = f'(x)~" falls y = f(x))
Spezialfalln = m = 1: (f~1)'(y) = W
Beweis (Satz 12.9). Betrachte f: D x K™ — K™ mit f(z,y) = f(z) — y.
Offenbar ist f stetig, (o, y0) = 0 und fi(z,y) = ['(x), fy(e,y) = —idxen ¥(z,y)
= f;, fy stetig = f stetig diffbar
Nach Voraussetzung f(zo,y0) = f'(xo) regulir
2L Spp > 0:Vy € Br(yo) Iz = (y) € By(z0) mit 0= f(i(y),y) = f(#(y) — y
= lokal inverse Funktion f~' = # existiert auf B, (yo) =: Vo und ist stetig diffbar.
Setzte Up := f~* (Vo) = {x € D | f(x) € Vo} NB,(x0) offene Umgebung von o
offen, da f stetig
= f(Uo) =Vo = f:Uy — Vp ist Diffeomorphismus O
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12. Inverse und implizite Funktionen Kapitel III: Differentiation 11

Beweis (Satz 12.10). f~' existiert, f diffbar, f~! diffbar in y = f(z), € D.
Wegen f(f~'(y)) =y, f~'(f(z)) = z folgt

PO W) - (Y (y) = idkn, YW =) =idkgn
=) =) U

Als Folgerung eine globale Aussage:

Satz 12.11
Sei f: D C K™ — K™, D offen, f stetig diffbar, f'(x) regulir Va € D

= (a) (Satz iiber offene Abbildungen)
f(D) ist offen
(b) (Diffeomorphiesatz)
f injektiv = f : D — f(D) ist Diffeomorphismus

Beweis.

zua) Seilyo € f(D) = xo € D : yo = f(x0)
Satz 128 3 Umgebung Vo C f(D) von yo

Yo beliebig f(D) offen

zu b) Offenbar existiert f~': f(d) — D
Lokale Eigenschaften wie Stetigkeit und diffbarkeit folgen aus Theorem 12.9 O

m Beispiel 12.12
Sei f(z) =a®* Ve €R (a>0,a#1)

Beispiel 1.2.18 i
% f/(JU) == ar : lIlCl, f/ Stetlg

Offenbar f~!(y) = log, y Vy > 0, f'(x) # 0, d.h. reguldr Vo € R

Satz 1211 f iR — R_q ist Diffeomorphismus und
f injektiv
= 1 1 1
1 ! = -1 Y L(T) = = v > O
(log,y)" = (f7")(v) @) " arna  gma
(vgl. Beispiel 1.2.19)
m Beispiel 12.13
Sei f(;v) =tanz Vz € (-3, %)
Delopiel 1221, (tanz)’ = —L— 3 0 Va, stetig
Satz 2L arctan: R — (—% %) ist Diffeomorphismus und
1 1 1
t I = = cos’z = = Yy € R
(arctany) (tan z)’ T a1 1+ y? ye
m Beispiel 12.14 (Polarkoordinaten im R?)
T=17-COsp y=r-siny

Sei f:Rso x R — R? mit

T - COS ¢

r-sing
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12. Inverse und implizite Funktionen Kapitel III: Differentiation 11

Offenbar stetig diffbar auf R<y x R mit

cos —rsin
fiir,e) = v v

sing rcosep

Wegen det f/(z) = r(cos? ¢ + sin? ) = r ist f/(r, @) regulir Vr, ¢ € (Rsg x R)

Sotz 128 f ist lokal Diffeomorphismus, d.h. fiir jedes (rg, ¢o) € Rsg x R existiert Umgebung Uy,

sodass f : Uy — Vy := f(Up) Diffeomorphismus ist.

Fiir Ableitung (f~1)'(x,y) mit (x,y) = (rcos ¢, rsinyp) gilt mit r = /22 + y2:

. T Y
RN _ COS s @ 22442 224 y2
e RO e A e I IR CEat
T T \/x2+y2 \/ac2+y2

beachte: f:Rsg xR — R\ {0} ist kein Diffeomorphismus, da f nicht injektiv (f periodisch in ¢),

aber: f : Rsq X (0, po + 2m) — R?\ {Strahl in Richtung ¢g} ist Diffeomorphismus fiir beliebiges
o € R nach Satz 12.11 (b).

folglich: Voraussetzung f injektiv in Satz 12.11 (b) ist wesentlich.
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13. Funktionsfolgen

Betrachte fr : D C K™ — K™, D offen, fi diffbar fiir k € N
Frage:: Wann konvergiert { fi }ren gegen diffbare Funktion f mit f;, — f’
Wiederholung: alle fj stetig, fr — f gleichmaig auf D = f stetig

m Beispiel »
Sei fi : R — R mit fy(z) = si2bz

Wegen |fi(z)| < ¢ Vk = fi — f gleichméBig auf R fiir f =0
Aber f](x) = k- cosh® z=+f'(z) = 0
m Beispiel 13.1

Sei fi : R — R mit fi(z) = /a2 + £, wobei f(z) = |z|

= alle fj, diffbar, fi, — f gleichmifig auf [—1, 1] und (| fx(z) — f(x)| < fk(O)ﬁ aber f nicht diffbar

m Beispiel 13.2 .
Sei fr : R — R mit fx(x) = %, = fi = f(z) = 0 gleichméBig auf R (da |fy(z)| < V& € R)

aber f,(z) = coskz /4 f () =0

Satz 13.3 (Differentiation bei Funktionsfolgen)

Sei fixx : D C K™ — K™, D offen, beschréinkt, f; diffbar V& und
(a) ff —: g gleichmiBig auf B, (z) C D
(b) {fr(zo)}xr konvergiert fiir ein zg € By (z)

= fr —: f gleichmiiBig auf B, (x) und f ist diffbar auf B, (z) mit

fily) = f'(y) Yy e B (x)

Hinweis: Betrachte fj(z) := % + k auf R um zu sehen (g = 0), dass Voraussetzung (b) wichtig ist.

Bewets. Fiir ¢ > 0 Jko € N mit

|fe(z0) — fi(zo)] <& Vk,1> ko und (1)
lg(y) = F21 < & 11 £x(y) = Fe@)I| < k.1 > ko,y € Br(2) (2)
Weiter gilt (eventuell fiir groferes ko) ||g(z) — fi(2)|| < € und
Ife(w) = fiw)ll <& Vk,l>ko, 2,y € Br(x) 3)
Schrankensatz: Vz,y € By(z), k,l > ko 3¢ € [y, 2] mit
1(fe(v) = fi(y) = (fi(z) = filDI < 1 fe(€) = FIEN - |y — 2| <ely —z[ < 2r-e (4)
= |fe(y) = L] < 1(frely) = £i(y)) = (Fr(zo) = fi(x0))| + [ fe(z0) = fi(zo)|
<2re+e=¢e(2r+1) ye€ Br(z), k,l > ko (5)

= {fr(y)}xen ist CaucHY-Folge (CF) in K™ Vy
= frly) === f(y) Vy € By (x)

Mit I — oo in (5): fr — f gleichmiBig auf B, (z)
Fixiere £ € By(z), k = ko. Dann liefert [ — oo in (4)

1F(y) = (@) = (frly) — fu(®)| <ely — 2| Yy € B, (2)
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Da fi, diffbar 3p = p(e) > 0 mit

|fi(y) = fe(2) = fiu(®) - (y — &) < ely — 2| Yy € By(Z) C By(x)

= |fy) = f(@) —9(@) - (v = D) < |f(y) = F@)] + [fr(y) — (@)

+ | fu(y) = fx(Z) — fr(@) - (y — T)|
+ /(@) - (y — &) — g(2)(y — )|
Sely—| +ely— 2| +ely— 3| =3¢ely — 3| Yy e By()

Beachte: Ve > 0 3p > 0 und mit (6)
= fly) - @) —9@) - (y-2) =oly—2|), y > &
= f(&)=g9(Z) £ belicbig Behauptung

13.1. Anwendung auf Potenzreihen

Sei f: Br(zg) C K — K gegeben durch eine Potenzreihe

= 3 —z0)F Va x
f(af)—kz::()@k(ﬂlj 0)" Vv GB\JL( 0)

Konvergenzradius

. . o 1
Wiederholung: R = T P

Frage: Ist f diffbar und kann man gliedweise differenzieren?

Satz 13.4
Sei f : By(x9) C K — K Potenzreihe gemis (7)
= f ist diffbar auf B, (z¢) mit

fl@) = kar(x —x0)* ™ Va € By(o)
k=1

Folgerung 13.5
Sei f: Br(xzo) C K — K Potenzreihe gemés (7)
= f € C®(Bgr(xg), K) und

ap = % : f(k))(xo)

(d.h die Potenzreihe stimmt mit der Taylorreihe von f in z iiberein)
Beweis. k-fache Anwendung von Satz 13.4 liefert f € C*(B,(x0), K) Vk € N
& f'(z) = a1, f"(x0) = 2ax, ... rekursiv folgt (9).

Beweis (Satz 13.4). Betrache die Partialsummen

k
fe(@) = a;(x —z0)’ Va € Br(zo)
j=0
= fr(zo) 225 f(x0) und fi diffbar mit

k
fi(@) = jaj(@—w0)’"" Vo € Br(xo)

j=1
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13. Funktionsfolgen Kapitel III: Differentiation 11

Wegen

k+1

limsup {/(k + 1)|ax+1| = limsup {/k (1 + %) . ( ’“+\1/\ak+1|) " =limsup ¥/|ax| = %
k— o0
hat die Potenzreihe
g(z) :== Zkak(x )
k=1

den Konvergenzradius R
= Reihe g konvergiert gleichm#Big auf B, (zo) Vr € (0, R) (vgl. 13.1), d.h. fi — g gleichmilig auf

Br(l'o)
S22 133 ¢ st diffbar auf Br(x0) mit (8) auf Byr(zo).
Da r € (0, R) beliebig, folgt die Behauptung. ]
m Beispiel 13.6
Es gilt
In(1+x) = f(z) = f: (_1)kxk+1 Vre (-1,1)CR (10)
= k+1 '

Bewets. f(x) sei Potenzreihe in (10), hat Konvergenzradius R =1, 2o =0

Sate 134 ¢ diffbar auf (—1,1) und

P — VS S . .
f(z)= kZ:O( x)" = 1= (=) —a) =172 geometrische Reihe
und
d — _ /
aln(l—i—x) =172 = f'(z)
f(z) =In(1 4 z) + const
Wegen f(0) =0=1Inl= f(z) =In(1+z) Vz € (—1,1), d.h. (10) gilt. O
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