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Kapitel I

Das gewohnliche Iterationsverfahren

1. Fixpunkte

Seien ein Vektorraum V', eine Menge U C V und eine Abbildung & : U — V gegeben. Dann heifit
2* € U Fixpunkt der Abbildung @, falls ®(z*) = z* gilt. Die Aufgabe

O(z) ==

eigentlich die Aufgabe, diese Gleichung zu 16sen) wird als Fixpunktaufgabe bezeichnet. Die Abbildung
® heifit Fixpunktabbildung. Im Unterschied zur Fixpunktaufgabe heifit

F(z)=0

Nullstellenaufgabe. Zu jeder Nullstellenaufgabe gibt es eine dquivalente Fixpunktaufgabe (z.B. F(z) =
0 < ®(z) =z mit ®(x) := F(z)+2z) und umgekehrt (z.B. &(z) = z & F(z) = 0 mit F(x) := &(x)—x).
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2. Der Fixpunktsatz von Banach

Der folgende Satz gibt (unter gewissen Bedingungen) eine konstruktive Moglichkeit an, einen Fixpunkt

néherungsweise zu ermitteln.

Satz 2.1 (Banach)
Seien (V, ||]|) ein Banach-Raum, U C V eine abgeschlossene Menge und ® : U — V eine Abbildung.
Die Abbildung & sei selbstabbildend, d.h. es gilt

o(U) CU.
Auflerdem sei ® kontraktiv, d.h. es gibt A € [0,1), so dass
[@(x) — ®(y)|| < Al —yl|, fir alle 2,y € U.

Dann besitzt ® genau einen Fixpunkt x* € U. Weiterhin konvergiert die durch

erzeugte Folge {2z*} fiir jeden Startwert #° € U gegen z* und es gilt fiir alle k € N

|25t — 2*|| < ﬁkaH — 2"|| a posteriori Fehlerabschétzung, (2)
plant
|zF Tt —¥| < — lz* — 2°|| a priori Fehlerabschitzung, (3)
A
|2*tt — ¥ < ﬁﬂxk — 2*|| Q-lineare Konvergenz mit Ordnung A. (4)
Beweis. Verlesung zur Analysis. O

Die in Satz 2.1 vorkommende Zahl A € [0, 1) wird Kontraktionskonstante genannt.
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3. Gewohnliche Iterationsverfahren

Durch 1 erkliarte Verfahren heifit gewohnliches Interationsverfahren oder Fixpunktiteration. Kritisch ist

dabei, ob die Voraussetzungen (&P ist selbstabbildend und kontraktiv) erfiillt werden kénnen. Dies wird
in diesem Abschnitt im Fall V' = R™ mit einer beliebigen aber festen Vektornorm || - || untersucht. Die

zugeordnete Matrixnorm wurde mit || - ||, bezeichnet.

Lemma 3.1
Sei S C R"” offen und konvex und ® : D — R” stetig differenzierbar. Falls L > 0 existiert mit

|®'(z)||« < L fiir alle z € D, (1)
dann ist ® Lipschitz-stetig in D mit der Lipschitz-Konstante L, d.h. es gilt
|®(z) — (y)|| < L|jz — y|| fiir alle z € D. (2)

Die Umkehrung dieser Aussage ist ebenfalls richtig.
Beweis. 1. Sei 1 erfiillt. Mit Satz 5.1 aus der Vorlesung ENM folgt

[@(z) — @), = ’ / ' (y+t(z —y))(z — y)dt

<llw =yl sup [[@'(+e@-v)], G
t€[0,1]

fiir alle x,y € D. Also liefert 1 unter Beachtung der Konvexitat von D die Behauptung.

2. Sei nun 2 erfiillt. Angenommen es gibt § € D mit

lo @

> L. (4)

Unter Beriicksichtigung der Definition der zugeordneten Matrixnorm ||-||, folgt, dass d € R™ existiert mit
ld]l = 1 und ||®'(gd)|| = [|®(§)],. Wendet man nun ENM mit = := § + sd und y := § an, so folgt fiir alle
s > 0 hinreichend klein

[2(g + sd) — @(9)|| < L|sd| = sL (5)
und

[®(3 + sd) — (9)[| = ‘

:‘/ (I)/(Q—i—tsd)(sd)dt—i—/ @/(@)(sd)(sd)dt—/ @' () (sd)(sd)dt

> s||@(9d)|| - slldl| sup || @ (5 + tsd) — @' (5)
t€[0,1]

/1 O (§ + tsd)(sd)dt

*

= s([| ()

— sup [|®(g + tsd) - ®'(9)
te[0,1]

)

* *

> sL,

wobei sich die letzte Ungleichung wegen 4 und der Stetigkeit von ®’ ergibt. Offenbar hat man damit einen

Widerspruch, so dass die Annahme falsch ist. O
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m Beispiel 3.2
Die Nullstellenaufgabe cos x — 2z = 0 sei zu l6sen. Eine mogliche Formulierung als Fixpunktaufgabe

ist
O(z) = z mit &(x) := —z + cosz
Offenbar ist ® : R — R selbstabbildend. Weiter ergibt sich
®'(r) = —1—sinz

Fir z € D := (0,1) gilt daher |®'(z)| > 1. Mit Lemma 3.1 folgt |®(z) — ®(y)| > |z —y| fiir
mindestens ein Paar (x,y) € D x D. Somit ist ® in D nicht kontrahierend. Definiert man ® aber
durch ®(z) := 1/2cosz, so ist die Fixpunktaufgabe 1/2cosx = x wiederum zur Nullstellenaufgabe
dquivalent und es folgt
' (x) = 1sin:r
=5 )
Damit hat man |®'(z)| < 1/ fiir alle x € R. Also ist die zuletzt definierte Abbildung ® kontra-

hierend auf R (und dort natiirlich selbstabbildend), so dass die Voraussetzungen des Banachschen

Fixpunktsatzes erfiillt sind. Die Fixpunktiteration mit ®(z) = 1/2cosz und z° := 1 ergibt:

add table here!!! (6)

Nehmen wir an, die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes seien gegeben. Dann héngt die
Konvergenzgeschwindigkeit der Fixpunktiteration offenbar von der Kontraktionskonstanten A € [0,1)
ab. Je kleiner A ist, desto schneller ist ist die Konvergenzgeschwindigkeit. Unter Umstdnden kann die
Umformulierung einer Fixpunktaufgabe mit Hilfe einer anderen Fixpunktabbildung helfen, die Konver-
genzgeschwindigkeit zu verbessern (ggf. auf Kosten der Grofle der Menge U, in der die Voraussetzungen
des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt sind.) Ein Beispiel zu Konstruktion einer Fixpunktabbildung
mit lokal beliebig kleiner Kontraktionskonstante gibt Abschnitt 1.4. In Abschnitt 2.1 wird gezeigt, wie
Fixpunktabbildungen zu iterativen Losung von linearen Gleichungssystemen eingesetzt werden kénnen.
Im Weiteren bezeichne B(z*,r) := die abgeschlossene Kugel um z* mit Radius r (bzgl. einer passenden

Norm).

Satz 3.3 (Ostrowski)
Seien D C R"™ offen und ® : D — R stetig differenzierbar. Die Abbildung ® besitze einen Fixpunkt
xz* € D mit ||®'(2*)|« < 1. Dann existiert » > 0, so dass das gewdhnliche Iterationsverfahren fiir

jeden Startpunkt z° € B(x*,r) gegen z* konvergiert.

Beweis. Da ® stetig differenzierbar ist und ||®’(zx)||, < 1, gibt es A € [0,1] und r > 0, sodass
|[@'(2)]|, <A fiir alle z € B(ax, 7).
Nach Lemma 3.1 gilt daher

19 () — B < Mz —y||  fiir alle @,y € B(ax,r). (7)
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Insbesondere folgt hieraus
|®(z) — ®(zx)|| = ||P(z) — zx|| < A||lx — x*|| fiir alle z € B(xx,r) (8)

und damit ®(z) € B(xx,r) fir alle x € B(xx*,r). Also ist ® bzgl. B(z*,r) selbstabbildend und kontraktiv. Daher
liefert Satz 2.1 die gewiinschte Aussage. O
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4. Das Newton-Verfahren als Fixpunktiteration

Sei D C R"™ offen und F' : D — R" stetig differenzierbar. Die Nullstellenaufgabe
F(z)=0

wird nun in eine dquivalente Fixpunktaufgabe iiberfithrt. Dazu nehmen wir an, dass =* eine reguldre
Nullstelle von F' ist. Wegen der vorrausgesetzten Stetigkeit von F’ gibt es 7 > 0 hinreichend klein, so

dass F'(z) fir ¢ € B(z*,r) regular ist. Damit erhilt man
Fx)=0&0=—F'(z)'F(z) v =2 — F'(z)"'F(x).
fir x € B(z*,r). Definiert man @ : B(z*,r) — R™ durch
®(x) :=x — F*(2) ' F(x). (1)

so kann das Newton-Verfahren als Fuxpunktverfahren mit ® als Fixpunktabbildung interpretiert wer-
den. Ob @ selbstabbildend und kontrahierent ist, miisste noch untersucht werden. Hier soll nur die
Kontraktionseigeschaft in B(z*,r) fiir » > 1 hinreichend klein betrachtet werden. Die eigenschaft der

Selbstabbdulng ergibt sich dann wie im Beweis zu Satz 3.3.

Lemma 4.1
Sei D C R™ offen und F': D — R" stetig differenzierbar. Weiter sei z* € D eine reguldre Nullstelle

von F. Dann ist ® in o* differenzierbar mit ®'(z*) = 0.

Beweis. Wie zuvor gezeigt wurde, ist die durch (1) definierte Abbildung ® in B(z*,r) C D hinreichend kleines
r > 0 wohldefiniert. Falls

o 19(@) = @) - G — )|

(2)

mit G = 0 € R™*™ gilt, folgt die Behauptung des Lemmas aus der Definition der Fréchet-Differenzierbarkeit.
Unter Beachtung von ®(z*) = z* ergibt sich

und mit Satz 5.1 aus der Vorlesung ENM folgt weiter
1
O(z) — d(z*) = F'(z)" (—F(m*) +/ (F'(z +t(z" —x)) — F'(z))(z* — x)dt) (3)
0

fiir alle xint B(z*,r). Die Stetigkeit von F’ auf der kompakten Menge B(z*,r) impliziert, dass F’ dort auch
gleichmaéBig stetig ist. Also gibt es zu jedem € > 0 ein d(¢) > 0, so dass auch

|z +t(z* —x) —z| < () die Beziehung ||F/(x +tz" —z) - F'(z)|| <e

*

fiir beliebige « € B(z*,r) und t € [0, 1] folgt. Damit hat man

=0

*

lim max]HF/(x +t(z" —x)) — F'(x)

z—x* t€[0,1
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und

fol (F'(z 4+ t(z* —x)) — F'(x))(z* — x)dt

lim ‘ *—0

Somit erhélt man aus (3) unter Beachtung von F(z*) = 0 und der Regularitit von F'(z)

. [®(z) — (=)l
lim =0
eozt ||z — z*||O(x — z*)

)

d.h. (2) ist fiir G = 0 erfiillt. d

» Bemerkung 4.2

Falls F' in einer Umgebung von z* sogar zweimal stetig differenzierbar und damit ® dort stetig
< L fur alle x € DN B(z*,r(L)) gilt. D.h. die
Kontraktionskonstante der Fixpunktabbildung ® in (1) in einer Kugel B(z*, r) konvergiert gegen 0,

differenzierbar ist, zeigt Lemma 3.1, dass | ®'(x)]|,
wenn man den Radius r gegen 0 gehen lésst. Ferner gibt es Sétze, bei denen unter geeigneten Vor-
rausetzungen eine bestimmte lokale Konvergenzgeschwindingkeit (Q-Ordnung) gezeigt wird (etwa

die Q Ordnung 2, wenn insbesondere ®’ stetig ist und ®'(z*) = 0 gilt).




Kapitel 11
Iterative Verfahren fiir lineare Gleichungs-

systeme

Seien eine regulire Matrix A € R™ ™ und b € Rn gegeben. In diesem Kapitel werden iterative Verfahren

zur Losung des linearen Gleichungssystems
Az =b (1)

betrachtet.

1. Fixpunktiteration

Grundidee dieser Verfahren ist die geeignete Umformulierung des System Az = b als Fixpunktaufgabe
und die Anwendung des gewohnlichen Iterationsverfahrens. Die hier betrachtete (zu (1) dquivalente)

Fixpunktaufgabe lautet
r=x— B ' (Az —b),

wobei B € R™ " eine noch zu wihlende regulire Matrix ist. Bei Wahl eines Startpunktes z° € R"

ergibt sich das gewohnliche Iterationsverfahren damit zu
=gk - BTN AZF —b) = (I - B 'A)2* + B,  k=0,1,2,... (1)
Mit den Bezeichnung M := I — B~'A und ¢ := B~'b untersuchen wir deshalb die Iterationsverschrift
af = M2k e (2)
Die zugehorige Fixpunktabbildung ® : R™ — R™ ist damit offenbar gegeben durch

O(x) := Mz +c.

10
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Satz 1.1
Es sei B € R™*" regulir und mit M := I — B~ 1A gelte

A= [|M]l, <1 (3)

wobei |||, die einer Vektornorm ||-|| zugeordnete Matrixnorm bezeichnet. Dann gilt:

1. Die fiir eine beliebiges 2° € R™ durch (2) erzeugte Folge {xk } konvergiert gegen die eindeutige

Losung xx des linearen Gleichungssystems (1).

2. Die Abschétzungen (2) - (4) sind fiir alle £ € N erfiillt.

Beweis. Direkte Folgerung aus dem Banachschen Fixpunktsatz (Satz 1.2.1) g

» Bemerkung 1.2
In Satz 1.1a) kann die Folgerung (3) durch die Bedingung

p(M) <1 (4)
ersetzt werden. Da
p(C) < |C|, fir alle C € R™™"

fiir jede beliebige zugeordnete Matrixnorm |||, gilt (vgl. Ubungsaufgabe), ist (4) eine schwéchere
Forderung als (3). Andererseits gibt es zu jedem Paar (C,e) € R™ "™ x (0,00) eine zugeordnete

Matrixnorm ||-[| ¢ ), so dass
1Cll(c,e) < P(C) +&.
Dabei ist p(C') der Spektralradius der Matrix C € R™*", d.h.

p(C) = max |\,

i=1,...,

wobei Ay, ..., A, € C die Eigenwerte der Matrix C' € R™*™ bezeichnen. Man kann weiter zeigen,
dass (4) auch notwendig dafiir ist, dass die durch (1) erzeugte Folge {a:k } fiir jedes 20 gegen xx*

konvergiert.

Um eine Matrix B zu finden, so dass einerseits der Aufwand pro Iteration (1) niedrig und andererseits

die Bedingung (3) bzw. (4) erfiillt ist, betrachten wir die folgende Zerlegung

A=L+D+R

der Matrix A, wobei D := diag(ai1,...,an,) die aus den Diagonalelementen von A bestehende Diago-

nalmatrix bezeichnet und L bzw. R eine untere bzw. obere Dreiecksmatrix ist mit

11
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0 0 a2 ais cee QAin
a1 0 0 a23 N aon
L=1as; a2 O bzw. R =
0 An—1,n
an1 e o OGpop—1 0 An,n—1 0

1.1. Das Jacobi-Verfahren

Wir setzen hier voraus, dass D reguldr ist und wiahlen
B:=D ()
Damit ergibt sich die Iterationsvorschrift
af =2 — D7 (Aa" —b) = DL+ R)z* + Db, (6)
In (2) ist entsprechend
M:=M;:=-DL+R)und c:=cy:=D"'b

zu wihlen. Dieses Verfahren heifit Gesamtschrittverfahren oder Jacobi-Verfahren. Der Aufwand pro
Schritt (Brechnung von z**! aus z*) betriigt O(n?) bei voll besetzter Matrix A und mindestens O(n),
falls A schwach besetzt ist.

Satz 1.3
Die Matrix A sei streng diagonaldominant (vgl. Definition 3.1 der Vorlesung ENM). Dann ist die
Matrix B aus (5) regular und es gilt

||MJHoo S /\SD = max

Z Jais| < 1. (7)

Beweis. Die Regularitdt von B ergibt sich sofort aus der strengen Diagonaldominanz von A. Nutzt man die

Definition der Zeilensummennorm ||-||_, erhélt man sofort

1
1Ml = ID7 L+ R)| = max o D Jass| = Aso. (8)
j=1n
J#L
Die vorrausgesetzte strenge Diagonaldominanz von A sichert Asp < 1. O

1.2. Das Gauss-Seidel-Verfahren

Wir setzen hier voraus, dass L + D regulér ist und wéhlen

12
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B:=L+D 9)

Damit ergibt sich die Iterationsvorschrift

2"t =a2F — (L + D)"Y (AxF —b) = —(L + D) 'Ra* + (L + D) b. (10)

In (2) ist entsprechend

M :=MGS :=—(L+ D) 'Rund ¢:=cgs := (L+D)"'b

zu wéahlen. Dieses Verfahren heifit Einzelschrittverfahren oder Gauf3-Seidel-Verfahren. Der Aufwand pro

Schritt betriigt im ungiinstigsten Fall O(n?). Verbesserungen sind méglich, wenn eine Sparse-Struktur

in A ausgenutzt werden kann.

Satz 1.4
Die Matrix A sei streng diagonaldominant (7 Definition 3.1 der Vorlesung ENM). Dann ist die
Matrix B aus (9) regular und es gilt

[Masllo < Asp < 1. (11)

Beweis. Die Regularitit von B folgt sofort aus der strengen Diagonaldominanz von A. Weiter ergibt sich

IMasllo = [[(L+D)"'R[| = sup [[(L+D)""Ryl|_.

lylloo=1
Um fiir einen festen Vektor y mit |ly||., = 1 eine Abschitzung fiir die rechte Seite zu erhalten, setzen wir
z:= (L + D)"'Ry. Damit gilt
(D+ L)z =Ry (12)
und
B I o P
1= a1 4 15Y;5-
j=1

Daraus folgt (da Asp < 1 wegen der strengen Diagonaldominanz von A)

n n
1
21| < o] E lax;|ly;| < g lai;| < Asp < 1.
11 =2 =2

Nehmen wir nun an, dass

|| < firi=1,...,k—1,

13
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fir ein k € {2,...,n} gilt. Dann folgt wegen (12) und |ly||, =1

k—1 n k—1 n
1 1
= iZi iYi| < 7o i il | < Asp.
= g et 3 o) (St 3 ) <2
i=1 i=k+1 i=1 i=k+1
Somit hat man induktiv |zx| < Asp fir k =1,...,n und damit
[(L+D)""Ry|| _ = llzll. <Asp
fiir beliebige y mit ||y||_ = 1. O

1.3. SOR-Verfahren

14



2. KryLov-Raum-basierte Verfahren Kapitel II: Iterative Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme

2. Krylov-Raum-basierte Verfahren

2.1. Krylov-Riume

2.2. Basisalgorithmen zur Lésung von Arx = b
2.3. Das CG-Verfahren

2.4. Fehlerverhalten des CG-Verfahrens

2.5. Vorkonditionierung

2.6. Ausblick und Anmerkungen

15



Kapitel I1I

Numerische Behandlung von Anfangswert-

aufgaben

1. Aufgabe und Loésbarkeit

16



2. Einschrittverfahren Kapitel III: Numerische Behandlung von Anfangswertaufgaben

2. Einschrittverfahren

2.1. Grundlagen

2.2. Lokaler Diskretisierungsfehler und Konsistenz
2.3. Konvergenz von Einschrittverfahren

2.4. Stabilitat gegeniiber Rundungsfehlern

2.5. Runge-Kutta-Verfahren

17



3. Mehrschrittverfahren Kapitel III: Numerische Behandlung von Anfangswertaufgaben

3. Mehrschrittverfahren

3.1. Grundlagen

3.2. Konsistenz- und Konvergenzordnung fiir lineare MSV

18



4. A-Stabilitét Kapitel III: Numerische Behandlung von Anfangswertaufgaben

4. A-Stabilitat

19



5. Einblick: Steife Probleme Kapitel III: Numerische Behandlung von Anfangswertaufgaben
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