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Kapitel V

Endomorphismen

In diesem Kapitel seien K ein Korper, n € N eine natiirliche Zahl, V' ein n-dimensionaler K-VR und
f € Endg (V) ein Endomorphismus.

Das Ziel dieses Kapitels ist, die Geometrie von f besser zu verstehen und Basen zu finden, fiir die Mp(f)

eine besonders einfache oder kanonische Form hat.

Eigenwerte

» Bemerkung 1.1
Wir erinnern uns daran, dass Endg (V) = Homg (V, V) sowohl einen K-VR als auch einen Ring
bildet. Bei der Wahl einer Basis B von V wird f € Endg (V) durch die Matrix Mp(f) = ME(f)

beschrieben.

m Beispiel 1.2

K=R,A= € Maty(R), f = fa € Endg (K?)
2 1
1 3 1 -1
A - A —
1 3 —1 1
1 1 3 0
= mit B = , ist Mp(f) =
1 -1 0 -1

1
Der Endomorphismus f = f4 streckt also entlang der Achse R - um den Faktor 3 und spiegelt
1

entlang der Achse R -
-1
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Definition 1.3 (Eigenwert, Eigenvektor, Eigenraum)
Sind 0 # z € V und A € K mit f(z) = Ax so nennt man A einen Eigenwert von f und x einen
Eigenvektor von f zum Eigenwert A. Der Eigenraum zu A € K ist Eig(f,\) = {z € V| f(z) = \x}.

» Bemerkung 1.4
Fiir jedes A € K ist Eig(f, A\) ein UVR von V, da

Eig(f,A) = {z e V| f(z) = Az}
={zx eV | f(z)— A idy(z) =0}
={z eV [(f-Aidv)(z) =0}
=Ker(f — X idy)

und f — A-idy € Endg (V).

» Bemerkung 1.5
Achtung! Der Nullvektor ist nach Definition kein Eigenvektor, aber A = 0 kann ein Eigenwert sein,
nimlich genau dann, wenn f ¢ Autg(V), siche Ubung. Die Menge der Eigenvektoren zu A ist also
Eig(f,A\)\{0} und X ist genau dann ein Eigenwert von f, wenn Eig(f, \) # {0}.

m Beispiel 1.6
Ist A =diag(\1,...,\n) und f = fa € Endg (K™), so sind Ay, ..., A, EW von f und jedes e; ist ein
EV zum EW \,.

Satz 1.7
Sei B eine Basis von V. Genau dann ist Mp(f) eine Diagonalmatrix, wenn B aus EV von f besteht.

Beweis. Ist B = (z1,...x5) eine Basis aus EV zu EW A1, ..., A, so ist Mp(f) = diag(A1, ..., A\n) und umge-
kehrt. O

m Beispiel 1.8
Sei K =R, V =R? und f, € Endg(R?) die Drehung um den Winkel « € [0, 27)

cos(a) —sin(a)
= MS(fa) =
sin(a)  cos(«)
Fir a = 0 hat f, = idg2 nur den EW 1.
Fiir o = 7 hat f, = —idg2 nur den EW -1.
Fiir a # 0,7 hat f, keine EW.

Lemma 1.9
Sind A1, ..., A\, paarweise verschiedene EW von f und ist z; ein EV zu \; fiir ¢ = 1,...,m, so ist

(21, ..., Zm) linear unabhéingig.

Beweis. Induktion nach m

m = 1: klar, denn x1 # 0
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m—1—m: Sei >." | pixs =0 mit p1, ..., tm € K.
0= (f —A- idv) (Z llzil‘i>
i=1

= Zm(f(ﬂﬂi) = Am - Ti)

Nach IB ist p;(Ai — Am) =0 fiiri = 1,...,m — 1, da A\; # A\, fiir ¢ # m also p; = 0 fiir 4 = 1,...,m — 1. Damit
ist auch ., = 0. Folglich ist (x1, ..., m) linear unabhéngig. O

Satz 1.10
Sind Ay, ..., A, € K paarweise verschieden, so ist

> Eig(f, M) = @D Eig(f, M)
i=1 i=1

Beweis. Seien x;,y; € Eig(f, ) fir i =1,...,m. Ist 37" @i = > 0" yi, soist 3o @i —y; = 0.
——

Zq

o. E.seien z; Z0 firi = 1,...,7 und z; =0 fiir : = r+ 1, ..., m. Wére r > 0, so wéren (z1, ..., z») linear abhéingig,
aber z; = z; — y; € Eig(f, A\i)\{0}, im Widerspruch zu Lemma 1.9. Somit ist z; = y; fiir alle ¢ und folglich ist
die Summe > Eig(f, \;) direkt. O

Definition 1.11 (EW und EV fiir Matrizen)
Sei A € Mat,,(K). Man definiert Eigenwerte, Eigenvektoren, etc von A als Eigenwerte, Eigenvek-

toren von fa € Endg (K™).

Mathematica/WolframAlpha-Befehle (Eigenwerte und Eigenvektoren)
Um die Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix A zu berechnen, gibt es in Mathematica bzw.

WolframAlpha verschiedene Moglichkeiten:
e Eigenvalues[A]: liefert eine Liste der Eigenwerte
e Eigenvectors[A]: liefert eine Liste der Eigenvektoren

e Eigensystem[A]: liefert zu jeden Eigenwert den Eigenvektor

Satz 1.12
Sei B eine Basis von V und A € K. Genau dann ist A ein EW von f, wenn A ein EW von

A = Mp(f) ist. Insbesondere haben &hnliche Matrizen die selben EW.

Beweis. Dies folgt aus dem kommutativen Diagramm
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denn fa(z) =z < (Ppo fa)(z) = Pp(\z) < [f(Pr(z)) = ADp(x).
Ahnliche Matrizen beschreiben den selben Endomorphismus beziiglich verschiedener Basen, vgl. TV.4.1 (]
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Das charakteristische Polynom

Satz 2.1
Sei A € K. Genau dann ist A ein EW von f, wenn det(\ - idy —f) = 0.

Beweis. Da Eig(f,\) = Ker(A-idv —f) ist A genau dann ein EW von f, wenn dimg (Ker(A-idyv —f)) > 0, also
wenn A - idy —f ¢ Autg (V). Nach IV.4.6 bedeutet dies, dass det(\ -idy —f) =0 O

Definition 2.2 (charakteristisches Polynom)
Das charakteristische Polynom einer Matrix A € Mat,, (K) ist die Determinante der Matrix ¢- 1,, —
A € Mat,, (K[t]).

xa(t) =det(t- 1, — A) € K|[t]

Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus f € Endg (V') ist x¢(t) = X, () (t), wobei

B eine Basis von V ist.
Mathematica/WolframAlpha-Befehle (charakteristisches Polynom)

Die folgende Funktion liefert das charakteristische Polynom einer Matrix A mit der Variable x

CharacteristicPolynomial [A,x]

Satz 2.3
Sind A, B € Mat,,(K) mit A ~ B, so ist x4 = xp. Insbesondere ist x; wohldefiniert.

Beweis. Ist B=SAS™ mit S € GL,(K),soistt-1,—B=S(t-1,—A)S " alsot-1, —B~t-1,— A und
dhnliche Matrizen haben die selben Determinante (IV.4.4).
Sind B, B’ Basen von V, so sind Mp(f) ~ Mp:(f), also Xy (f) = XMy (1) O

Lemma 2.4
Fir A € K ist x7(A\) = det(A-idy —f).

Beweis. Sei B eine Basis von V und A = Mp(f) = (aij)i,;. Dann ist Mp(A-idyv —f) = A-1, — A. Aus IV.2.8
und 1.6.8 folgt det(t- 1, — A)(A\) = det(\ - 1, — A). Folglich ist
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Satz 2.5
Sei dimg (V) =n und f € Endg (V). Dann ist x(t) = > i, a;t* ein Polynom vom Grad n mit

ap =1
o1 = —tr(f)
a0 = (=1)" - det(f)

Die Nullstellen von x ¢ sind genau die EW von f.

Beweis. Sei B eine Basis von V und A = Mg(f) = (ai;)i,;- Wir erinnern uns daran, dass tr(f) = tr(A =
Doy i Esiist xp(t) = det(t — 1, — A) = > g sgn(o) [[iL (t0i0¢) — io(i))-

Der Summand fiir ¢ =id ist [[I", (t — au) =" + ZLl(—aii)tnfl + T (—aw)

Fir o # id ist o (i) # ¢ fiir mindestens zwei ¢, der entsprechende Summand hat also Grad héchstens n — 2. Somit
haben a;,, und a,—1 die oben behauptete Form, und ap = xa(0) = det(—A) = (—1)" - det(f).

Die Aussage iiber die Nullstellen von x folgt aus Satz 2.1 und Lemma 2.4. O

Folgerung 2.6
Ist dimg (V) = n, so hat f hiochstens n Eigenwerte.

Bewets. Satz 2.5 und 1.6.10 O
Definition 2.7 (normiertes Polynom)
Ein Polynom 0 # P € K|t] mit Leitkoeffizient 1 heift normiert .
m Beispiel 2.8
1. Ist A = (ai;)i,; eine obere Dreiecksmatrix, so ist xa(t) = [T, (t — ai;), vgl. IV.2.9.c
Insbesondere ist x1, (t) = (t — 1)™, xo(t) = t"

A
2. Fiir eine Blockmatrix A = ! mit quadratischen Matrizen A1, As ist x4 = x4, XA,
0 A
vgl. IV.2.9.e
3. Fiir
0 0 —Cp
1
o . . : : CoyorCpne1 €K
0 0 1 0 —cp

ist xalt) =" + 1) eit?
Man nennt diese Matrix die Begleitmatrix zum normierten Polynom P = t" + Z:Zl c;t’ und
schreibt Mp := A
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Diagonalisierbarkeit

Definition 3.1 (diagonalisierbar)
Man nennt f diagonalisierbar , wenn V eine Basis B besitzt, fiir die Mp(f) eine Diagonalmatrix

ist.

Lemma 3.2

Genau dann ist f diagonalisierbar, wenn

V= Eig(f,\)

ANEK

Bewets. (=):Ist B eine Basis aus EV von f (vgl. Satz 1.7),soist B < |J Eig(f,A),alsoV =spang( |J Eig(f,\)) =
AEK

AEK
2 oner Eig(f, A).
(<) Ist V=3, cx Big(f, A), so gibt es A1,..., n € K mit V = Y77 | Eig(f, A\;). Wir withlen Basen B; von

Eig(f, Ai). Dann ist |J B; ein endliches Erzeugendensystem von V| enthiilt also eine Basis von V' (I1.3.6). Diese
i=1
besteht aus EV von f. ]

Satz 3.3
Ist dimg (V) = n, so hat f hochstens n Eigenwerte. Hat f genau n Eigenwerte, so ist f diagonali-

sierbar.

Bewets. Ist A ein EW von f, so ist dimg (Eig(f, \)) > 1. Sind also A1, ..., A, paarweise verschiedene EW von f,

so ist

n = dimg (V) > dimg (Z Eig(f, Ai)>
i=1

'L dimg <é Eig(f, )\i)>
1=0

m

= dimk (Big(f, \))
i=1
>m

Ist zudem m = n, so muss

dimg (V) = dimK(Z Eig(f, \i)) sein, also
=1

V= ZEig(ﬂ Ai)

Nach Lemma 3.2 ist f genau dann diagonalisierbar. O

Definition 3.4 (a teilt b)
Sei R ein kommutativer Ring mit seien a,b € R. Man sagt, a teilt b (in Zeichen a | b), wenn es

x € R mit b = ax gibt.
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Definition 3.5 (Vielfachheit)
Fiir 0 # P € K[t] und A € K nennt man p(P,\) = max{r € Nsg | (¢ —r)" | P} die Vielfachheit
der Nullstelle A von P.

Lemma 3.6

Genau dann ist p(P,A\) > 1, wenn A eine Nullstelle von P ist.

Beweis. (=): (t—X) | P = P(t) = (t— \)- Q(t) mit Q(t) € K[t] = P(\) =0-Q()\) = 0.
(<): PN) =0"E% (t = \) | P(t) = u(P,\) > 1.

Lemma 3.7
Ist P(t) = (t — A)" - Q(t) mit Q(¢t) € K[t] und Q(N\) # 0, so ist u(P,\) =r

Beweis. Offensichtlich ist (P, ) > r. Wire (P, A) > r+1,s0 (t—\)"T" | P(t) also (t—\)"-Q(t) = (tf/\)ﬁl-R(t)
mit R(t) € K[t], folglich (¢t — X) | Q(t), insbesondere Q(X) = 0.
(Denn wir diirfen kiirzen: R ist nullteilerfrei, genau so wie K[t]).

(t=2"(QE) = (= AR() = 0= Q) = (t = NR(). 0

Lemma 3.8
Sind P,Q, R € K[t] mit PQ = PR, und ist P # 0, so ist @ = R.

K [t] nullteilerfrei
=

Beweis. PQ=PR= P(Q—R)=0 Q—-—R=0,dh Q=R O

Lemma 3.9

Bs ist Yy ¢ #(P,A) < deg(P), mit Gleichheit genau dann, wenn P in Linearfaktoren zerfillt.

Beweis. Schreibe P(t) = [[, ¢, (t—A)"™-Q(t), wobei Q(t) € K[t] keine Nullstellen mehr besitzt. Nach Lemma 3.7
ist u(P,A) = 7 fir alle A und somit deg(P) = > \cp s +deg(Q) > > i (P, A) mit Gleichheit genau
dann,wenn deg(Q) = 0, also @ = ¢ € K, d.h. genau dann, wenn P(t) = c- [], ¢t — X)"™. O

Lemma 3.10
Fir \ € K ist

dimg (Eig(f, A)) = (2, A)

Beweis. Ergénze eine Basis B von Eig(f, \) zu einer Basis B von V. Dann ist

Al %
A= Msp(f) =

0o A

mit einer Matrix A" € Mat,_,(K), also x(t) = xa(t) 2w () = (t=X)*-xar(t) und somit dimg (Eig(f, \)) =
s < plzg,N). O
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Satz 3.11 (Diagonalisierungssatz)
Genau dann ist f diagonalisierbar, wenn x; in Linearfaktoren zerfillt und dimg (Eig(f,\)) =
wixr, A) fir alle A € K.

Beweis. Es gilt

dimg (Y Big(f,\)) = dimx (€D Eig(f, )

= AEK
Il.él2 Z dimg (Elg(f, )\))
AEK
3.10
< D nulxs ) v
AEK

< deg(xy) ?
=N

Nach Lemma 3.2 ist f genau dann diagonalisierbar, wenn dimx (3, Eig(f, A)) = n, also wenn bei (1) und
(2) Gleichheit herrscht. Gleichheit bei (1) bedeutet dimg (Eig(f, A)) = pu(xy, A) fiir alle A € K, und Gleichheit
bei (2) bedeutet nach Lemma 3.9, dass xs in Linearfaktoren zerfllt. g

Definition 3.12 (algebraische und geometrische Vielfachheit)
Man nennt pq(f,A) = pu(xs,A) die algebraische Vielfachheit und u,(f, A) = dimg (Eig(f, A)) die

geometrische Vielfachheit des Eigenwertes A von f.

» Bemerkung 3.13
Wieder nennt man A € Mat,,(K) diagonalisierbar, wenn f4 € Endx(K™) diagonalisierbar ist, also

wenn A ~ D fiir eine Diagonalmatrix D.
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Trigonalisierbarkeit

Definition 4.1
Man nennt f trigonalisierbar , wenn V' eine Basis B besitzt, fiir die Mp(f) eine obere Dreiecks-

matrix ist.
m Beispiel 4.2

Ist f diagonalisierbar, so ist f auch trigonalisierbar.

Lemma 4.3

Ist f trigonalisierbar, so zerfillt x; in Linearfaktoren.

Beweis. Klar aus Beispiel 2.8 und Satz 2.3. 0

Definition 4.4 (invariant)
Ein Untervektorraum W <V ist f-invariant , wenn f(W) < W.

» Bemerkung 4.5
Ist W ein f-invarianter UVR von V| so ist f|w € Endg (W).

m Beispiel 4.6
1. V hat stets die f-invarianten UVR W = {0} und W = V.

2. Jeder UVR W < Eig(f, A) ist f-invariant.

3. Ist B = (x1,...,2,) eine Basis von V, fiir die Mp(f) eine obere Dreiecksmatrix ist, so sind

alle UVR W; = spang(z1, ..., z;) f-invariant.

4. Sei V=W e U, By = (x1,...,x,) Basis von W, Bs(241,...,2,) Basis von U und B =

(21, ..oy p). Ist W f-invariant, so ist

Mp, *
My (f) = B, (flw)
0 *
Sind W und U f-invariant, so ist
Mp, 0
My (f) = B, (flw)
0 Mg, (flv)

Lemma 4.7

Ist W C V ein f-invarianter UVR, so gilt x¢|,, | xs. Hat W ein lineares Komplement U, dass auch
f-invariant ist, so x5 = Xf|w * Xf|u-

Beweis. Ergénze eine Basis By = (1, ...,2») von W zu einer Basis B = (z1,...,2,) von V. Sei A = Mg(f),

10
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Ao = Mp,(f|w). Dann ist

folglich xy = x4 = x4, - Xc, insbesondere x¢,, | Xs-
Ist auch U = span (41, ..., Tn) f-invariant, so ist

und folglich x5 = xa = X4, - XC = Xflw * Xflu- H

Theorem 4.8 (Trigonalisierungssatz)

Genau dann ist f trigonalisierbar, wenn s in Linearfaktoren zerfallt.

Beweis. (=): Lemma 4.3

(«=): Induktion nach n = dimg (V).

n = 1: trivial

n —1—n: Nach Annahme ist x(t) = [[;,(t — Xi) mit A1,..,A\n € K. Sei 1 ein EV zum EW X;. Dann
ist Vi = K - z1 ein f-invarianter UVR. Ergéinze B1 = (z1) zu einer Basis B = (z1,...,2») von V und setze
By = (x2,...,2n), V2 = spang(B2). n —1 — n: Nach Annahme ist x¢(t) = [}, (t — X)) mit A\1,..., A\ € K.
Sei z1 ein EV zum EW A;. Dann ist Vi = K - z; ein f-invarianter UVR. Ergéinze B1 = (z1) zu einer Basis

B = (21, ...,2n) von V und setze By = (22, ...,Zn), Va = span (B2).

A1k
= MB(f) = As € Matn_l(K)

0 A

Xf(t) = Xa1y XA = (T — A1) - x4, (t)

n

Exa ) =Je-x)

=2

Seien 71,72 € Endg (V) gegeben durch Mp(mi) = diag(1,0,...,0) und Mp(m) = diag(0,1,...,1). Dann ist
w1472 =idy und f; = mofist f =idv of = fi+ f2 und fa|v, € Endg (V2). Nach Induktionshypothese ist fa|v,
trigonalisierbar, da Mp(f2|v,) = Az, also Xy,|,, = X4,. Dies bedeutet, es gibt also eine Basis Bj = (2h, ..., z},)

von Va, fiir die Mgy (f2]v,) eine obere Dreiecksmatrix ist. Somit ist fiir B’ = (z1,7%, ..., 2},) auch

Mg (f) = Mp/(f1) + Mp/(f2)
)\1 * 0 0
= +
0 0 0 Mpy(falv,)

eine obere Dreiecksmatrix. O

Folgerung 4.9
Ist K algebraisch abgeschlossen, so ist jedes f € Endg (V) trigonalisierbar.

Beweis. Ist K algebraisch abgeschlossen, so zerfillt nach 1.6.14 jedes Polynom iiber K in Linearfaktoren, ins-

11
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besondere also x. O

Folgerung 4.10
Ist V ein endlichdimensionaler C-VR, so ist jedes f € End¢ (V) trigonalisierbar.

Beweis. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra 1.6.16 ist C algebraisch abgeschlossen. O

12
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Das Minimalpolynom

Definition 5.1
Fiir ein Polynom P(t) = Y1 ;¢;t* € K|t] definieren wir P(f) = >.I" ¢ f* € Endg(V), wobei
fO:idV’ flzfa f2:fof7

Analog definiert man P(A) fir A € Mat,, (K).

» Bemerkung 5.2

. . K[t] = Endg (V) | . . .

Die Abbildung ist ein Homomorphismus von K-VR und Ringen. Sein Kern
P~ P(f)

ist das Ideal
;== {P € K[f] | P(f) = 0}
und sein Bild ist der kommutative Unterring

K[f]:=A{P(f) | P € K[t]}
= spang (f°, f1, f2,...)

des (im Allgemeinen nicht kommutativen) Rings Endg (V).

Analog definiert man Z4 und K[A] < Mat,, (K).

Lemma 5.3

Iy #{0}
Beweis. Wire Ty = {0}, so wire K[t] — Endx (V) injektiv, aber dimwx (K[t]) = co > n? = dimx (Endg(V)),
ein Widerspruch. O
Satz 5.4

Es gibt ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom 0 # P € K|[t] kleinsten Grades mit P(f) = 0.
Dieses teilt jedes @ € K[t] mit Q(f) = 0.

Beweis. Nach Lemma 5.3 gibt es 0 # P € K[t] mit P(f) = 0 von minimalem Grad d. Indem wir durch den
Leitkoeffizienten von P teilen, kénnen wir annehmen, dass P normiert ist.
Sei @ € Iy. Polynomdivision liefert R, H € K[t] mit @ = P - H + R und deg(R) < deg(P) = d. Es folgt
R(f) =Q(f)—P(f)-H(f) = 0. Aus der Minimalitéit von d folgt R = 0 und somit P | Q.

— =

=0 =0
Ist @ zudem normiert vom Grad d, so ist H = 1, also Q = P, was die Eindeutigkeit zeigt. O

Definition 5.5 (Minimalpolynom)
Das eindeutig bestimmte normierte Polynom 0 # P € K|t] kleinsten Grades mit P(f) = 0 nennt

man das Minimalpolynom Py von f.

Analog definiert man das Minimalpolynom P4 € K[t] einer Matrix A € Mat,, (K).

13
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Mathematica/WolframAlpha-Befehle (Minimalpolynom)
Die Funktion fiir das Minimalpolynom p mit der Variable ¢ in Mathematica bzw. WolframAlpha
lautet:

MinimalPolynomial [p,x]

m Beispiel 5.6
1. A=1,, xa(t) = —1)", Pa(t) =t—1

2. A=0, xa(t)=1", Pat) =t

3. Ist A = diag(a, ..., a,) mit paarweise verschiedenen Eigenwerten Aj,..., A\, so ist xa(t) =
[0 (t—a:) = Ty (= AP (420, Pa(t) = [T}, (t=As) und es folgt deg(Pa) > [{ar, ., an}| =
T
Definition 5.7 (f-zyklisch)
Ein f-invarianter UVR W < V heiit f-zyklisch , wenn es ein x € W mit W = span (z, f(z), f*(z),...)
gibt.

Lemma 5.8

Sei z € V und z; = fi(x). Es gibt ein kleinstes k mit z; € spang(zo,z1,...,75_1), und W =
span (g, ..., xx—1) ein f-zyklischer UVR von V mit Basis B = (zo,...,2x—1) und Mp(f|lw) =
M.

Xflw *

Bewets. Da dimg (V) = n ist (o, ..., zn) linear abhiingig, es gibt also ein kleinstes k mit (zo, ..., xx—1) linear
unabhéngig, aber (o, ..., %) linear abhéingig, folglich ;€ spany (zo, ..., Tx—1). Mit zp = f(zr—-1) = Zf;ol —CiT;
ist dann Da dimg (V) = n ist (xo,...,2n) linear abhingig, es gibt also ein kleinstes k& mit (zo, ..., zx—1) linear

unabhéngig, aber (o, ..., %) linear abhéingig, folglich ), € span (zo, ..., zx—1). Mit zx = f(zk-1) = Ef;ol —CiT;

ist dann
0 0 —co
1
Mg(flw) = | o
0 .. 0 1 0 —cr-1
somit g, = t* + 3K eit?, also Me(flw) = My, - O

Theorem 5.9 (Satz von Cayley-Hamilton)
Fir f € Endg (V) ist x¢(f) =0.

Beweis. Sei € V. Definiere ; = f(z) und W = spany (zo,...,zx—1) wie in Lemma 5.8. Sei xy,, = t* +

14



5. Das Minimalpolynom Kapitel V: Endomorphismen

Zf;ol cit’, also f(xg—1) = Zi:ol —cizi. Wenden wir xy|,, (f) € Endg (V) auf « an, so erhalten wir

Xsiw (1)(2) = (f’“ + Zf) (@)

k—1 k—1
= E —CiT; + E Cii
i=1 i=1
=0

Aus xs, | xr (Beispiel 4.6) folgt somit x¢(f)(z) = 0, denn ist xy = Q - Xy, mit Q@ € K[t], so ist xs(f)

QUf) o Xs1w (), also x5 (f)(x) = Q(f)(Xs1y (f)(2)) = 0. Da z € V beliebig war, folgt x;(f) = 0 € Endg (V). O
=0
Folgerung 5.10
Es gilt Py | x . Insbesondere ist deg(Py) < n.
Beweis. Theorem 5.9 + Satz 5.4 O

» Bemerkung 5.11
Ist B eine Basis von V und A = Mp(f), so ist P4 = Py. Insbesondere ist P4 = Pp fiir A ~ B. Als
Spezialfall von Theorem 5.9 erhélt man x4(A) =0 und P4 | xa.

» Bemerkung 5.12

Der naheliegende “Beweis® x4 = det(tl, — A)(A) = det(Al, — A) = det(0) = _0 ist falsch!
~— ~~—~
€Mat, (K) EK
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6. Nilpotente Endomorphismen Kapitel V: Endomorphismen

Nilpotente Endomorphismen
» Bemerkung 6.1
Fir f € Endg (V) sind
o f{0} = Ker(f%) C Ker(f') C Ker(f?) C ...
o V =TIm(f% D Im(f) DIm(f?) D ..

Folgen von UVR von V. Nach der Kern-Bild-Formel II1.7.13 ist
dimg (Ker(f%)) + dimg (Im(f%)) = dimg (V) Vi

Da dimg (V) = n < oo gibt es ein d mit Ker(f?) = Ker(f¢*%) und Im(f¢) = Im(f4*+?) fiir jedes
1> 0.

m Beispiel 6.2
f=fa, A€ Mata(K).

1 0

o A= : {0} = Ker(f°) = Ker(f!) = ...
0 1
1 0

o A= : {0} = Ker(f%) c Ker(f') C Ker(f?) = ... = spang(e2)
0 0
0 1

e A= {0} = Ker(f°) ¢ Ker(f') cKer(f?) =..=K?
00 =spang (e1)
0 0

o A= : {0} = Ker(f°) c Ker(f!) = Ker(f?) = ... = K?
0 0

Lemma 6.3
Seien f,g € Endg (V). Wenn f und g kommutieren, d.h. fog = go f, so sind die UVR Ker(g)

und Im(g) f invariant.

Bewets. Ist © € Ker(f), so ist g(f(z)) = f(g(z)) = f(0) = 0, also f(z) € Ker(g). Fiir g(z) € Im(g) ist
flg(@)) = g(f(x)) € Im(g). O

Satz 6.4 (Lemma von Fitting)
Seien V; = Ker(f*), W; = Im(f?), d = min{i : V; = V;;1}. Dann sind

{0}=VCWVic..CVa=Vy1=...

=

V=W02W12...2Wd=Wd+1=...

Folgen f-invarianter UVR und V = V; & W,.
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6. Nilpotente Endomorphismen Kapitel V: Endomorphismen

Beweis. Da f* und f? fiir beliebige i, j kommutieren, sind V; und V; nach Lemma 6.3 f-invariant fiir jedes .
Aus dimg (V;)+dimg (W;) = n folgt d = min{i : W; = Wiy1}, insbesondere ist Im(f¢) = Im(f¢*?) = f(Im(f%)),
somit Wyt = Im(fd“) = Wy fiir ¢ > 0, also auch Vi = Vg4, fiir alle 7 > 0.

Insbesondere ist f‘i|wd : Wa — Waq = Wy surjektiv, also auch injektiv, also Vg N Wy = {0}. Aus der Dimensi-
onsformel I1.4.12 folgt dann dimg (Vg + W) = dimg (Vi) + dimg (W) = dimg (V). Folglich ist Vg + Wy =V
und Vg N Wy = {0}, also V = V; & Wy. O

Definition 6.5 (nilpotent)

Ein f € Endg (V) heiBt nilpotent , wenn f*¥ = 0 fiir ein & € N. Analog heiit A € Mat, (K)
nilpotent, wenn A* = 0 fiir £ € N. Das kleinste k mit f* = 0 bzw. A* heiBt die Nilpotenzklasse
von f bzw. A.

Lemma 6.6

Ist f nilpotent, so gibt es eine Basis B von V/, fiir die Mpg(f) eine strikte obere Dreiecksmatrix ist.

Beweis. Induktion nach n = dimg (V).

n=1f"=0=f=0

n > 1: Sei k die Nilpotenzklasse von f und U = Ker(f*~*). Dann ist U C V. Da f* = f* 1o fist f(V) C U,
insbesondere f|y € Endg (U). Da f|y nilpotent ist, gibt es nach I.H. eine Basis By von U, fiir die Mp(f|v) eine

strikte obere Dreiecksmatrix ist. Ergéinze By zu einer Basis B von V. Da f(V) C U ist dann auch

Mp,(flu) =*

0 0

Mp(f) =

eine strikte obere Dreiecksmatrix. O

Satz 6.7
Fiir f € Endg (V) sind dquivalent:

1) f ist nilpotent

2) fr=0firneN

3) Ps(t)=t"fireinr <n
4) xy(t) ="

5) Es gibt eine Basis B von V, mit

eine strikte obere Dreiecksmatrix ist.

Beweis.

17



6. Nilpotente Endomorphismen Kapitel V: Endomorphismen

e 1) = 5): Lemma 6.6

e 5) = 4): Beispiel 2.8

e 4) = 3): Nach Folgerung 5.10 ist Py | x5 = t", also t" = P;(t)Q(¢t) mit @ € K][t]. Schreibe P;(t) =
t*- Pi(t),Q(t) = t* - Qi(t) mit a,b € N, P, Q1 € K[t], P1(0) #0, Q1(0) #0
2 = Py(1)Qu(t) und (P1@Q1)(0) #0
=n—(a+b)=0= P =1, somit P(t) =t°

©3)=2):t"=0,r<n=f"=0
e 2) = 1): nach Definition O

Folgerung 6.8
Die Nilpotenzklasse eines nilpotenten Endomorphismus f € Endg (V) ist hochstens dimg (V).

Folgerung 6.9
Ist d := min{i | Ker(f*) = Ker(fi™1)}, so ist d < dimg (Ker(f)) = pa(f,0).

Beweis. Sei Vy = Ker(f%), Wy = Im(f?), k = dimg(Vq). Da V = Vy @ Wy ist x5 = Xilv, - Xflw, Da flv,
nilpotent ist, ist x|, = ¢ nach Satz 6.7. Da flw, injektiv ist, ist Xflw, (0) # 0. Somit ist pa(f,0) = p(xs,0) k.
Da dimx (Ker(f9)) > ... > dimx (Ker(f)) > 0 ist k = dimx (Ker(f?)) > d, falls d > 0, sonst klar. O

» Bemerkung 6.10

Beweis. Es ist (Jk)r = (6i+r,j)i,j fir r > 1.

Die Bedeutung nilpotenter Endomorphismen beim Finden geeigneter Basen ergibt sich aus der
folgenden Beobachtung:

Ist A eine obere Dreiecksmatrix, so ist A = D + N, wobei D eine Diagonalmatrix ist und N eine
strikte obere Dreiecksmatrix ist. Anders gesagt: Jeder trigonalisierbare Endomorphismus ist Summe

aus einem diagonalisierbaren und einem nilpotenten Endomorphismus.

Definition 6.11 (Jordan-Matrix)
Fiir £ € N definieren wir die JORDAN-Matrix

0 1 0 0
Je=1": . . 0| € Matg(K)

1

0 0

weiter setzen wir fiir A € K Ji(A\) := A1 + Ji.

Lemma 6.12
Die JORDAN-Matrix Jj, ist nilpotent von Nilpotenzklasse k.
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6. Nilpotente Endomorphismen Kapitel V: Endomorphismen

Satz 6.13

k
Ist f nilpotent von Nilpotenzklasse k, so gibt es eindeutig bestimmte 71, .., ri € Nso mit > drg =n

d=1
und eine Basis B von V mit

MB(f) = diag(Jk, ceey Jk, ceey Jl, ceey Jl)

rr viele r1 viele

Beweis. Sei U; = Ker(fi). Nach Satz 6.4 haben wir eine Folge {0} = Uy C U1 C ... C Ux =V mit f(U;) C U;—1
fiir alle 7 > 0.

K
Wir konstruieren eine Zerlegung V = @ Wy mit U; = U;—1 @ Wy, f(W;) C Wi, flw, injektiv fiir ¢ > 1.
d=1
V =Uk
V=Up1® W
V=U—2®Wir1 Wy

V=UpW1D..PDdWg

Wihle Wi, mit V = Uy, = Up—1 ® Wi. Ist k > 1, so ist Wi NKer(f) C Wi NUix—1 = {0}, also f|w, ist injektiv.
Des weiteren ist f(Wj) C Ux—1 und aus Wi, NUi_1 = {0} folgt f(Wi)NUk—2 = {0}. Wir kénnen deshalb Wj_,
mit Ug—1 = Up—2 ® Wi—1 und f(Wy) C Wi_1 wihlen. Somit ist V = Ug—1 & Wi = Ug—2 & Wi—1 & Wj. Wir
setzen dies fort und erhalten V.= Uy @ W1 @ ... @ Wi, mit f(W;) C W;—1 und f|w, injektiv fir ¢ > 1, wobei
Uo = {0} und W1 = Ker(f).

Sie rq = dimg (Wa) — dimg (Wa41), wobei wir Wy = {0}. Wihle nun eine Basis (zk,1, ..., Tk,r, ) von Wy. Ist
k > 1, so ist f|w, injektiv und wir kénnen (f(xg,1), ..., f(@k,r,)) durch Elemente xx_11,...,Zk—1,r,_, Zu einer

Basis von Wj_; ergénzen, und so weiter.

k
DaV =@ Wy ist
d=1

B={f(za;)|d=1,...k,j=1,.,7q,i=0,....,d— 1}

eine Basis von V, die bei geeigneter Anordnung das Gewiinschte leistet.

Es bleibt zu zeigen, dass 71, ..., 7% eindeutig bestimmt sind. Ist By eine Basis, fiir die Mg, (f) in der gewiinschten

Form ist, so ist

k
dimg (U1) = Z’r’d
d=1
k k
dimg (Uz2) = Zrd + ZTd
d=2 d=1

k k
dimK(Uk) = Zrd —+ ...+ Zrd
d=k d=1

woraus man sieht, dass r1, ..., durch Uy, ..., Uk, also durch f eindeutig bestimmt. O
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6. Nilpotente Endomorphismen Kapitel V: Endomorphismen

m Beispiel 6.14 01 3
Sei f = fa mit A = 0 2 | € Mat3(R)
0
0 0 2
A? = 0 01].,42=0
0

=k=3,Up= {0},U1 =Rey,Us =Re; + Rey,Us = V.
Wihle W3 mit V = U3 = U2 ©® Wg, z.B. W3 = Reg.
Wihle Wy mit Uy = Uy @ W und f(W3) C Wa, also
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Die Jordan-Normalform

Definition 7.1 (Hauptraum)
Der Hauptraum von f zum EW X der Vielfachheit r = u,(f, \) ist

Hau(f, ) = Ker ((f - )\idv)”)

Lemma 7.2
Hau(f, ) ist ein f-invarianter UVR der Dimension dim g (Hau(f, X)) = po(f, A), auf dem f— Xidy
nilpotent ist und X flttan(riny) = (t— )\)Ma(fv\)

Beweis. f kommutiert sowohl mit f als auch mit idy, somit auch mit (f — Aidy)". Die f-Invarianz von U =
Hau(f, M) folgt aus Lemma 6.3. Nach Folgerung 6.9 ist dimg (U) = pa(f—Aidy,0) und da x£ () = x5—xidy (E—A)
ist pa(fiA) = plxy, A) = pa(f — Aidv,0). Da f — Xidv |y nilpotent ist xy_xia, |, (t) = t7, somit xy, () =
(t—N)". O

Satz 7.3 (Hauptraumzerlegung)

Ist xp(t) = [[i2,(t — \)™ mit Ag,..., A, € K paarweise verschieden und 71, ...,7,, € N, so ist
V =@, V; mit V; = Hau(f, \;) eine Zerlegung in f-invariante UVR und fiir jedes i ist Xflv. (t) =
(t— )™

Beweis. Induktion nach m.

m=1: 7‘1:n7$2V:V1.

m — 1 — m: Nach Satz 6.4 ist V = Vi @ W1 mit W1 = Im((f — A\;idv)") eine Zerlegung in f-invariante UVR
mit dimg (V1) = 71, dimg (W1) = n — r1. Somit ist x5 = Xflv, " Xflw, und Xflv, w2 (t —A1)™ also Xflw, =
[T72,(t — As)™. Nach LH. ist also Wi = @@;~, Hau(f|w,, A¢). Es ist fiir ¢ > 2 Hau(f|w,,\:) C Hau(f, \) = Vi
und da dimg (Hau(f|w,, Ai)) = r; = dimg (Hau(f, A;)) gilt Gleichheit. Damit ist

V=VieWw

= Vi ® D Hau(f|w,, Ai)

=2

& ;
=1

m Beispiel 7.4
f=1ra

A= 1 4| € Mat3(R)
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7. Die JORDAN-Normalform Kapitel V: Endomorphismen

xa(t) = (t—1)%(t — 2) = R3 = Hau(f, 1) ® Hau(f, 2)
—_—

dim=2 dim 1
Hau(f,1) = Ker((f —id)?) = L((A — 1)%,0)

Hau(f,2) = Ker(f — 2id) = Eig(f,2) = L(A — 21,0)

0 3 0 12
A-1= 1 4 |,(A-1)2= 0 4 = Hau(f,1) = Rej + Rey
0 1
-1 3 12
A—-21 = —1 4 = Hau(f,2) =R | 4
0 1
1 0 12
Mit B = o, 11, 4 ist
0 0 1
1 3
Mp(f) = 1

Theorem 7.5 (Jordan-Normalform)
Sei f € Endg (V) ein Endomorphismus, dessen charakteristisches Polynom x in Linearfaktoren
zerféllt. Dann gibt es 7 € N, p1, ..., 1y € K und ky, ..., k. € Nmit > ;| k; = dimg (V) und eine

Basis B von V' mit

MB(f) = dia’g(‘]kl (,Uq), 000y Jkr (:U'T))

Die Paare (u1,k1), ..., (f4r, k) heiflen die JORDAN-Invarianten von f und sind bis auf Reihenfolge

eindeutig bestimmt.

Beweis. Schreibe x¢(t) =[]/~ ,(t — X)" mit A1, ..., A\m € K paarweise verschieden, r; € N. Sei V; = Hau(f, ).
Nach Satz 7.3 ist V = @], Vi eine Zerlegung in f-invariante UVR. Fiir jedes ¢ wenden wir Satz 6.13 auf
(f — Aiidv)|v, an und erhalten eine Basis B; von V; und ki1 > ... > ki s, mit

MB((f - A ld)lv.l) = dia'g(sz‘,umv Jki,s-)

i

Es folgt Mg, (flv;) = M, (Aiidv;) + Mp,((f — Asidv)|v;). Ist nun B die Vereinigung der B;, so hat Mp(f) die
gewiinschte Form. Die Eindeutigkeit der JORDAN-Invarianten folgt aus der Eindeutigkeit der k; ; in Lemma 6.3.00

22
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» Bemerkung 7.6
Ist K algebraisch abgeschlossen, so haben wir nun eine (bis auf Permutationen) eindeutige Nor-
malform fiir Endomorphismen f € Endg (V') gefunden. Aus ihr lassen sich viele Eigenschaften des

Endomorphismus leicht ablesen.

Folgerung 7.7
Sei f € Endg (V) trigonalisierbar mit x(t) = [[/, (t — \)Pa(FA) 0 Pr(t) = []72, (¢ — \i)% und
JORDAN-Invarianten (1, k1), ..., (ftr, kr). Mit J; = {7 | p1; = As} ist dann

pg(f, Ni) = | i
ﬂa(fa >‘Z) = Z kj
Jj€Ji

d; = max{k; | j € Ji}

Beweis. o pa: Klar, da xp(t) = TT5_, (t — pj)" = [T, (£ — Mi)ret20)
® [ig: lese Basis von Eig(f, \i) aus JORDAN-NF: Jeder Block Ji, (\;) liefert ein Element der Basis.
e d;: folgt, da Ji; nilpotent von Nilpotenzklasse k; ist (Lemma 6.12). O

Folgerung 7.8

Genau dann ist f diagonalisierbar, wenn

xf(t) = H(t—g\)” ALy .oy A € K paarweise verscheiden und
i=1

Py(t) = H(t - i)
i=1

Beweis. Genau dann ist f diagonalisierbar, wenn f trigonalisierbar ist und die JORDAN-NF die Diagonalmatrix
ist (Eindeutigkeit der JNF), also k; = 1 fiir alle j. Nach Folgerung 7.7 ist dies dquivalent dazu, dass d; = 1 fiir
alle i, also Py =", (t — M\i). O

» Bemerkung 7.9
Wieder definiert man die JORDAN-Invarianten, etc. von einer Matrix A € Mat,,(K) als die JORDAN-

Invarianten von f4 € Endg(K™).

Folgerung 7.10
Seien A, B € Mat,(K) trigonalisierbar. Genau dann ist A ~ B, wenn A und B die gleichen
JORDAN-Invarianten haben.

Beweis. Existenz und Eindeutigkeit der JORDAN-Normalform. O
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Kapitel VI

Skalarprodukte

In diesem ganzen Kapitel seien
e K =Roder K=C
e neN

e V cin n-dimensionaler K-VR

Das Standardskalarprodukt

Sei zunéchst K = R.
Definition 1.1 (Standardskalarprodukt in R)

Auf den Standardraum V = R" definiert man das Standardskalarprodukt in R (.) : R” x R” — R
durch

n
(w,y) =a'y = i
i=1

Satz 1.2
Das Standardskalarprodukt erfiillt die folgenden Eigenschaften:

e Fiir z,2/,y,y € R” und \ € R ist:

(z+2',y) = (z,y) + {z',y)
(Az,y) = = M=, y)

(zy+y) = (z,y9) +(2,9)
(z, Ay) = Mz, y)

o Fiir z,y € R" ist (z,y) = (y,x)

o Fiir x € R" ist (x,y) > 0 und (z,z2) =0 < =0

Beweis. e klar
o klar

o (z,z) =31 x> a7 fiir jedes j = (z,2) > 0 und (z,z) > 0 falls ; # 0 fiir ein j.

i=1
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Definition 1.3 (euklidische Norm in R)
Auf K = R"™ definiert man euklidische Norm in R || - || : R™ — R>( durch

2]l = v/ (2, 2)

Satz 1.4 (Ungleichung von Cauchy-Schwarz)
Fiir z,y € R™ gilt

[z, )] <]l - llyll

Gleichheit genau dann, wenn x und y linear abhéngig sind.

Beweis. sieche Analysis, siche VI.§3 O
Satz 1.5
Die euklidische Norm erfiillt die folgenden Eigenschaften:
e FirzeR"ist ||z]| =0 < =0
o Fiir z € R" und A € R ist || Az| = |A| - ||z]]

o Fiir z,y € R™ ist [l + y|| < [|z[| + ||yl

Beweis. e Satz 1.2
e Satz 1.2

1.4
o lz+yl* =(@+y,z+y) = (v,2) +2(,y) + (y,9) < lllI” + 2llzlllyll + [yI* = (2l + lyI)* = [z +yl <
]l + llyll O

Sei nun K = C.
Definition 1.6 (komplexe Konjugation, Absolutbetrag)

Fir z,y € R und z = =z + iy € C definiert man z = = — iy heiflt komplexe Konjugation .. Man

definiert den Absolutbetrag von z als

|2| = Vzz = Va2 +y2 € Ry

Fir A = (aij)i,j € Mat,,«xn(C) sehen wir

A = (a5)i,; € Matyxn(C)

Satz 1.7

Komplexe Konjugation ist ein Ringautomorphismus von C mit Fixkorper

{zeC|z=Zz}=R

Beweis. sieche LAAG1 H47 O
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Folgerung 1.8
_— - = - == —t = —1
Fiir A, B € Mat,,(C) und S € GL,(C) ist A+ B=A+B,AB=A-B,A'=A4,8"'=5
Beweis. Satz 1.7, einfache Ubung O
Definition 1.9 (Standardskalarprodukt in C)
Auf K = C™ definiert man das Standardskalarprodukt in C (-,-) : C™ x C™ — C durch
(r,y) =a'y = Z Ty,
i=1
Satz 1.10
Das komplexe Standardskalarprodukt erfiillt die folgenden Eigenschaften:
e Fiir z,2’,y,y’ € C" und ) € C ist:
(x+2',y) = (z,y) + (=, y)
(Az,y) == Mz, y)
(@,y+y) = (z,9) +(z.9)
(z, \y) = <x, Y)
o Fiir z,y € C" ist (z,y) :
o Fiir z € C" ist (z,y) € Ryp und (z,2) =0 <= =0
Bewezs. e klar
e Kklar

b (.’E, $> = Z?:l xzxiz - E:L:l |CII’L|2

Definition 1.11 (euklidische Norm in C)
Auf V = C definiert man die euklidische Norm in C || - || : C™ — R>( durch

2]l = vz, z)

» Bemerkung 1.12
Schrankt man das komplexe Skalarprodukt auf den R™ ein, so erhélt man das Standardskalarpro-

dukt auf dem R™. Wir werden ab jetzt die beiden Félle K = R und K = C parallel behandeln.
Wenn nicht anders angegeben, werden wir die Begriffe fiir den komplexen Fall benutzen, aber auch

den reellen Fall einschlieflen.
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Bilinearformen und Sesquilinearformen

Sei K =R oder K =C.
Definition 2.1 (Bilinearform, Sesquilinearform)

Eine Bilinearform (K = R) bzw. Sesquilinearform (K = C) ist eine Abbildung s : V x V — K fiir
die gilt:

o Fiir z,2’,y € Vist s(x +2',y) = s(z,y) + s(a’, y)
o Fiir x,y,y' € Vist s(z,y+y') = s(x,y) + s(z, )

o Firz,ye V, A € K ist s(A\x,y) = As(x,y)

o Firz,ye V, A € K ist s(z, \y) = s(x,y)

» Bemerkung 2.2
Im Fall K =R ist A = A\. Wir werden der Einfachheit halber auch in diesem Fall von Sesquilinear-

formen sprechen, vgl. Bemerkung 1.12

m Beispiel 2.3
Fir A = (ai;);,; € Mat,(K) ist s4 : K™ x K" — K" gegeben durch

n
salw,y) = Ay =a' | Y aiyy; | = D aymiy;

eine Sesquilinearform auf V = K.

Definition 2.4

Sei s eine Sesquilinearform auf V und B = (vy, ..., v,) eine Basis von V. Die darstellende Matrix

von s bzgl. B ist

Mp(s) = (s(vi,vj))i,; € Mat, (K)
m Beispiel 2.5
Die darstellende Matrix des Standardskalarprodukts s = sy, auf den Standardraum V = K" bzgl.
der Standardbasis £ ist

Lemma 2.6
Seien v,w € V. Mit z = ®5'(v), y = ®3' (w) und A = Mp(s) ist s(v,w) = ' Ay = sa(z,y).

Beweis. Achtung: v; beschreibt das i-te Element der Basis B!
s(v,w) = s(32L, @ivi, Z?:1 Yiv;) = ZZJ‘:1 ziys(v,v;) = =' Ay u
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Satz 2.7
Sei B eine Basis von V. Die Abbildung s — Mp(s) ist eine Bijektion zwischen den Sesquilinear-

formen auf V und Mat,, (K).

Beweis. e injektiv: Lemma 2.6
e surjektiv: Fiir A € Mat,, (K) wird durch s(v,w) = &5 (v)" - A - ®5'(w) eine Sesquilinearform auf V mit
Mg(s) = (s(vi,w;))i; = (et Ae;)i; = (eiAe;)i; = A definiert. O

Satz 2.8 (Transformationsformel)

Seien B und B’ Basen von V und s eine Sesquilinearform auf V. Dann gilt:

Mp(s) = (T5) - Mg(s) - TE

Beweis. Seien v,w € V. Definiere A = Mg(s), A’ = Mp:(s), T = Tgl und z,y,z’,y" € K™ mit v = ®p(x) =
bp(r'), w=®p(y) = Pp(y’). Dann ist z = Tx', y = Ty’ und somit

(@) Ay 2 s(v,w)
Loty
= (T2')' ATy
= (2')'T" ATy
Da v,w € V und somit z’,y" € K beliebig waren, folgt A = T'AT. ]

m Beispiel 2.9
Sei s das Standardskalarprodukt auf dem K™ und B = (by, ..., b,) eine Basis des K™. Dann ist

Mp(s) = (TB)t - Me(s) - TE = Bt - 1,,- B = B'B
wobei B = (b1, ..., b,) € Mat, (K).

Satz 2.10

Sei s eine Sesquilinearform auf V. Dann sind &dquivalent:

Es gibt 0 # v € V mit s(v,w) = 0 fiir alle w € V.

Es gibt 0 # w € V mit s(v,w) = 0 fiir alle v € V.

o Es gibt eine Basis B von V mit det(Mp(s)) = 0.

Fiir jede Basis B von V gilt det(Mp(s)) = 0.

Bewets. Sei B eine Basis von V, v = ®p(z) und A = Mp(s). Genau dann ist die (semilineare) Abbildung
w + s(v,w) die Nullabbildung, wenn x*Ay = 0 fiir alle y € K", also wenn 0 = z'A, d.h. A*z = 0. Somit ist (1)
genau dann erfiillt, wenn A’ nicht invertierbar ist, also wenn 0 = det(A*) = det(A). Damit (1) = (4) = (3) = (1)
gezeigt und (2) <= (4) zeigt man analog. O
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Definition 2.11 (ausgeartet)

Eine Sesquilinearform s auf V heifit ausgeartet , wenn eine der dquivalenten Bedingungen aus
Satz 2.10 erfiillt ist, sonst nicht-ausgeartet.
Definition 2.12 (symmetrisch, hermitesch)

Eine Sesquilinearform s auf V' heifit symmetrisch , wenn bzw. hermitesch , wenn

s(z,y) = s(y,z) firallez,yeV

Eine Matrix A € Mat,,(K) heifit symmetrisch bzw. hermitesch, wenn A = A* = A=Al

Mathematica/WolframAlpha-Befehle (symmetrische bzw. hermitesche Matrizen)

Wie fiir vieles Andere auch, hat Mathematica bzw. WolframAlpha auch dafiir eine Funktion:

SymmetricMatrixQ[A]

HermitianMatrixQ[A]
Satz 2.13
Sei s eine Sesquilinearform auf V und B eine Basis von V. Genau dann ist s hermitesch, wenn

Mp(s) dies ist.

Beweis. (=): klar aus Definition von Mp(s).

(<) z=05", y=05"(w), s(v,w) = s(v,w)" = (2" Ay)" = y*A'Z = s(w,v)

O
Satz 2.14
Fir A, B € Mat,(K) und S € GL,,(K) ist (A+ B)* = A* + B*, (AB)* = B*A*, (A*)* = A und
(S—l)* — (S*)fl.
Beweis. Folgerung 1.8, 111.1.14, 111.1.15 O
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Euklidische und unitire Vektorriume

Lemma 3.1

Sei s eine hermitesche Sesquilinearform auf V. Dann ist s(z,z) € R fiir alle z € V.

Beweis. Da s hermitesch ist, ist s(z,z) = s(z, z), also s(z,z) € R. O

Definition 3.2 (quadratische Form)

Sei s eine hermitesche Sesquilinearform auf V. Die quadratische Form zu s ist die Abbildung

V>R
gs :

x> s(z,x)

» Bemerkung 3.3
Die quadratische Form g, erfiillt das qs(Az) = |\|? - gs() fiir alle x € V, A € K. Im Fall K = R,
V=R" x=(21,...,25)", 5 = 54, A € Mat,,(R) ist g5(z) = sa(z,2) = 2" Az = 3]',_| ajjz,z; ein

[13

“quadratisches Polynom in den Variablen x1, ..., z, .

Satz 3.4 (Polarisierung)
Sei s ein hermitesche Sesquilinearform auf V. Dann gilt fir z,y € V:

s(z,y) = %(qs(ﬂy) —q¢s(z) —gs(y)) K=R

s(@4) = 3062 +) — 6@ — v) + g (@ + i) — igs(z — ) K =C

Beweis. Im Fall K = R ist

s(z+y,z+y)—s(z,z)—s(y,y)

gs(x +y) — gs(2) — gs(y)

s(z, @) + s(z,y) + s(y, ) + s(y,y) — s(z,2) — 5(y,y)
S(l‘, y) + S(y’ 1‘) - 28(1‘724)

Im Fall K = C: UA O
Definition 3.5 ((semi)definit, euklidischer VR, unitéirer VR)

Sei s eine hermitesche Sesquilinearform auf V. Ist s(z,z) > 0 fiir alle € V, so heifit s positiv
semidefinit . Ist s(x,x) > 0 fiir alle 0 # x € V, so heiBit s positiv definit (oder ein Skalarprodukt).

Eine hermitesche Matrix A € Mat,,(K) heifit positiv (semi)definit, wenn s4 dies ist.

Einen endlichdimensionalen K-VR zusammen mit positiv definiten hermiteschen Sesquilinearfor-

men nennt man einen euklidischen bzw. unitdren VR (oder auch Prihilbertraum). Wenn nicht

anderes angegeben, notieren wir die Sesquilinearform mit (-, -).
m Beispiel 3.6
Der Standardraum V' = K™ zusammen mit dem Standardskalarprodukt ist ein euklidischer bzw.

unitérer VR.
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m Beispiel 3.7
Ist A = diag(\1, ..., \n) mit A; € R, so ist s4 genau dann positiv definit, wenn A; > 0 fiir alle 7,

und positiv semidefinit, wenn A; > 0 fiir alle 3.

Satz 3.8
Ist V ein unitdrer VR und U C V ein UVR, so ist U mit der Einschrankung des Skalarprodukts

wieder ein unitarer VR.

Beweis. klar, die Einschrinkung ist wieder positiv definit. O

Definition 3.9

Ist V ein unitdrer VR, so definiert man die Norm von x € V als

[zl = v/ (2, 2) € Rxo

Satz 3.10

Die Norm eines unitdren VR erfiillt die folgenden Eigenschaften:
e FirzeVist |z| =0 < =0
o Firz € V und A € K ist ||[Az|| = [A| - [|z]|
o Fiir z,y € Vist [lz + yl| < [|z/| + [lyll
Beweis. e Das Skalarprodukt ist positiv definit.

e Kklar

e Wie im Fall im R™ O

Satz 3.11
Ist V' ein unitarer VR, so gilt fiir z,y € V:

|,y | < ]l - llyl

Dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn = und y linear abhéngig sind.

Beweis. Fiir y = 0 ist die Aussage klar.
Sei also y # 0. Fiir A\, p € K ist

0 < (A + py, Az + py)
=M\ (2, 2) + pnc (y,y) + M- (2,y) + ph - (y,x)

Setzt man A = A = (y,y) > 0 und p = — (x,y) ein, so erhélt man

0 < A~ lal®lyll* + piA — At = (2, y) Ay, @)
= Al llyll* = | {2, 9) [*)

Teilen durch A und Wurzelziehen liefert die Ungleichung. Gilt dort Gleichheit, so ist || Az 4+ py|| = 0 folglich (da
X # 0) sind dann 2,y linear unabhiingig. Ist x = ay mit o € K, so ist | (z,v) | = |a| - lyll* = llz| - ||y|| O
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Orthogonalitit

Sei V ein euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum.
Definition 4.1 (orthogonal, orthogonales Komplement)

Zwei Vektoren z,y € V heiflen orthogonal , in Zeichen = 1 y, wenn (z,y) = 0. Zwei Mengen
X,Y C V sind orthogonal, in Zeichen X L Y, wenn « L y fiirallez € X und y € Y.

Fir U C V bezeichnet

Ut ={zxeV |z LufiraleuecU}

das orthogonale Komplement zu U.

UL
R3

Lemma 4.2
Fir z,y € V ist

ez ly<=ylz
ez 10

e lax <— =0

Beweis. klar O

Satz 4.3
Fiir U C V ist U+ ein Untervektorraum von V mit U 1 U+ und U N U+ C {0}.

Beweis. Linearitit des Skalarprodukts im ersten Argument liefert, dass U+ ein Untervektorraum ist. Die Aus-

sage UL L U ist trivial, U L U™ folgt dann aus Lemma 4.2. Ist u € U N U™, so ist insbesondere u L u, also

u = 0 nach Lemma 4.2. O
Definition 4.4 (orthonormal)
Eine Familie (x;);e; von Elementen von V ist orthogonal, wenn x; L x; fiir alle ¢ # j, und
orthonormal , wenn zusétzlich ||z;|| = 1 fiir alle 7. Eine orthogonale Basis nennt man eine Orthogonalbasis,

eine orthonormale Basis nennt man eine Orthonormalbasis.
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» Bemerkung 4.5
Eine Basis B ist genau dann eine Orthonormalbasis, wenn die darstellende Matrix des Skalarpro-

dukts beziiglich B die Einheitsmatrix ist. (Beispiel: Standardbasis des Standardraum beziiglich des
Standardskalarprodukts)

Lemma 4.6

Ist die Familie (x;);cs orthogonal und z; # 0 fiir alle 7 € I, so ist (z;);cs linear unabhéngig.

Beweis. Ist Y, ; hiwi = 0, A € K, fast alle gleich 0, so ist 0 = (3, c; Mizi, z5) = 2,0; i (o, 25) = Ay (25, 25)
Aus z; # 0 folgt (x;,2;) > 0 und somit \; = 0 fiir jedes j € I. O

Lemma 4.7
Ist (x;)ier orthogonal und x; # 0 fiir alle 4, so ist (y;)icr mit

1
Yi = %
[EA
orthonormal.
Beweis. Fiir alle ¢ ist (y;,y:) = W (s, 2:) = 1.
Fir alle 4 # j ist (yi,y;) = m@wfﬁ =0. O

Satz 4.8

Sei U C V ein Untervektorraum und B = (z1, ..., ) eine Orthonormalbasis von U. Es gibt genau
einen Epimorphismus pry; : V' — U mit pry [y = idy und Ker(pry;) L U, insbesondere also
x —pry L U fir alle x € V, genannt die orthogonale Projektion auf U, und dieser ist geben durch

T Z (x,2;) @; (1)

Beweis. Sei zunichst pry durch (1) gegeben. Die Linearitdt von pr; folgt aus (S1) und (S3). Fir u =
SF L Niwi € Ulist (u, x;) = <Zf:1 Ail'i,fl'j> =% N (@i, z5) = \j, woraus pry; (u) = w. Somit ist pry, |v = idv,
und insbesondere ist pry surjektiv. Ist pry(z) = 0, so ist (z,z;) = 0 fiir alle 4., woraus mit (S2) und (S4) sofort
z L U folgt. Somit ist Ker(pr,,) L U.

Fiir z € V ist pry; (x—pry (x)) = pry (z) —pry (pryy (z)) = pry (z) —pry (z) = 0, also z —pry; (z) € Ker(pry) C UL,
Ist f: V — U ein weiterer Epimorphismus mit f|y = idy und Ker(f) L U, so ist

pry(z) — f(z) = pry(z) —x— f(z) —z e UNU* = {0}
eU eU cUL cutL

fiir jedes x € V, somit f = pry;. O
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Theorem 4.9 (Gram-Schmidt-Verfahren)
Ist (z1, ..., x,) eine Basis von V und k < n mit (x4, ..., xx) orthonormal, so gibt es eine Orthonor-
malbasis (Y1, ..., Yn) von V mit y; = x; fur ¢ = 1, ...,k und spang (y1, ..., y;) = spang (z1, ..., x;) fur

l=1,..n.

Beweis. Induktion nach d = n — k.
d = 0: nichts zu zeigen

d—1 — d: Fiir ¢ # k+1 definiere y; = z;. Sei U = spany (1, ..., Tk), Thp1 = Tht1 — Pry(Te—1). Dann ist x4 €
Ker(pry;) € Ut (vgl. Satz 4.8) und spang (z1, ..., Tk, Th11) = spang (1, ..., Trr1). Setze yry1 =

1 ~
T .
[EI

Dann ist (y1, ..., yn) eine Basis von V mit (y1, ..., yx+1) orthonormal (vgl. Lemma 4.7). Nach Induktionshypothese

gibt es eine Orthonormalbasis von V, die das Gewiinschte leistet. O

Folgerung 4.10
Jeder endlichdimensionale euklidische bzw. unitidre Vektorraum V besitzt eine Orthonormalbasis.

Beweis. Wihle irgendeine Basis von V' und wende Theorem 4.9 mit k& = 0 an. ]

Folgerung 4.11
Ist U ein Untervektorraum von V, so ist V =U @ U+ und (U+)*+ = U.

Beweis. Wihle eine Orthonormalbasis von U (vgl. Folgerung 4.10), B = (z1, ..., zx) und ergéinze diese zu einer
Orthonormalbasis (21, ..., ) von V (vgl. Theorem 4.9). Dann sind xj41,...,2, € U L, da UNU* = {0} ist
somit V = U @ U*. Insbesondere ist dimg (UL) = n — dimg (U), woraus dimg ((U+)*) = dimg (U) folgt.
Zusammen mit der trivialen Inklusion U C (U+)* folgt U = (U*)*. d

Folgerung 4.12

Ist s eine positiv definite hermitesche Sesquilinearform auf V' und B eine Basis von V, so ist

det(Mg(s)) € Rsg
Beweis. Wihle eine Orthonormalbasis B’ von V beziiglich s. Dann ist Mg/ (s) = 1,, folglich
det(Mp(s)) = det ((T};)t T E)
= det ((Tg’,)t) - det (E)
et (18 0ot (1)
= | det (Tg/) 2

>0 ]
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Orthogonale und unitire Endomorphismen

Sei V ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum und f € Endg (V).
Definition 5.1 (orthogonale, unitire Endomorphismen)

f ist orthogonal bzw. unitéir , wenn

(f(2), f(y) =(z,y) Va,yeV

Satz 5.2

Ist f unitér, so gelten

Fiir € Vst | f ()] = [l

Sind z,y € V mit L y, soist f(z) L f(y).

Es ist f € Autx (V) und auch f~1 ist unitér.

Das Bild einer Orthonormalbasis unter f ist eine Orthonormalbasis.

Ist A ein Eigenwert von f, so ist |A| = 1.

Beweis. o klar
o klar

e f(2)=0 < ||f(2)|]|=0 < ||z|| =0 <= z =0, also ist f injektiv, somit f € Autx (V) und
(@) 7 w) TET GO @) (T @) = ()

e Folgt aus 1, 2 und 3
e Ist f(z) = Az, x # 0, so ist

el = 1F @) = Azl = Al =]l = Al =1 0
Satz 5.3
Ist || f(x)|| = ||z| fiir alle z € V, so ist f unitér.
Beweis. Aus ||f(z)]] = HJ:H folgt ( ( ) ( )} = (z,z). Die Polarisierung (Satz 3.4) fiir (f(z), f(y)) und die
Linearitit von f liefern ( (z,y). Zum Beispiel im Fall K = R:
(f(z <f ()+f()> (F(@), f(2)) = (F(v), F(y))
fz+y) f(z+y)

(z+y,z+y) —(x,2) — (¥, 9))
7> D

/\N‘H
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Definition 5.4 (orthogonale, unitire Matrizen)

Eine Matrix A € Mat,,(K) heifit orthogonal bzw. unitér , wenn

A*A =1,

Mathematica/WolframAlpha-Befehle (orthogonale bzw. unitire Matrizen)
Auch fiir orthogonale bzw. unitire Matrizen A gibt es eine Mathematica bzw. WolframAlpha-

Funktion

OrthogonalMatrixQ[A]

UnitaryMatrixQ[A]

» Bemerkung 5.5
Offenbar ist A genau dann unitér, wenn A* das Inverse zu A ist. Die folgenden Bedingungen sind

daher dquivalent dazu, dass A unitér ist:

AA* =1, AA' =1, A"A=1,, At = A1

Satz 5.6

Sei B eine Orthogonalbasis von V. Genau dann ist f unitéir, wenn Mp(f) unitér ist.

Beweis. Sei A= Mg(f), v=®5(z), ®5(y). Dann ist (v, w) = 2* Mp((-,-)) -y = z* - y. Somit ist f genau dann

=1

unitér, wenn (Aac)t/Ty = 'y fiir alle 2,y € K", also wenn A*A = 1, d.h. A unitér. O

Satz 5.7
Die folgenden Mengen bilden Untergruppen der GL,, (K).

e 0, ={A € GL,(R) | A ist orthogonal} die orthogonale Gruppe

e SO, ={A €0, | det(A) =1} die spezielle orthogonale Gruppe

o U, ={A € GL,(C) | A ist unitdr} die unitdre Gruppe

e SU, = {4 €U, |det(A) = 1} die spezielle unitire Gruppe

Beweis. z.B. fiir U,: Sind A™' = A*, B! = B*, soist (AB)™' = B™'A™! = B*A* = (AB)*, (A" ) ' = A=
(A*)—l :(Afl)* D

Satz 5.8
Genau dann ist A € Mat,, (K) unitdr, wenn die Spalten (oder die Zeilen) von A eine Orthonormal-
basis des K™ bilden.

Beweis. Sei s das Standardskalarprodukt und B = (a

1,.--,an). Nach Bemerkung 4.5 ist B genau dann eine
Orthonormalbasis, wenn Mp(s) = 1,, und Mp(s) = At .1, - A, vgl. Beispiel 2.9 O
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Theorem 5.9
Sei K = C und f € Endg (V). Ist f unitér, so besitzt V eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren

von f.

Beweis. Induktion iibern = dimg (V).

n = 0: klar

n — 1 — n: Da K algebraisch abgeschlossen ist, hat x; eine Nullstelle A, es gibt also einen Eigenvektor z; von f
zum Eigenwert A. Ohne Einschrinkung nehmen wir ||z|| = 1 an. Sei W = K - 2. Nach Folgerung 4.11 ist dann
V=WeeW* Firve W weW ist

0= (v,w) = (f(v), f(w)) = A(f(v),w)

da X # 0 (f unitér) also f(W*) L W. Somit ist f(W+) € W, d.h. Wt ist f-invariant. Da auch f|y .
unitér ist, gibt es nach Induktionshypothese eine Orthonormalbasis (1, ..., x,) aus Eigenvektoren von f|y;, .. Da
V=WaeW*udW LW ist (1, ..., ) eine Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren von f. O

Folgerung 5.10
Jeder unitidre Endomorphismus eines unitidren Vektorraums ist diagonalisierbar.

Folgerung 5.11
Zu jeder A € U,, gibt es S € U, so, dass

S*AS = ST1AS = diag(\1, ..., \pn)

mit [A\;|=1firi=1,..,n.

Beweis. Da A unitér ist, ist fa € Endec(C™) unitér, nach Theorem 5.9 existiert also eine Orthonormalbasis B
des C™ aus Eigenvektoren von A. Die Transformationsmatrix S = 72 hat als Spalten die Elemente von B und
somit ist S nach Satz 5.8 unitér. Nach Satz 5.2 ist |A| =1 fiir alle Eigenwerte von f4. O

» Bemerkung 5.12
Dies (Theorem 5.9) gilt nicht im Fall K = R. Man kann aber auch orthogonale Endomorphismen

immer “fast diagonalisieren®.
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Selbstadjungierte Endomorphismen

Sei V ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum und f € Endg (V).
Definition 6.1 (selbstadjungiert)

f ist selbstadjungiert , wenn

(f(x),y) = (x, fly)) Vo,yeV

Satz 6.2
Sei B eine Orthonormalbasis von V. Genau dann ist f selbstadjungiert, wenn Mpg(f) hermitesch

ist.
Beweis. Seien A = Mp(f),v=®p(x),w = Pp(y). Es ist

(f(v),w) = (A2)"y = 2" A"y

Somit ist (f(v), w) = (v, f(w)) genau dann, wenn A* = A, d.h. A = A*, also A hermitesch. O

Lemma 6.3

Ist f selbstadjungiert und A ein Eigenwert von f, so ist A € R.

Beweis. Ist 0 # xz € V mit f(x) = Az, so ist

Az,z) = (f(@),2) = (2, f(2)) = A (w, )

und mit (z,z) # 0 folgt A = A, also A € R. O

Satz 6.4
Ist f selbstadjungiert, so ist xs € R[t] und xy zerfillt iiber R in Linearfaktoren.

Beweis. Sei B eine Orthonormalbasis von V. Nach Satz 6.2 ist A = Mp(f) € Mat,(K) C Mat,(C) hermitesch.
Da C algebraisch abgeschlossen ist, ist x(t) [[;—;(t — A¢) mit A1, ..., A\n € C. Nach Lemma 6.3 ist aber schon
A1y oy An € R. Somit zerfillt xsxa € R[t] iiber R in Linearfaktoren. O

Theorem 6.5

Ist f selbstadjungiert, so besitzt V eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f.

Beweits. Induktion iiber n = dimg (V).

n = 0: klar

n — 1 — n: Nach Satz 6.4 hat f einen reellen Eigenwert A € R. Wihle 1 € V mit f(z1) = Az1 und |21 = 1.
Sei W =K -x;. Fiiry e Wt ist

(1, f(y)) = (f(21),y) = A(21,y) =0
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und folglich ist W+ f-invariant. Nach Folgerung 4.11 ist V = W & W+ und flw ist wieder selbstadjungiert.
Nach Induktionshypothese hat W+ eine Orthonormalbasis (z1,...,zn) aus Eigenvektoren von fly1. Da V =
WaeWL und W L W ist (z1, ..., zn) eine Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren von f. O

Folgerung 6.6
Jeder selbstadjungierte Endomorphismus eines euklidischen oder unitidren Vektorraums ist diago-

nalisierbar.
Folgerung 6.7

Ist
o f selbstadjungiert (K = C oder R)
e f unitir (K = C)

so ist

V = P Eig(f, )

AeK

eine Zerlegung von V in paarweise orthogonale Untervektorrdume.

Beweis. Nach Theorem 5.9 bzw. Theorem 6.5 existiert eine Orthonormalbasis B aus Eigenvektoren. Insbeson-

dere ist f diagonalisierbar, also

V = B Eig(f, )
AeK
Zu jedem A gibt es eine Teilfamilie von B die eine Basis von Eig(f, ) bildet. Da B eine Orthonormalbasis ist,

folgt, dass die Eigenrdume paarweise orthogonal sind. O

» Bemerkung 6.8
Um eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren wie in Theorem 5.9 oder Theorem 6.5 zu bestimmen,
kann man entweder wie im Induktionsbeweis vorgehen, oder man bestimmt zunéchst Basen B von
Eig(f, \i), ? = 1,...,n und orthonormalisiert diese mit Theorem 4.9 zu Basen B’. Nach Folgerung 6.7

ist | J B’ dann eine Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren von f.
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Hauptachsentransformation

Sei V ein euklidischer bzw. unitédrer Vektorraum und s eine hermitesche Sesquilinearform auf V.

Satz 7.1
Zu A € Mat,,(K) hermitesch gibt es S € U, (K) so, dass

S*AS = ST1AS = diag(\1, ..., \n)
mit Aq,..., A, € R.

Beweis. Da A hermitesch ist, ist fa € Endx (K™) selbstadjungiert, es gibt also nach Theorem 6.5 also eine
Orthonormalbasis B = (x1, ..., ) aus Eigenvektoren von fa. Die Transformationsmatrix S = T hat x, ..., Z,,

als Spalten und ist somit nach Satz 5.8 unitdr. Nach Lemma 6.3 sind die Eigenvektoren A1, ..., A, reell. ]

I Folgerung 7.2

Sei A € Mat,,(K) hermitesch. Genau dann ist A positiv definit, wenn alle Eigenwerte positiv sind.
Beweis. Nach Satz 7.1 existiert S € U, (K) mit
S*AS = ST'AS = D = diag(A1, ... An) A1, dn ER

Die Eigenwerte von A sind die Eigenwerte von S™'AS (LAAG 1.5.1.11) , also A1, ..., An. Sei T = S. Genau dann
ist A positiv definit, wenn T'AT = S*AS = D positiv definit ist (Satz 2.8), also wenn A; > 0. O

Theorem 7.3 (Hauptachsentransformation)

Zu jeder hermiteschen Sesquilinearform s auf V' gibt es eine Orthonormalbasis B von V, fiir die

Mp(s) = diag(A1, .. An) A1, o0, Ay ER

Beweis. Sei By = (21, ...,xn) eine Orthonormalbasis von V und A = Mp,(s). Da s hermitesch ist, ist auch A
hermitesch (Satz 2.13). Nach Satz 7.1 gibt es deshalb S € U, (K) mit S*AS = D eine reelle Diagonalmatrix. Ist
nun f € Endg (V) mit Mp,(f) = S, so ist auch B = (f(x1), ..., f(z,)) eine Basis von V mit Th, = S unitér.
Da Mz, (f) unitér ist, ist auch f unitér. Nach Satz 5.2 ist f(By) = B somit auch eine Orthonormalbasis. Nach
Satz 2.8 ist

Mp(s) = (TE,)" - M, (s) - T, = S"AS = D O

m Beispiel 7.
2 1
A= ,s=54, K=R,V =R?
1 2
= qs(z) = 202 + 22129 + 203
Wie verhilt sich ¢, : R? = R? Wie sehen die “Hohenlinien“

H.o={rcR?|q(r)=c} ceR
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aus?
Xa=(t=2°-1=(t—-1)(t=3)= A =3 =1
1
R O A W R O
= Mpg(s) = diag(3,1)
Im neuen Koordinatensystem z = ®5'(z) ist dann
0s(2) = 327 + 23

Mit a; = az = 1 erhalt man “Hohenlinien® der Form

1
V3’

was fiir ¢ > 0 eine Ellipse beschreibt.

z22 T2 Z1

Folgerung 7.5

Zu jeder hermiteschen Sesquilinearform s auf V' gibt es eine Basis B von V, fiir die

1

ry(s)

Mp(s) = ~1r (@)

mit 74 (s) +7_(s) < n.

Bewets. Sei By = (z1, ..., zn) eine Orthonormalbasis von V mit A = Mg, (s) = diag(A1, ..., An). Setze
e Xi #0
Wi = [Xql
1 Ai=0
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Sei 2 = pi - xi und B’ = (a4, ..., x,). Dann ist Mp(s) = S'AS mit § = Tg(; = diag(p1, ..., n) also Mp/(s) =
diag(Af, ..., AL) mit X = pi - N - g = piX; € {0,1, —1}. Durch Permutation der Elemente von B’ erhilt man die
gewiinschte Basis B. O

Definition 7.6 (Ausartungsraum)

Der Ausartungsraum von s ist

Vo={zeV|s(z,y)=0 VyeV}

Lemma 7.7

Vo ist ein Untervektorraum von V.

Beweis. Klar aus Linearitdt im ersten Argument. ]

Lemma 7.8
Seien V; und V_ Untervektorraume von V mit V =V, & V_ & V und s positiv definit auf V.,
—s positiv definit auf V_. Dann ist

dimg (V4) = max{dimg (W) | Untervektorraum von V, s positiv definit auf V'}

dimg (V_) = max{dimg (W) | Untervektorraum von V, —s positiv definit auf V'}

Beweis. Beweis nur fiir V., analog fiir V_.

klar

Ist W < V Untervektorraum mit s(z,z) > 0 Vz € W\{0}, soist WN (V- V;) ={0}. Ist z = y + =
mit y € V_, z € Vo, so ist s(z,z) = s(y + 2,y + 2) = w+s(y,z)+s(z,y)+s(z,z) <0 = dimg (W) <

<o =0
dlmK(V) — dimK(V,) — dimK(Vo) = dimK(V+). O

<:
>

Theorem 7.9 (Trigheitssatz von Sylvester)
Fiir eine hermitesche Sesquilinearform s auf V' sind die Zahlen r(s), r_(s) aus Folgerung 7.5

eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei B eine Basis von V' wie in Folgerung 7.5, B = (x1, ..., Zn). Definiere

Vi = spang (z1, ...,xmr(s))
V_ = span e (Tr, (s)415 -+ Try (s)4r_(s))

‘/Ol = Spallg (xr+(s)+7‘,(s)+17 cey mn)

Dann ist s positiv definit auf V., —s positiv definit auf V_ und V=V, @ V_ & V. Es gilt V§ =W

C: klar

D:lst =370 Awi € Vo, s0ist 0 =s(x,x:) = Ai-s(xs,2:) firi =1,...,nalso\; =0 firi =1,...,r4(s) +7_(s),
d.h. z € V5. Nach Lemma 7.8 ist r4(s) = dimg (V) nur von s abhéngig, analog fiir r_(s). O
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Definition 7.10 (Signatur)

Die Signatur von s ist das Tripel

(r4(s);7—(5);70(5))

wobei ro(s) = dimg (Vp).
Folgerung 7.11
Ist s eine hermitesche Form auf V und B eine Basis von V, so ist die Zahl der positiven bzw.

negativen Eigenwerte von Mp(s) gleich 74 (s) bzw. r_(s), insbesondere also unabhiingig von B.

Bewets. Sei A= Mg(s). Nach Satz 7.1 gibt es S € U, (K) mit S*AS eine reelle Diagonalmatrix. Da S* = S—1
haben A und S*AS die selben Eigenwerte. Bringt man S*AS nun in die Form in Folgerung 7.5, so #ndern sich

die Vorzeichen der Diagonale nicht mehr. O
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Quadriken

Sein e N.
Definition 8.1 (Quadrik)

Eine Quadrik ist eine Teilmenge von R™ mit

Q={z € R"|2"Ax + 2b'x + ¢ = 0}

mit A € Mat,,(R) symmetrisch, b' € R™ und ¢ € R.

» Bemerkung 8.2
e Q= {r e R" | X}, ayziy; + 231" bizi + ¢ = 0} also Q ist die Nullstellenmenge eines

quadratischen Polynoms in 1, ..., T,
e () bestimmt A, b, ¢ nicht eindeutig, da Q(A,b,c) = Q(AA, Ab, Ac)

e Man kann A, b, ¢ so normieren, dass ¢ = 0 oder ¢ = 1

» Bemerkung 8.3

Seien A, b, ¢ wie in Definition 8.1, so schreiben wir

~ A b
A:
bt ¢
x
T =
1

Dann ist Q = {z € R™ | #' A% = 0}. Wir schreiben (A, b) fiir

(A b> S Matn,n+1(R)

Es gilt rk(A) <r1k(A,b) < rk(A).

» Bemerkung 8.4 (Wiederholung)
Seien V, W K-Vektorrdume. f:V — W heifit affin, wenn 3g € Hom g (V, W) mit f(v) = g(v) + wo
Vv € V. Ist f affin und bijektiv, so ist f~! affin, d.h. Aff (V) = {f : V — V| f affin und bijektiv}.
Im Fall von V = R", K =R ist

Affr(R™) ={f =m0 fr | T € GL,(R), z € R"}
mit fr(z) =Tz und 7,(z) =z + =.

Lemma 8.5
Ist @ C R™ eine Quadrik, so ist f(Q) eine Quadrik, firr f € Affr(R™).
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- S 0
Beweis. f = 7.0 fr mit T € GL,(R) und 2z € R". Schreibe S = T ¢ GL,(R), S = ( ) Es gilt
0 1

Si = Sx.
fr(@Q) ={Tz eR" |#'Az =0
_ e R | (§)' 487 =0)

={yeR™|§ SYAS § =0}

—-—

z

1
Jetzt fir 7. Sei U, = ( ) . U,z = 7»(z). Man folgert analog, dass
0

1
(@ ={yer" |7 UtAu. i=0) .
A Az+b

ZPA+b ZPAz4+blz+ b+ e

Definition 8.6 (Typen von Quadriken)
Sei @ gegeben durch (A, b, ¢) wie in Definition 8.1. @ heifit

e vom kegeligen Typ , wenn rk(A) = rk(A,b) = rk(A)

o cine Mittelpunktsquadrik , wenn rk(A) = rk(A,b) < rk(A)

e vom parabolischen Typ , wenn rk(A) < rk(A,b)

e ausgeartet , wenn det(A) =0

Lemma 8.7
Ist @ C R™ eine Quadrik, f € Affgr(R™). Von dem Typ, von dem @ ist, ist auch f(Q).

Beweis. f = fg-1, S € GLn(R). Da S invertierbar ist, ist rk(A) = rk(5*AS), analog auch rk(S*AS) = rk(A).

S 0
(S'AS, S'b) = S*(A,b) ( ) = 1k(S'AS, S'b) = rk(A, b). Fiir f = 7. analog. O
0 1

Definition 8.8 (Isometrie)
Eine Isometrie des R™ ist f € Affg(R™) mit

flz)=Az+b

mit b € R” und A € GL,(R) ist orthogonal.

» Bemerkung 8.9
f:R™ — R™ ist eine Isometrie genau dann, wenn || f(z) — f(y)|| = ||lx — y|| fiir alle z,y € R™.
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Theorem 8.10 (Klassifikation der Quadriken bis auf Isometrien)
Sei @ eine Quadrik. Es gibt eine Isometrie f € Affg (R™) mit f(Q), die eine der folgenden Formen

annimmt:
o f(Q) = {mER"|Zl . %)2 zkﬂ(g;)Q:o} k>r—k
Y S ()1

¢ 1@={eer IS, (2) - S (2) 201 =0} k2r-hr<n

mit a1,...,a, ERsound 0 <k <r <n

=&

(
(&

¢ 1@ ={serm Tk

2

Beweis. Sei Q gegeben durch (A, b, c). Nach Satz 7.1 gibt es eine orthogonale Matrix S € O,, mit S'SAS =
diag(A1, ..., An). Indem wir @ durch fg-1(Q) ersetzen, kénnen wir also ohne Einschrinkung annehmen, dass
A = diag(A1, ..., An). Ohne Einschrinkung ist weiter A1,...,A\x > 0 und Ag+1, ..., Ar < 0 und Apg1,..., An = 0.
Dann ist (€41, ..., en) eine Orthonormalbasis des Ausartungsraums Vp von sa.

Wenn wir @ durch 7, (Q) ersetzen, wird b durch Az+b ersetzt, wir kénnen deshalb ohne Einschrinkung annehmen,
dass b € Vo. Ist n > r, also Vp # {0}, so kénnen wir eine Orthonormalbasis (vy41,...,0,) von Vo mit b €
spang (vr41) wihlen.

Indem wir @ durch fg-1(Q) mit S = (ex, ..., €, Vry1, ..., Un) ersetzen, konnen wir ohne Einschrinkung annehmen,
dass b= p - er41 mit p € R.

Ist nun rk(A) = rk(A, b), so gibt es z mit Az = —b, und indem wir @ durch 7. (Q) ersetzen, kénnen wir annehmen,
dass b = 0.

e Im Fall ¢ = 0 setzt man a; = und ersetzt gegebenenfalls (A, b, ¢) mit (—A, —b, —c), um Form 1 zu

1
Vil

erhalten.
e Im Fall ¢ # 0 ersetzt man (A,b,c) durch (—1A,—1b,—1) und setzt dann a; = ﬁ, um Form 2 zu
erhalten.

o Ist tk(A) < rk(A4,b), so ist insbesondere r < n und p # 0. Nun ersetzten wir @ durch 7.(Q) mit z =

—3; - er41 und konnen somit auch wieder ¢ = 0 annehmen. Ersetzt man (A, b,0) durch (—iA, —1,0) und

setzt wieder a; = ﬁ7 so erhidlt man Form 3. (Ist & < r — k, so ersetzt man weiter @ durch f_1,(Q)
und (A, b,0) durch (—A, —b,0).) o

Folgerung 8.11
Sei @ C R"™ eine Quadrik. Es gibt eine invertierbare affine Abbildung f € Affg(R™) fiir die f(Q)

eine der folgenden 3 Formen annimmt:

.f(Q){xeR”IZx - Z 3320} k>r—k

zk+1
@) = {eerr 3 at- 3 o]
‘ i=k+1
.f(Q){wGR”|ZxZ£2xT+1O} kE>r—kr<n
1=k+1

m Beispiel 8.12
Q CR?
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2
. k:l,r:l:{x6R2| (“) —2x2:O}
ai

» Bemerkung 8.13
o Ist Q C R? eine Quadrik, U C V affiner Untervektorraum, so ist @ NU eine Quadrik in dem
Sinne, dass 3f Isometrie : f(U) = R* und f(Q NU) ist eine Quadrik.

e Ebene Quadriken sind im wesentlichen Kegelschnitte, Q' = {z € R3 | 2% + 23 = 2%}, aufer
2c und 2d in Beispiel 8.12

» Bemerkung 8.14
Die Situation wird deutlich iibersichtlicher, wenn man den affinen Raum R"™ durch Hinzunahme

von Punkten im Unendlichen zum projektiven Raum P™(R) vervollstddigt und den Abschluss der

Quadriken darin betrachtet. Es stellt sich dann heraus, dass vom projektiven Standpunkt aus die

meisten ebenen Quadriken dhnlich aussehen. (Siehe Vorlesung Elementare Algebraische Geometrie)
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Kapitel VII

Dualztat

Das Lemma von Zorn

Sei K ein Korper und U, V, W seien K-Vektorrdume. Zudem sei X eine Menge.
Definition 1.1 (Relation)
Eine Relation ist eine Teilmenge R C X x X. Man schreibt (x,2’) € R als zR2’. R heift

e reflexiv , wenn Vz € X: zRx
e transitiv , wenn Vz,y,z € X: xRy und yRz = =Rz
e symmetrisch , wenn Vz,y € X: zRy = yRx

e antisymmetrisch , wenn Vz,y € X: xRy und yRx =y ==z

e total , wenn Va,y € X: (z,y) ¢ R= (y,z) € R

m Beispiel 1.2 (Aquivalenzrelation)

Eine Aquivalenzrelation ist eine reflexive, transitive und symmetrische Relation. Wir haben schon

verschiedene Aquivalenzrelationen kennengelernt: Isomorphie von K-Vektorrdumen und Ahnlichkeit

von Matrizen.

Definition 1.3 (Halbordnung)

Eine Halbordnung (oder partielle Ordnung ) ist eine reflexive, transitive und antisymmetrische

Relation <. Eine totale Halbordnung heifit Totalordnung oder lineare Ordnung . Man schreibt

r<yfire<yAz#uy.
m Beispiel 1.4
1. Die natiirliche Ordnung < auf R, Q, Z und N ist eine Z Totalordnung.

2. Teilbarkeit | ist eine Halbordnung auf N, aber Teilbarkeit ist keine Halbordnung auf Z, da
1] =1 und —1J1, aber 1 # —1!

3. P(X) ist die Potenzmenge. “C” ist eine Halbordnung auf P, aber fiir |X| > 1 ist “C” keine

Totalordnung.

4. Sei (X, <) eine Halbordnung, sei Y C X, so ist (Y, < |y) eine Halbordnung.
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Definition 1.5 (Kette)
Sei (X, <) eine Halbordnung, Y C X. Y heiit Kette , wenn (Y, < |y) total ist.

z € Y heif3t ein minimales Element von Y, wenn V2’ € Y: z < 2.

x € Y heifit untere Schranke von Y, wenn Vy € Y: y > x.

x € Y heif3t kleinstes Element von Y, wenn x untere Schranke von Y ist.

Analog: maximales Element , obere Schranke , grofites Element .

Y = {2" | n € N} ist eine Kette
» Bemerkung 1.6

e Hat Y ein kleinstes Element, so ist dies eindeutig bestimmt. Ein kleinstes Element ist minimal.
e Jede endliche Halbordnung hat minimale Elemente. Jede endliche Totalordnung hat ein kleins-
tes Element. Analog fiir maximale Elemente und gréfites Element.
m Beispiel 1.7
(N, <) hat als kleinstes Element die 1, aber kein gréfites Element oder maximale Elemente.
m Beispiel 1.8
V = R3, X die Menge der Untervektorriume des R3. (X, <) ist eine Halbordnung auf ¥ C X mit
Y ={U € X | dimg(U) < 2}.
e Y hat ein kleinstes Element: {0}.

e Es gibt unendlich viele maximale Elemente in Y, ndmlich die Untervektorrdume von V', die
die Dimension 2 haben. Es gibt also kein grofites Element.

e V ist die obere Schranke von Y.
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Theorem 1.9 (Das Lemma von Zorn)
Sei (X, <) eine Halbordnung, die nicht leer ist. Wenn jede Kette eine obere Schranke hat, dann

hat X ein maximales Element.

Beweis. Das Lemma von Zorn hat axiomatischen Charakter - es ist dquivalent zum Auswahlaxiom, seine
Giiltigkeit ist somit abhéngig von unseren grundlegenden mengentheoretischen Annahmen. Fiir einen Beweis
des Lemmas von Zorn aus dem Auswahlaxiom siehe die Vorlesung Mengenlehre. Wir zeigen hier zumindest die

andere Richtung, ndmlich dass das Auswahlaxiom aus dem Lemma von Zorn folgt. O

Folgerung 1.10 (Auswahlaxiom)
Zu jeder Familie (x;), nicht leer, gibt es eine Auswahlfunktion , das heifft eine Abbildung:

f:I— UXi mit f(i) € X; Vi
i€l
Beweis. Sei F die Menge der Paare (J, f) bestehend aus einer Teilmenge J C I und einer Abbildung f : [ —
U,e; Xi mit f(i) € Xi Vi € J. Definieren wir (J, f) < (J',f') <= J C J' und f'[; = f, so ist < eine
Halbordnung auf 7. Da (0,0) € F ist J nichtleer. Ist G C F eine nichtleere Kette, so wird auf J' := J; rcg J
durch f'(j) = f(j) falls (J,f) € G und j € J eine wohldefinierte Abbildung f’ : J — U, Xi mit f'(i) €
X, Vi€ J gegeben. Das Paar (J', f') ist eine obere Schranke der Kette . Nach dem Lemma von Zorn besitzt
F ein maximales Element (J, f). Wir behaupten, dass J = I. Andernfalls nehmen wir ein i’ € I'\J und ein
fG) jed
x’ jg=1
(J, f) < (J', f') im Widerspruch zur Maximalitéit von (J, f). O

2’ € Xy und definieren J" := U U {i'} und f": J" = U, Xi, j = . Dann ist (J', f') € F und

Folgerung 1.11 (Basiserginzungssatz)
Sei V' ein K-Vektorraum. Jede linear unabhéngige Teilmenge Xy C V ist in einer Basis von V

enthalten.

Beweis. Sei X = {X C V | X ist linear unabhingig, Xo C X} geordnet durch Inklusion. Dann ist Xy € X,
also X # (. Ist Y eine nichtleere Kette in ¥, so ist auch Y = (JY C V linear unabhingig. Sind y1,...,yn € Y
paarweise verschieden, so gibt es Yi,...,Y, € Y mit y; € Y; fiir ¢ = 1,...,n. Da Y total geordnet ist, besitzt
{Y1,...,Y,} ein groBStes Element, o.E. Yi. Also sind y1,...,9» € Y1 und somit linear unabhéngig. Folglich ist
Y1 € X eine obere Schranke von ). Nach dem Lemma von Zorn besitzt X ein maximales Element X. Das heif}t,

X ist eine maximal linear unabhéngige Teilmenge von V', nach LAAGI I1.3.5 also eine Basis von V. ]
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Der Dualraum

Sei V' ein K-Vektorraum.
Definition 2.1 (Dualraum)

Der Dualraum zu V ist der K-Vektorraum

V* =Homg(V,K) = {p:V — K linear}

Die Elemente von V* heiflen Linearformen auf V.
m Beispiel 2.2
Ist V = K™ = Mat, «1(K), so wird V* = Homg (V, K) durch Mat; ., (K) = K™. Wir kénnen also

die Elemente von V als Spaltenvektoren und die Linearformen auf V' als Zeilenvektoren auffassen.

Lemma 2.3

Ist B(z1);er eine Basis von V, so gibt es zu jedem ¢ € I genau x} € V* mit

Beweis. Siehe LAAGI IIL1.5.1, angewandt auf die Familie (y;)jer, y;0;.; in W = K. O

Satz 2.4
Ist B = (x1)ier eine Basis von V, so ist B* = (z});cr linear unabhingig. Ist I endlich, so ist B*

eine Basis von V*.

Beweis. Tst o = Y, ., Mz, \i € K, fast alle gleich 0, so ist @(z;) = >, Ajzi(x;) = A; fiir jedes j € I. Ist
also ¢ =0, soist A\; = p(z;) =0 Vj €I, B* ist somit linear unabhéngig.
Ist zudem I endlich und ¢ € V*, soist ¢ =o' = >, o(zs)x], denn o' (x5) = >, o (aa)x] (25) = ¥(x:) Vj€

I, und somit ist B* ein Erzeugendensystem von V™. |
I Definition 2.5 (duale Basis)
Ist B = (x;)ics eine endliche Basis von V, so nennt man B* = (x});c; die zu B duale Basis .

Folgerung 2.6

Zu jeder Basis B von V gibt es einen eindeutig bestimmtem Monomorphismus

fv — V* mit f(B) = B*

Ist dimg (V) < oo, so ist dieser ein Isomorphismus.
Folgerung 2.7
Zu jedem = 0 # x € V gibt es eine Linearform ¢ € V mit ¢(x) = 1.

Bewets. Erginze x1 = x zu einer Basis (z;)icr von V (Folgerung 1.11) und ¢ = 7. O

m Beispiel 2.8

Ist V = K™ mit Standardbasis £ = (eq, ..., €, ), so kénnen wir V* mit dem Vektorraum der Zeilen-
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vektoren identifizieren, und dann ist

Definition 2.9 (Bidualraum)

Der Bidualraum zu V ist der K-Vektorraum
V™ = (V*)* = Homg (V" K)

Satz 2.10
Die kanonische Abbildung

V-V
L wobel ¢, (¢) = ()
T —> Ly

ist ein Monomorphismus. Ist dimg (V) < oo, so ist ¢ ein Isomorphismus.

Bewets. e 1, V™
— (P +¥) = (p+¥)(2) = () + ¥(z) = ta () + ta(¥)
= ta(Ap) = (Ap)(2) = Ap(T) = Aia ()
e ¢ linear:

= taty(P) = o(z +y) = (@) + 0(y) = ta(#) + 1y(p) = (12 + 1) (¥)
= ta(p) = p(Az) = Az (t) = (Aez)(9)
e . injektiv: Sei 0 # x € V. Nach Folgerung 2.7 existiert ¢ € V* mit tz(¢) = p(x) = 1 # 0. Somit ist ¢ty # 0.
26 2.6
o Ist dimg (V) < oo, soist V = V* = V** insbesondere dimg (V') = dimg (V**). Der Monomorphismus ¢

ist somit ein Isomorphismus. O

» Bemerkung 2.11
Sei dimg (V) < oo. Im Gegensatz zu den Isomorphismen V' — V* die von der Wahl der Basis B
abhéngen, ist der Isomorphismus ¢ : V' — V** kanonisch (von der Wahl der Basis B unabhéngig).

Die Voraussetzung, dass dimg (V) < oo ist hier essentiell: Fiir dimg (V) = oo ist ¢ nicht surjektiv.

Definition 2.12 (Annulator)

Fiir eine Teilmenge U C V' bezeichne

Ul={pecV*|px)=0 VzecU}

den Annulator von U.

Lemma 2.13

UV ist ein Untervektorraum von V*.

Beweis. Klar. O
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Satz 2.14
Ist dimg (V) < oo und U C V ein Untervektorraum, so ist

dimg (V) = dimg (U) + dimg (U°)

Bewets. Ergiinze eine Basis (z1, ..., z,) von U zu einer Basis B = (21, ...,z,) von V. Dann ist B*(z7, ..., z;,) eine

Basis von V*. Sei C' = (241, ...,x5). Dann ist C eine Basis von U°:

e B™ ist Basis = C ist linear unabhéngig.
e CCU%Firl<j<r<i<nistaz(z;)=20;=0.

e U° Cspang (O): Ist o = >0 Niwy € UY, 50 0 = (z;) = \; fiir alle j < r,

also ¢ € spang (z41,...,Zn). O

Folgerung 2.15
Ist dimg (V) < oo und U C V ein Untervektorraum, so ist

W(U) =0

Beweis. Es ist klar, dass +(U) < U.
Fiir ¢ € U° und z € U ist t5(p) = o(x) = 0. Mit Satz 2.14 ist

dimg (U?) = dimg (V") — dimg (U°)
= dimg (V*) — (dimg (V) — dimg (U))
%0 dimg (U)

und da ¢ injektiv ist, folgt «(U) = U, O
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Die duale Abbildung

Sei f € Homg (V, W).

» Bemerkung 3.1
Ist ¢ € W* = Homg (W, K) eine Linearform auf W, so ist ¢ o f € Homg(V,K) = V* eine

Linearform auf V.

f
Vv w
< - o
(@),
K
Definition 3.2 (duale Abbildung)
Die zu f duale Abbildung ist
L, W=V
prrpof

Lemma 3.3
Es ist f* € Homg(W*, V*).

Beweis. Sind ¢, € W* und A € K ist

frlety)=(ptd)of
=gpof+iof
=f (o) + [ (¥)
() = (Ap) o f
=X-(pof)
=X f () g

Satz 3.4
Sind B = (%1, ..., ) und C = (y1, ..., ym) Basen von V bzw. W, so ist

MSI(F*) = (ME()

Bewets. Sei A = Mg(f) = (aij)i,j und B = MB: (f*) = (bji)j,i- Dann ist f(CCJ) = Z:ll Qi Y, also aji =
yi (f(z5)) = f7(yi)(2;) und f*(y7) = 3°7_, bjixj, also bji = f*(y7)(z;) = aij. 0
Folgerung 3.5
Sind V' und W endlichdimensional, und identifizieren wir V = V** und W = W** so ist f = f**,
das heifit o f = f** o
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Vv w
Ly = lLW =
V** W**
f**

Beweis. Seien B und C Basen von V bzw. W. Unter der Identifizierung ist B** = B und C = C**, das heifit

t(xi) = 27" bzw. (y;) = y;~, denn v(x;)(x]) = 2} (x:) = diy = x]"(x}) Vi,j und somit

ME(s) E (MEL () 2 (MEWD)" = ME(S)

Also f** = f. O

Folgerung 3.6
Sind V, W endlichdimensional, so liefert die Abbildung f +— f* einen Isomorphismus von K-

Vektorrdumen.
Hompg (V, W) — Homg (W*, V*)
Beweis. Sind f,g € Homg (V,W) und A € K, p € W™, so ist

(f+9) (@) =po(f+g) =pof+eog=[f(p)+9 ()= +39")(¥)
AN (@) =poAf)=A-(pof)=Xof(p) = )p)

Die Abbildung ist somit linear. Nach Folgerung 3.5 ist sie injektiv. Da

dimK(V, W) = dimK(V) . dimK(W)
— dimg (V") - dimg (W*)
= dimg (Homg (W*, V7))

ist sie auch ein Isomorphismus. O

Satz 3.7

Sind V, W endlichdimensional so ist

Im(f*) = Ker(f)°
Ker(f*) = Im(f)°

Beweis. o Im(f*) C Ker(f)": Ist ¢ € W*, x € Ker(f), so ist

[ (@) @) = (po f)(z) =¢(0) =0

o Ker(f)? C Im(f*): Sei p € Ker(f)°. Setze eine Basis (z1, ..., z,) von Ker(f) zu einer Basis (z1, ..., ») von
V fort. Dann sind f(zr+1),..., f(2n) linear unabhéngig nach der Kern-Bild-Formel (LAAG 1 II1.7.13), es
gibt also ¢ € W* mit

Y(f(x:)) = p(xi) Vi
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Es folgt
Fr @) (@) = o(f(2:) = p(x:) Vi

also ¢ = f* ().
e Mit der Identifizierung V = V** ist

Im(f)° =2 m(f™)° = Ker(f)" =" Ker(f") M

Folgerung 3.8

Sind V, W endlichdimensional, so ist

rk(f) = rk(f")

Beweis.

rk(f) = dimg (Im(f))
224 Qimg (W) — dimg (Im(£)°)
LAAGI.:III47.13 dlmK(W*) _ dimK(Ker(f*))

= 1k(f7) 0

Folgerung 3.9
Ist dimg (V) < oo und U C V ein Untervektorraum, so ldsst sich jede Linearform auf U zu einer

Linearform auf V fortsetzen.

Beweis. Ist f : U — V die Inklusionsabbildung, so ist f* : V* = U™, ¢ — ¢|v und
rk(f*) = rk(f) = dimg (U) = dimg (U™)
f* ist somit surjektiv. U

» Bemerkung 3.10
Folgerung 3.9 gilt auch ohne die Voraussetzung dimg (V) < oo, sieche Ubung.

» Bemerkung 3.11

Ein homogenes lineares Gleichungssystem Az = 0 hat als Losungsraum L(A4,0) C K™ ein Un-
tervektorraum des K™. Unter der Identifizierung K™ = (K™)** ist L(A,0) der Annulator der
Linearformen beschrieben durch die Zeilen a4, ...,a,, € (K™)* von A. Wir wollen umgekehrt zu
einem Untervektorraum W C K" ein A = (aq, ..., am) € Mat, xm(K) mit W = L(A4,0) finden. Ist
W = spang (by, ..., b.), so ist W = Im(fp) mit B = (by,...,b.) € Mat,x,(K).

=W Ker(f)° und Mg« (f3) = B'. Wenn man also eine Basis (ay, ..., as) von L(B?,0) bestimmt
und daraus eine Matrix A = (a, ..., a%) € Matsx, (K) bildet, so ist W = L(4,0).
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Die adjungierte Abbildung

Sei K =R oder K = C und V ein endlichdimensionaler unitarer K-Vektorraum.
Definition 4.1 (weitere Skalarmultiplikation)

Wir definieren auf V' eine Skalarmultiplikation

Axx=\-2

und schreiben V = (V, +, %).

Lemma 4.2
V ist ein K-Vektorraum und Endg (V) = Endg (V).

Beweis. Mit LAAG1 VI.1.7 nachpriifen, zum Beispiel:

. A*(m—&—y)zx-(m—i—y):Xx—i—Xy:)\*x—&—)\*y
e Ax(pxx) =A@ -x) =z = (M) * O

Weiterhin sei: fE Endg(V),z €V, e K
= f(Axxz) = f(Ax) = A x f(2)

= f S EndK(V).

Umgekehrt sei g € Endg(V), z €V, A€ K
=g\ -z)=gA*z) =X g(z)

= g € Endg (V).

Lemma 4.3
Fiir y € V ist

V > K

T = (z,y)

eine Linearform auf V.

Die Abbildung y — ®, liefert einen Isomorphismus & : V>V

Beweis. e @, € V*: Linearitét in ersten Argument.
e &c HomK(V,V*): Firy,y eV, Ne K,z eV ist
= Pyry(z) = (2,y+y) = (2,9) + (2,¢) = y(2) + Oy (2)
— Driy(x) = (T, A% 2) = <x,Xy> =X(z,y) = AP, (2)

e & injektiv: Skalarprodukt ist nicht ausgeartet.

e Da dimg (V) = dimg (V) = dimg (V™) ist ® somit ein Isomorphismus. O

58



4. Die adjungierte Abbildung Kapitel VII: Dualitét

Satz 4.4
Zu f € Endg (V) gibt es ein eindeutig bestimmtes f*¥ € Endg (V) mit

(f(@),y) = (=, f*U(y)) Va,yeV

Beweis. Existenz und Eindeutigkeit sind zu zeigen.

e Existenz:
_ f _
V fa,dj V
4 }p
V* V*
f*

Fiir f*% = ®—10 f* 0o ® € Endx (V) = Endg (V) ist
y0 = (f7 0 @)(y) = (P o [*V)(y) = Dpuny)
also
(F(@),9) = (@y 0 [)(@) = Pponsy (@) = (2, [*V(W)) Va,y eV
e Eindeutigkeit: Erfiillen f1, fo fiir Gleichung
(f@),y) = (2. /W) VoyeV
so ist
0= (@, i(y)) = (@, fo(y)) = (&, [i(y), f2y)) Va,y €V

da (-, ) nicht ausgeartet ist, folgt daraus, dass fi1 = fa. |

Definition 4.5 (adjungierter Endomorphismus)
Die Abbildung ¥ heifit der zu f adjungierte Endomorphismus .

m Beispiel 4.6
e Ist f selbstadjungiert, so ist f¢¥ = f.

e Ist f unitér, so ist f € Autg (V) und
(f@)y) = (2, f () Va,yeV

also fodi = f=1,

Lemma 4.7

Ist B eine Orthonormalbasis vin V/, so ist

Mp(f*Y) = Mp(f*)
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Beweis. Ist A= Mp(f) und B = Mp(f*¥), v = ®p(z), w = ®p(y), so ist

(42)F = (F(),w) = (v, £V (w))
'A%y =2'By

#B:E:A*

Lemma 4.8
Fiir f,g € Endg (V) und A\, u € K ist
(Nf + 1g)™@ = AfoY + fig™¥
(fodiyod — f

Beweis. Fiir z,y € V ist

(NS + pg) (), y) (f(x),y) + plg(z),y)
z, f“dj(y)> + <w g“dj>

A
A
(2, O + 1" "))

und

(F9@)y) = (0, 1Y W) = (W), 2) = (@, F W)
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Der Spektralsatz

Sei V ein endlichdimensionaler unitérer K-Vektorraum und f € Endg (V).
Definition 5.1 (normaler Endomorphismus, normale Matrix)

Der Endomorphismus f heifit normal , wenn

fo =iy

Entsprechend heifit A € Mat,, (K) normal , wenn

AA* = A"A

Mathematica/WolframAlpha-Befehle (normale Matrix)
Ob eine Matrix A normal ist, beantwortet folgende Funktion fiir Mathematica bzw. WolframAlpha:

NormalMatrixQ[A]

m Beispiel 5.2

e Ist f selbstadjungiert, so ist f*¥ = f. insbesondere ist f normal.

e Ist f unitir, so ist f*¥ = f~! insbesondere ist f normal.

Lemma 5.3

Genau dann ist f € Endg (V) normal, wenn
(@), F@) = (S (@), fU(y)) Va,yeV

Beweis. e Hinrichtung: Ist f normal, so ist

= (et 0)
(str270)
(

farij adj y > nyy cVv

e Riickrichtung: Ist umgekehrt (¥ (z), f*¥(y)), so ist

(2. o )®)) = (2. (F o 1))
0=(,(f"Y o f = fo [*)(y))
fYof=fof® O

Lemma 5.4

Ist f normal, ist ist

Ker(f) = Ker(f*%)
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Beweis. Nach Lemma 5.3 ist

1 @)l = 1Y (x)

| VzeV
Insbesondere gilt

fl@)=0 <= @) =0 m]

Lemma 5.5

Ist f normal, so ist

Eig(f,\) = Eig(f*¥,}) VA€ K

Beweis. Da (\-id —f)*% EDWTE —fo% ist auch X -id —f normal. Somit ist

Eig(f,\) = Ker(Aid —f)
= Ker((Aid —f)*Y)
= Ker(\id —f*%)
= Eig(f*¥, ) 0

Theorem 5.6 (Spektralsatz)
Sei f € Endg (V') ein Endomorphismus, fiir den x s in Linearfaktoren zerfillt. Genau dann besitzt

V' eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f, wenn f normal ist.

Beweis. e Hinrichtung: Ist B eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f, so ist A = Mp(f) eine
Diagonalmatrix. Dann ist auch Mg (f*¥) L A" eine Diagonalmatrix und AA* = A*A. Somit ist f

normal.

e Riickrichtung: Sei f normal und xf(t) =[]\, (¢ — Xi). Beweis nach Induktion nach n = dimg (V).
n = 0: klar
n — 1 — n: Wihle Eigenvektor zum Eigenwert A1, 0.E. ||z1]| = 1. Sei U = K - z1. Nach Lemma 5.5 ist

fo%(x1) = Mz, insbesondere ist U f-invariant und f*¥-invariant. Fiir € U~ ist
(@)@ = (o, F* @) = (2 M) = A fz,01) =0
also f(x) € U™ und
(F0@).a) = @ f@)) = @ har) = M (w,21) =0

also f*%(z) € UL, Somit ist V = U @ U™ eine Zerlegung in Untervektorriume, die sowohl f-invariant als

auch f*¥-invariant sind. Insbesondere st f% |1 = (f|,1)*¥, woraus folgt, dass auch f|, 1 normal ist:

flox °(f|UL)adj = fofadj|Ul Zfadj oflyL = fadj|U¢ oflyr = (f|Ul)adj o flyL

AuBerdem zerfallt auch x|, = [[;Z,(t — Ai) in Linearfaktoren. Nach Induktionshypothese existiert eine
Orthonormalbasis (zz,...,z,) von U~* bestehend aus Eigenvektoren von f|,. und (z1,...,2,) ist dann

eine Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren von f. O
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Folgerung 5.7
Sei A € Mat,,(C). Genau dann gibt es S € U, mit S*AS = D eine Diagonalmatrix, wenn A normal
ist.
» Bemerkung 5.8
Theorem 5.6 ist eine gemeinsame Verallgemeinerung von Theorem VI1.5.9 und Theorem VI1.6.5
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Tensorprodukte

Definition 6.1 (billineare Abbildung)
Eine Abbildung £ : V x W — U ist bilinear , wenn fiir jedes v € V die Abbildung

W —=U

w — &(v,w)
und fiir jedes w € W die Abbildung

VU

v = &(v,w)
linear sind.

Wir definieren

Bilg (V,W,U) = {£ € Abb(V x W,U) | £ bilinear}
m Beispiel 6.2
Seien V =W = K|t|<q, U = K[t]<24. Die Abbildung

VxW-—=U
(f-.9)— fg

ist bilinear

Wir sehen, dass Im(§) im Allgemeinen kein Untervektorraum von U ist. Ist zum Beispiel K = Q,
d =1, so liegen t? = £(t,t) und —2 = £(—2,1) im Im(&) nicht jedoch t? — 2, denn wire t2 — 2 = fg
mit f,g € Q[t] linear, so hiitte t> — 2 eine Nullstelle in @, aber /2 ¢ Q.

Lemma 6.3
Bilg (V, W, U) bildet einen Untervektorraum des K-Vektorraum Abb(V x W, U).

Beweis. klar, zum Beispiel

(€ +&) (A, w) = £, w) + ' (A, w) = A(v,w) + A(v,w) = A(§ + &) (v, w) U

Lemma 6.4
Ist £ € Bilg (V,W,U) und f € Homg (U, U’) fiir einen K-Vektorraum, so ist

fo&eBilg(V,W,U")

Beweis. klar, zum Beispiel

(f Oé)()\?)ﬂl)) = f(f(A%w)) = f(A{('U,'w)) =X (f o §)(U7’LU) g
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Lemma 6.5

Sei (v;)ier eine Basis von V' und (wj);jes eine Basis von W. Zu jeder Familie (u;) j)erxs in U
gibt es genau ein £ € Bilg (V, W, U) mit

§(vi,wi):uij ViGI,jEJ

Beweits. e Eindeutigkeit: Ist £ bilinear, v =37, ; Aivi, w =3, ; pjw; so ist

E(v,w) =¢ <Z Aivi, Z/WUJ')

iel JjeJ

i€l jEJ

=) A (1)
¥
durch die Familie (u;;);,; bestimmt.

e Existenz: Wird ¢ durch (1) definiert, so ist £ bilinear: Fiir festes w = 3. ; pjw; ist

14 —U

v=>Y v = E(v,w) =S\ (E Mjuij>
el el JjeJ
linear (LAAG1 IIL.5.1), analog fiir festes v.
Definition 6.6 (Tensorprodukt)
Ein Tensorprodukt von V und W ist ein Paar (T, 7) bestehend aus einem K-Vektorraum 7" und
einer bilinearen Abbildung 7 € Bilg (V, W, T') welche die folgende universelle Eigenschaft erfiillt:

Ist U ein weiterer K-Vektorraum und £ € Bilg (V,W,U) so gibt es genau ein &g € Homg (T,U)
mit{ =EgoT.

VxW

T T
X Y§®
U
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Anmerkung

Sind V und W zwei Vektorrdume und K ein gemeinsamer Korper, so kann man das Tensorprodukt
V ® W, was auch ein Vektorraum ist, wie folgt konstruieren: Wenn B = (by, ..., b,) eine Basis von
V und C = (¢, ...,¢m) eine Basis von W ist, dass ist V ® W ein Vektorraum, genannt Tensor-
produktraum, in dem es eine Basis gibt, die auf eindeutige Weise mit den geordneten Paaren des
kartesischen Produkts

BxC={(bi,c;)}

der Basen der Ausgangsriume identifiziert werden kann. Die Dimension von V ® W ist dann das
Produkt der Dimensionen von V und W. Ein Element der Basis von V ® W, das dem Paar (b;, ¢;)
entspricht, wird als b; ® c; notiert, das ® hat also keine tiefere Bedeutung. Ein Element des Ten-
sorproduktes V ® W hat dann die Gestalt:

> Aij - (b ®¢))
i
mit )\ij e K.

Lemma 6.7
Sind (7,7) und (7”,7') Tensorprodukte von V und W, so gibt es einen eindeutig bestimmten
Isomorphismus © : T'— T’ mit 7/ = Qo 1.

VxW

Beweis. Da (T, ) die universelle Eigenschaft erfiillt, gibt es ein eindeutig bestimmtes © = (7')g € Homg (T, T")
mit 7/ = © o 7. Analog gibt es ©' € Homg (T',T) mit 7 = ©’ o 7. Es folgt, dass T = 0 o7 =0’ 0B o 7. Da
auch 7 = idp o7 liefert die Eindeutigkeitsaussage in der universellen Eigenschaft von (T, 7), fiir U =T, £ = T,
dass © 0 ©' = idy. Analog sieht man, dass © 0 © = idy. Somit ist © ein Isomorphismus. O
Definition 6.8 (Vektorraum mit Basis X))
Sei X eine Menge. Der K-Vektorraum mit Basis X ist der Untervektorraum V = spany ((6z)zex)

1 z=y

des K-Vektorraum Abb(X, K) mit 6,(y) = 0z,y =
0 z#y

Lemma 6.9
Sei X eine Menge und V der K-Vektorraum mit Basis X. Dann ist V' ein K-Vektorraum und
(0z)zex ist eine Basis von V.
Beweis. Zu zeigen ist nur, dass (z)zex linear unabhingig ist. Ist f = > -\ Azds, Az € K, fast alle gleich 0,
und f =0, so ist Ay = f(z) = 0 fiir jedes = € X. O
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Lemma 6.10

Sei (v;);er eine Basis von V und (w;) e eine Basis von W. Sei T' der K-Vektorraum mit der Basis
I x J (im Sinne von Definition 6.8) und 7 : V x W — T die bilineare Abbildung gegeben durch
(vs, wj) — 6; 5, vergleiche Lemma 6.5. Dann ist (T, 7) ein Tensorprodukt von V und W.

Bewets. Wir schreiben v; ® w; fiir d;,5. Sei U ein weiterer K-Vektorraum und § € Bilg(V,W,U). Da (v; ®
wj)(ijyerxs eine Basis von T ist, gibt es genau ein £y € Homg (T, U) mit &g (vi ® w;) = &(vs, wy) fiir alle 4, j,
also mit £g o 7 = £ nach Lemma 6.5. Die universelle Eigenschaft ist somit erfiillt. O

Satz 6.11

Es gibt ein bis auf Isomorphie (im Sinne von Lemma 6.7) eindeutig bestimmtes Tensorprodukt
(Vor W, Q)
von V und W. Sind V und W endlichdimensional, so ist

Beweis. Lemma 6.10 und Lemma 6.7 O

m Beispiel 6.12

Durch die Wahl der Standardbasis erhélt man einen kanonischen Isomorphismus K™ ®g K™ =
Mat, scn (K).

m Beispiel 6.13
Ist V ein R-Vektorraum mit Basis (21, ..., %), so ist C ®r V ein R-Vektorraum der Dimension 2n
mit Basis (1 ® 21...,1 ® 2y, i ® 1, ..., ® Xy, ). Durch A 2@z = (A\z) @ x fiir A,z € C, z € V wird
C®r V zu einem C-Vektorraum der Dimension 1®z1, ..., 1 ®x,, V¢, genannt die Komplexifizierung

von V.

Satz 6.14

Sei V ®x W ein Tensorprodukt von V' und W. Fiir jeden weiteren K-Vektorraum U liefert die
Abbildung ¢ — £g ein Isomorphismus

Bilg (V, W,U) S Homg (V @k W, U)

Beweis. Diese Abbildung heifle A.
e A ist linear: klar aus Eindeutigkeitsaussage, z.B.

o +&g)o®@=E(g0@+Ego@=E(+E =(E+E)go®

und somit g + & = (€ + ).
e A ist injektiv: Ist £ # 0, so wegen £ = £g o ® auch &g # 0.

o A ist surjektiv: Ist f € Homg (V @k W,U), so ist £ = f o ® bilinear, die universelle Eigenschaft liefert
somit f = &g € Im(A). O
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Folgerung 6.15

Sind V und W endlichdimensional, so ist

V @x W 2 Bilg(V, W, K)*
Beweis. Es ist dimg (V ® xk W) < oo und deshalb

6.14
V ek W (Vex W)™ = Bilg(V,W,K) O

» Bemerkung 6.16

Wihrend obige Konstruktion des Tensorprodukts von der Wahl (und Existenz) von Basen abhéngt,
ist die folgende Konstruktion “basisfrei*:

Sei T7 der K-Vektorraum mit Basis V x W und Ty der Untervektorraum von 7; erzeugt von
Elementen der Form:

6v+v/,w - 5v,w - 5v’,w
5v7w+w’ - 6v7w - 5v,w’
6/\11,111 - A 51),711
61},)\10 - A 5v,w

mit v,v" € V, w,w’ € W und A € K. Sei weiter T = T1/Tp und 7 : V x W — T gegeben durch
(v,w) = 8y + Tp. Dann ist (T, 7) ein Tensorprodukt von V und W.

Ty
\\
\
\
Trg \
\
\
\
T |
VW —— T Ty |
I
I
I //
! /
! /
3 | ’
| /
v
'S
U

» Bemerkung 6.17

Analog kann man fiir kK > 2 und die K-Vektorrdume V7, ..., V}, k-lineare Abbildungen Vi x ... x V}, —
U definieren und erhélt dann Tensorprodukte Vi QR ... ®x V.
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Kapitel VIII

Moduln

In diesem ganzen Kapitel sei R ein kommutativer Ring mit Einselement.

Moduln

Definition 1.1
Ein R-Modul ist ein Tripel (M, +,-) bestehend aus einer Menge M, einer Verkniipfung + : M x
M — M und der Abbildung - : R x M — M (Skalarmultiplikation) fiir die gelten:

o (M1): (M,+) ist eine abelsche Gruppe

e (M2): Addition und Skalarmultiplikation sind vertriglich. Fiir alle z,y € M und a,b € R
gelten

1. a(z+y) =azx +ay
2. (a+b)x =ax+ bz

3.a-bx=ab-x

4. 1-x2==x
m Beispiel 1.2
1. Ist R = K ein Korper, so sind die R-Moduln genau die K-Vektorrdume.

2. Ist R = Z, so sind die R-Moduln genau die abelschen Gruppen mit der einzig moglichen

Skalarmultiplikation

ZxA— A (kya)—ka=14+..4la=a+..+a
——— ——

k-mal k-mal

vergleiche Laag 1 I11.2.3

3. Jedes Ideal M C R ist ein R-Modul mit Einschrankung der Multiplikation als Skalarmultipli-
kation.

4. Ist K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und f € Endg (V), so wird V durch P(t)-z := P(f)(x)
zu einem Modul iiber dem Ring R = Kt], siehe auch V.5.2

» Bemerkung 1.3
Sei M ein R-Modul. Wie fiir Vektorriume (LAAG 1 I1.1.5) iiberzeugt man sich leicht, dass Oz = 0,
a0 =0, (—a)x = a(—z) = —ax fir allea € R, z € M.

Im Gegensatz zu Vektorrdumen folgt aber aus ax = 0 nicht, dass a = 0 oder z = 0, siehe zum
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Beispiel das Z-Modul M = Z/nZ. Es ist
n-1=n=0€27Z/nZ

aber 0 #n € Z.

Definition 1.4 (Homomorphismus von R-Moduln)
Seien M, M’ R-Moduln. Eine Abbildung f : M — M’ ein Homomorphismus von R-Moduln (oder

R-Homomorphismus oder R-linear), wenn

flx+y) = f(x)+ fly)
flaz) =a- f(x)

Wir bezeichnen die Menge der R-Homomorphismen f : M — M’ mit Homg(M, M’). Wie iiblich

definiert man den Kern eines R-Homomorphismus, sowie die Begriffe Monomorphismus , Epimorphismus

, Isomorphismus , Endomorphismus und Automorphismus von R-Moduln.

m Beispiel 1.5

e Ist R = K, so sind die R-Homomorphismen genau die lineare Abbildungen.
e Ist R = Z, so sind die R-Homomorphismen genau die Gruppenhomomorphismen.
m Beispiel 1.6
Fiir jedes a € R ist die Abbildung

M — M

T — ax

einen Endomorphismus von M.

Definition 1.7 (Untermodul, Erzeugendensystem)

FEin Untermodul ist eine nichtleere Teilmenge N C M, fiir die gilt:
e Sind z,y € N, so ist auch x +y € N.
e Ist a € Rund x € N, so ist auch ax € N.

Fiir eine Familie (z;);cs ist

Z Rz; = {Z az; | a € R, fast alle gleich 0}

i€l i€l

der von (z;);e1 erzeugte Untermodul von M. Ist ) ;. ; Rx; = M, soist (x;);er ein Erzeugendensystem

von M. Der R-Modul M ist endlich erzeugt , wenn er ein endliches Erzeugendensystem besitzt.

» Bemerkung 1.8
Wieder ist der Kern eines R-Homomorphismus f : M — M’ ein Untermodul von M. Leicht sieht

man auch hier, dass >, _; Rz; ein Untermodul von M ist, und zwar der kleinste, der alle x; enthélt.

iel
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m Beispiel 1.9

e Ist R = K ein Korper, so sind die Untermoduln von M genau die Untervektorrdume.

e Ist R = Z, so sind die Untermoduln von M genau die Untergruppen und der von einer Familie
erzeugte Untermodul ist genau gleich der davon erzeugten Untergruppe.

Ist zum Beispiel M = Z, so sind alle nZ Untermoduln von M.

Definition 1.10 (freie Familie, Basis)
Eine Familie (2;);cr in M ist frei oder (R-linear unabhéngig), wenn es keine Familie (A;);c; von
Elementen von R, fast alle gleich 0, aber nicht alle gleich 0, mit »,_; Ajz; = 0 gibt.

Ein freies Erzeugendensystem heifit Basis . Besitzt M eine Basis, so nennt man M frei .

Satz 1.11
Seien M, M’ R-Moduln, (z;);c; eine Basis von M und (y;);c; eine Familie in M’. Dann gibt es
genau eine R-lineare Abbildung f: M — M’ mit f(z;) = y; fir alle 3.

Beweis. klar, siche LAAG 1 I11.5.1 O

m Beispiel 1.12
e Fiir n € Nist M = R™ mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation ein endlich

erzeugter freier R-Modul mit der {iblichen Standardbasis.

e Allerdings ist zum Beispiel der Z-Modul Z/nZ zwar endlich erzeugt aber nicht frei. Fiir

a € Z/nZ ist na = 0, also @ linear abhiingig.

Definition 1.13 (Summen von Moduln)

Die Summe einer Familie (N;);c; von Untermoduln von M ist

ZNZ- = {le | z; € N;, fast alle gleich O}

i€l el

Lisst sich jedes x € ), ., N; eindeutig als ) |
direkt und schreibt dafiir auch €, ; ;.

;1 T; mit ; € N; schreiben, so nennt man die Summe

Ist (M;);cr eine Familie von R-Moduln, so definiert man deren (externe) direkte Summe als das
R-Modul

@Mi = {(xi)ief € HMi | z; = 0 fiir fast alle i € I}

icl i€l

mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation.

» Bemerkung 1.14
Wie auch fiir Vektorrdume ist eine externe direkte Summe eine direkte Summe der entsprechenden

Untermoduln und ist M = @,_; N;, so ist M isomorph zur externen direkten Summe der N;.

el
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Definition 1.15 (Torsionsmodul)

Fiir @ € R definiert man den a-Torsionsmodul von M als
Mla) :={zx € M | ax =0}
Die Elemente des Torsionsmoduls

Mior = U Mla] = {z € M | ax =0 fiir ein a € R\{0}}
0#a€R

nennt man die Torsionselemente von M.

Satz 1.16
Fiir a € R ist MJa] ein Untermodul von M. Ist R nullteilerfrei, so ist auch My, ein Untermodul
von M.

Bewets. M|a] ist der Kern des Endomorphismus z — ax (Beispiel 1.6), somit ein Untermodul (Bemerkung 1.8).
Seien a,b € R\{0} und z € M[a], y € M[b]. Ist R nullteilerfrei so ist ab # 0 und

(ab) - (x+y)=0b- aa(r): +a- by =0
= =0

also z +y € MJ[ab] C Mior. Somit ist Mior in diesem Fall einer Untermodul von M. O

m Beispiel 1.17

Sei R=27Z und M = Z/nZ, dann ist My, = M = M[n].
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Teilbarkeit

Definition 2.1 (Teilbarkeit)
Seien a,b € R.

1. a teilt b (in Zeichen a | b): Es existiert * € R mit b = az.

2. a und b sind assoziiert (in Zeichen a ~ b): Es existiert © € R* mit b = ax.

Mathematica/Wolfram Alpha-Befehle (Teiler)
Mochte man mit Mathematica bzw. WolframAlpha iiberpriifen, ob n von m geteilt wird, also m | n

(1), kann man folge Funktion aufrufen:
Divisible[n,m]
Eine Liste der Teiler einer Zahl z erhélt man mit

Divisors[x]

Lemma 2.2
Fiir a,b,c,d € R gelten

l.ala
2. albundb|c=alc
3.albundalc=al|(b+c)

4. a|bund c|d = (ac) | (bd)

Beweis. klar O

Lemma 2.3
Fiir a,b,c,d € R gelten

1. a~a
2. a~bundb~c=a~c
3.a~b=b~a

4. a~bund ¢ ~d = (ac) ~ (bd)

Beweis. klar, da (R*,-) eine Gruppe ist. O

» Bemerkung 2.4
Teilbarkeit auf R ist insbesondere eine Priordnung , das heifit reflexiv und transitiv, und Assozi-

iertheit ist eine Aquivalenzrelation.
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Lemma 2.5
Sei R nullteilerfrei und seien a,b € R. Genau dann ist a ~ b, wenn a | b und b | a.

Beweis. e Hinrichtung: b = az mit x € R = a = bz~ .
e Riickrichtung: b = ax, a = by mit z,y € R*
a=by = axy
a(l—zy)=0
Also a = 0 und damit b = 0 oder zy = 1, also z,y € R*. In beiden Fillen folgt a ~ b.

m Beispiel
Offenbar 2 | =2 und —2 | 2. Es gilt 2 ~ —2 und —2 ~ 2.

Satz 2.6
Sie R nullteilerfrei. Mit [a] := {a’ € R | a ~ o'} wird durch [a][b] <= a | b eine wohldefinierte

Halbordnung auf R/ ~ := {[a] | a € R} gegeben.

e wohldefiniert: a |b,a~a', b~V = a' |V:ax =0, au=a', bv =b mit z € R und u,v € R*

Bewets.
b =bv=azv=0adu ‘vz
~———
€ER
also a’ | b'.

o reflexiv: klar
e transitiv: aus Transitivitdt von |
e antisymmetrisch: Lemma 2.5

Definition 2.7 (grofSter gemeinsamer Teiler, kleinstes gemeinsames Vielfaches)
Seien a,b € R. Ein ¢ € R ist ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b in Zeichen ¢ = ggT(a,b),

wenn gilt: ¢ | ¢ und ¢ | b und ist d € R mit d | a und d | b, so auch d | c.

Ein ¢ € R ist ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b, in Zeichen ¢ = kgV(a,b), wenn

gilt: a | cund b | cund ist d € R mit a | d und b | d, so ist ¢ | d.
Mathematica/WolframAlpha-Befehle (ggT und kgV)
Die Funktionen fiir den grofiten gemeinsamen Teiler und das kleinste gemeinsame Vielfache in

Mathematica bzw. WolframAlpha sind

GCD[6,12,4,32]
LcM([6,12,4,32]

» Bemerkung 2.8
Wenn ggT und kgV in einem nullteilerfreien Ring R existieren, sind sie eindeutig bestimmt, aber

nur bis auf Assoziiertheit (Lemma 2.5).
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Definition 2.9 (Primzahl, irreduzibel)
Sei x € R.

e zist prim <= x ¢ R*U{0} und Va,b € Rgilt x| (ab) =z |aVx|b.
o 1z ist irreduzibel <= = ¢ R* U {0} und Va,b € Rgilt t =ab=a € R* Vb e R*.

» Bemerkung 2.10
Leicht sieht man: Ist p € R prim und aq,...,a, € R mit p | (a1 ...ay), so gilt p | a; fiir ein 3.

m Beispiel 2.11
e In R = Z gilt: p prim <= p irreduzibel

e Sei f € R=Q[t].
— deg(f) =1= f ~ (¢t — a) ist irreduzibel und prim (denn (¢t — a) | ¢ < g(a) = 0)
— deg(f) = 2: f =2 — 1 ist nicht irreduzibel, t? — 2 ist irreduzibel

Satz 2.12
Sei R nullteilerfrei und 0 # p € R\R*. Ist p prim, so ist es auch irreduzibel.

Beweis. Sei p = ab mit a,b € R. Da insbesondere p | ab und p prim ist, folgt p | a oder p | b. Sei ohne
Einschrinkung p | a, das heifit @ = pa’ mit o’ € R.

= p=ab=pa'db
=p(l—ab)=0

= a'b =1, insbesondere b € R*
Somit ist p irreduzibel. |

» Bemerkung 2.13
Erinnerung: Ein Ideal von R ist eine Untergruppe I C (R, +) mit

acel,reR=racl

also genau ein Untermodul des R-Moduls R.

Definition 2.14 (erzeugtes Ideal, Hauptideal)
Sei A C R. Das von A erzeugte Ideal mit

n
<A> = {Zriai | n € No, a1, ...,an € A,’/‘l, v Tn € R}

=1

Ist A = {ay,...,an}, so schreibt man auch (ay,...,a,) fiir (A). Ein Ideal der Form I = (a) ist ein

Hauptideal .

» Bemerkung 2.15
Das von A erzeugte Ideal (A) ist gleich dem von A erzeugten Untermodul des R-Moduls R, und ist
das kleinste Ideal von R, das A enthiilt.
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» Bemerkung 2.16
Fiir a € R ist (a) = Ra und fiir a,b € R sind #quivalent:

l.alb
2. be(a)
3. (b) € (a)
Fiir R nullteilerfrei sind zudem #quivalent:

1. a~b

m Beispiel 2.17
Jeder Ring hat die Ideale (0) = {0} und (1) = R. Fiir jedes a € R* ist (a) = (1), ist R also ein

Korper, so hat R keine weiteren Ideale.

m Beispiel 2.18
InR=Z:FirneZist (n)=2Z-n=nZ.
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Hauptidealringe

Sei R nullteilerfrei.
Definition 3.1 (Hauptidealring)

Fin Ring R ist ein Hauptidealring , wenn R nullteilerfrei ist und jedes Ideal von R ein Hauptideal

ist.
m Beispiel 3.2
Ist R = K ein Kérper, so hat R nur die Ideale (0) und (1), und somit ist R ein Hauptidealring.

Definition 3.3 (euklidische Gradfunktion)
Eine euklidische Gradfunktion auf R ist eine Abbildung § : R\{0} — Ny fiir die gilt:
Fiir jedes a € Rund 0 # b € R gibt es ¢,r € R mit a = bg + r, wobei r = 0 oder 6(r) < §(b).

Ein nullteilerfreier Ring R ist euklidisch , wenn es eine euklidische Gradfunktion auf R gibt.
m Beispiel 3.4
1. Auf R = Z ist der Absolutbetrag

eine euklidische Gradfunktion. (LAAG 1 1.4.6)
2. Auf R = K[t], K ein Korper, ist der Grad
0(f) = deg(f)
eine euklidische Gradfunktion. (LAAG 1 1.6.5)
3. R = K ein Korper ist
§(xz)=0

eine euklidische Gradfunktion, da man in einem Korper jedes Element durch jedes Element

(Ausnahme: 0) teilen kann.

Lemma 3.5
Sei 0 : R\{0} — Ny eine euklidische Gradfunktion und (0) # <R ein Ideal. Ist 0 # a € I mit
0(a) = min{d(b) | 0 # b € I}, so ist I = (a).

Beweis. e “Dgel=(a)CI

“C¥: Sei : ibe b = i = : =_b —
e “C¥: Sei 0# be I. Schreibe b =ga +r mit ¢, € R und r = 0 oder §(r) < §(a). Dar b —q . a €1

folgt wegen der Minimalitét von §(a), dass 7 = 0, also b € (a). |

Satz 3.6
Ist R euklidisch, so ist R ein Hauptidealring.

Beweis. Sei I 4 R ein Ideal. Ist I = (0), so ist I ein Hauptideal. Andernfalls existiert ein 0 # a € I mit §(a)
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minimal. Nach Lemma 3.5 ist I = (a) ein Hauptideal. O

Folgerung 3.7
Die Ringe Z und K|[t], K ein Korper, sind Hauptidealringe.

Lemma 3.8 (Lemma von Bézout)
Sei R ein Hauptidealring und a,b € R. Es existiert ein ¢ € R mit ¢ = ggT(a,b) und (¢) = (a,b).
Insbesondere gibt es z,y € R mit ¢ = ax + by und ggT(z,y) = 1.

Beweis. R Hauptidealring = 3¢ € R mit (¢) = (a,b), insbesondere ¢ = ax + by mit z,y € R.

o c=ggT(a,b):a,be(c)=claundc|b. Ist d€ Rmitd|aundd|b, soistd| (ax+by) =c

o ggT(z,y) =1: Ist d € R mit d | z und d | y, so gelten (cd) | (az) und (cd) | (by) = (cd) | (az + by) = ¢ =
d€ R*, also d ~ 1. O

Satz 3.9
Sei R ein Hauptidealring, p € R. Ist p irreduzibel, so auch prim.

Bewets. Seien a,b € R mit p | (ab). Angenommen p { a. DA p irreduzibel ist, ist ggT(p,a) = 1, also 1 = pz + ay
mit z,y € R nach Lemma 3.8. Also p | (pbz + aby) = b. 0
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Faktorielle Ringe

Sei R nullteilerfrei.
Definition 4.1 (faktorielle Ringe)

R ist faktoriell <= jedes 0 # x € R\R™ ist ein Produkt von Primelementen.

Lemma 4.2

Sei R faktoriell und z € R. Ist « irreduzibel, so auch prim.

Beweis. Sei x irreduzibel, insbesondere 0 # x € R\R*. Da R faktoriell, ist = p1,...,p, mit p1,....,pn € R

prim. Da z irreduzibel ist und p; ¢ R* ist n = 1 und somit z = p; prim. ]

Lemma 4.3

Sei R ein Hauptidealring und
L, CIL, C..
eine Kette von Idealen in R. Dann existiert ein n € N mit [,, = I, fiir alle m > n.

oo

-1 In ist wieder ein Ideal von R.

Beweis. Behauptung: I =

Beweis: schon in den Ubungen zum Teil behandelt, aber hier noch mal kurz bewiesen

° iGI,TER:>$€Infﬁreinnlgrmelngl

Kette

e v, ycl=zel,,y€l, mitnmeN =" z+y€ I C mit k=max{n,m}

Da R Hauptidealring ist, ist somit I = (z) fiir ein € R. Mit T = |J,,y
() C I, C I, CI=(x), fiir m>n,also I,, = I,. O

I,, folgt x € I, fiir ein n, und somit

Satz 4.4
Ist R ein Hauptidealring, so ist R faktoriell.

Beweis. Sei X :={a € R| a ist Produkt von Primelementen} U {0} U R*. Zu zeigen ist X = R. Angenommen,
es gebe a € R\ X. Da nicht prim ist, insbesondere nicht irreduzibel (Satz 3.9), ist a = a1 - a] mit a1,a] € R\R*.
Wiren a; und a} in X, so auch a, also ohne Einschrinkung a1 ¢ X. Fahrt man nun mit ay so fort, erhilt
man eine Folge a1, az, ... von Elementen von R\X mit a;+1 | a; und a;11 ~ a; fiir alle 4. Die entsprechenden

Hauptideale bilden eine Kette

(a) ; (a1) ; (a2) ;

im Widerspruch zu Lemma 4.3. Somit ist X = R, also R faktoriell. O

Anmerkung

Es gilt also euklidisch = Hauptidealring = faktoriell.
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Lemma 4.5

Sind p1, ..., pr € R prim, q1,...,qs € R irreduzibel mit

T S
sz‘ = H a;
i=1 j=1

ist » = s und nach Umnummerierung ist
pi~¢q Vi

Beweis. Wir zeigen die Behauptung unter der schwécheren Annahme

Hp'i ~ H q;j
i=1 j=1

durch Induktion nach r.
. qj irred.
=

r=01~J[_,qj=q € R*Vj s=0

r=1—rp [l pi ~ [ a5 P1Ryim p1 | g; fiir ein j. Nach Umnummerierung ist 5 = 1. Da ¢ irreduzibel

und p1 ¢ R ist p1 ~ q1, also ¢1 = p1 - u mit u € R*. Es folgt
T S
P (Hpi_u'qu> =0
i=2 j=2
[Iri=v]le~1lw
i=2 j=2 j=2

Nach Induktionshypothese ist r — 1 = s — 1, und nach Umnummerierung ist p; ~ ¢; fiir i =2, ..., 7. O

Satz 4.6
Ist R faktoriell, so lisst sich jedes 0 # x € R\R* auf eindeutige Weise (bis auf Reihenfolge und

Assoziiertheit) als Produkt von Primelementen schreiben.

Beweis. Sei x = [[;_, pi = [[j_, ¢; mit pi, ¢; prim. Da die g; nach Satz 2.12 irreduzibel sind, folgt 7 = s und
pi ~ q; fur alle 7 aus Lemma 4.5. |
Folgerung 4.7

Sei R faktoriell und enthalte P C R fiir jede Aquivalenzklasse assoziierter Primelemente genau

einen Vertreter. Dann lésst sich jedes 0 # a € R als

a=c- Hpu(z))

peP

mit eindeutig bestimmten ¢ € R* und p(p) € Ny, fast alle gleich 0, schreiben.
m Beispiel 4.8
1. Jedes n € N lésst sich eindeutig als

n:Hp"P

pEP
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schreiben, wobei P die Menge der Primzahlen ist (Hauptsatz der Arithmetik ).

2. Bezeichnet M die Menge der normierten irreduziblen Polynome in Kt] (K Korper), so lasst
sich jedes 0 # f € K|t] eindeutig als

f=c- H pne

PeM

mit ¢ € K* und n, € Ny, fast alle gleich 0, schreiben.
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Quotienten von Ringen und Moduln

Seien M und M’ zwei R-Moduln und N C M ein Untermodul.
Definition 5.1 (Quotientenmodul)

Fiir x € M schreiben wir
v+ N:={z+y|yeN}

Der Quotientenmodul (oder Faktormodul) von M modulo N ist

M/N:={x+ N |z e M}
zusammen mit der Addition
(E+N)+ Y+ N):=(@+y) +N (z,yeM)
und der Skalarmultiplikation

r-(x+N):=re+N (reMreR)

Sei mn : M — M/N die Abbildung gegeben durch x — = + N.

Lemma 5.2
Addition und Skalarmultiplikation sind wohldefiniert und machen /N zu einem R-Modul. Die

Abbildung 7y : M — M/N ist ein R-Epimorphismus mit Kern

Ker(ry) = N

Beweis. e wohldefiniert: wie in LAAG 1 II1.7.5
e M/n ist R-Modul: wie in LAAG 1 IIL.7.7 O

» Bemerkung 5.3
Durch z ~y 2/ <= z — ' € N wird eine Aquivalenzrelation ~y auf M definiert, und z + N ist

eine ~y-Aquivalenzklasse [2], = {y € M | z ~y y}.

Satz 5.4 (Homomorphiesatz fiir Moduln)
Sei f € Homg (M, M') und N C M ein Untermodul mit N C Ker(f). Dann gibt es genau ein
f € Homg (M/n, M') mit f = fony.

f

M—M

A
P4
;
x\ o f
)
7
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Beweis. Analog zu LAAG 1 II1.7.9. Man zeigt, dass jedes ? € Homg (M/n, M")

fle+N)=f(z) (zeM)

erfiillen muss, und dass dies wiederum eine wohldefinierte Abbildung liefert. O

Lemma 5.5

Durch U — 7y (U) wird eine Bijektion gegeben zwischen
e den Untermoduln von M, die N enthalten

e den Untermoduln von M /n.

Beweis. Sei U die Menge der Untermoduln von M, die N enthalten, U die Menge der Untermoduln von M /n.

e UclU = nyn(U) € U: klar, da mn ein Homomorphismus ist

e UclU=ny'€U:Klar, da 7x ein Homomorphismus ist und N = Ker(my) = 75" ({0}) € 75 (U)
elUclUU=ny Cove (U)) = U: Klar, da 7y surjektiv

e UclU =y (nn(U)) =U:

v (mn (V) = | ' (e ()

zeU
= '@+ N
zeU
=J@+N)
zeU

» Bemerkung 5.6
Das Ideal I < R ist ein Untermodul des R-Moduls R, somit haben wir ein R-Modul £/r definiert.

Man kann £/r mit einer Ringstruktur ausstatten.

Definition 5.7 (Quotientenring)
Sei I < R ein Ideal. Fiir z € R schreiben wir

z+I={zr+alacl}
Dann ist
Ri={z+1|z€R}
der Quotientenring von R modulo I mit Addition und Skalarmultiplikation

(x+D)+ @ +1)=(x+2")+1 Va,2' €R
(x+1)- (' +1)=(x-2")+1 Vo,2’ €R

Und wieder 7y : R — B/r mit  — z + I.
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Satz 5.8
Addition und Multiplikation sind wohldefiniert und machen £/r zu einem kommutativen Ring mit

Einselement. 77 ist ein Ringhomomorphismus mit Kern

Ker(my) =1

Beweis. o Addition wohldefiniert: Lemma 5.2

e Multiplikation wohldefiniert: Sind z,z’,y,y" € R mit

c+I=a+1
y+I=y +1
Dann ist
r—2 =a€R =z=2+a
y—y =beR =y=y +a
Also

zy= (' +a)(y +b) =2"y +ay +2'b+ab
—_———
er

say+Il=ay +1

e E/rist Ring: R1 bis R3 folgen aus den entsprechenden Eigenschaften von R.
e R/rist kommutativ: folgt auch aus den Eigenschaften von R.

e Einselement: 1+ I

e 77 ist ein Ringhomomorphismus: folgt nach Definition

e Ker(rr): klar O

Satz 5.9 (Homomorphiesatz fiir Ringe)
Sei ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus, I < R ein Ideal mit I C Ker(p). Dann gibt es genau

einen Ringhomomorphismus mit ¢ : 8/r — R’ sodass ¢ o 11 = .

P
M—M

A
,
2
7/
X\ e
Ve

R/

Beweis. Man sieht, dass
ox+1)=¢(x) VxER

gelten muss, und das dies auch ein wohldefinierter Ringhomomorphismus ist. O
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m Beispiel 5.10
e R=7,Yn € Nist nZ ein Ideal.

Z/(n) = Z\RZ

e Sei K ein Korper und sei a € K. Dann ist K[t] — K, P — P(a) ist ein Ringepimorphismus.
Der Kern Ker(p) = (t — a), also alle Polynome, die in a eine Nullstelle haben. Es folgt

Kl ft—a) 2 K

® Z ist der Herr der Ringe ®
m Beispiel 5.11
Sei 0 # p € K[t]. K[tl/(p) ist ein Ring, aber auch ein K[t]-Modul und damit ein K-Vektorraum.

dimg (K/(p)) = n = deg(p)

Ist B = (1,¢,...,t""!) eine Basis wobei = = 7, (z) Vz € K[t].
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Der Elementarteilersatz

Sei R Hauptidealring.
Definition 6.1

Seien a,b,x,y € R. Fiir Z,] S {17 ,TL} ist
Eij = (00,is s 0pj) o € Mat, (R)

Sei

Eij(aabaxay) = ]ln - Eii - Ejj + ClEii + bEij + l‘Ejj + iji

Lemma 6.2
Ist ax — by € R*, so ist

El] (a’a b7 z, y) € GLTL(R)

Beweis. Folgt aus LAAG1 1V.3.4, da
det(E;j(a, b, z,y)) = ar — by € R*
Oder direkt: Das Inverse ist E;; (:100717 betac™t, —ycil), zum Beispiel

a b zct —be! (ax — by)c™! 0

Yy x —yct ac? 0 (az — by)c™!

» Bemerkung 6.3
Multiplikation von E;j(a,b, z,y) von links an A fithrt eine Zeilenumformung durch: Sind a4, ..., a,
die Zeilen von A, so wird a; durch aa; + ba; ersetzt, und gleichzeitig a; durch ya; + za; ersetzt. Ist

ax — by = 1, so sind diese Zeilenumformungen invertierbar.

Spezialfille: elementare Zeilenumformungen von Typ II und III aus Kapitel III (LAAG 1). War-
nung: Im Gegensatz dazu sind iiber einem Ring R die elementaren Zeilenumformungen vom Typ I

(Multiplikation mit einem Skalar) nicht immer invertierbar!

Multiplikation mit F;;(a, b, z,y) von rechts fiihrt entsprechende Spaltenumformungen durch.
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Theorem 6.4 (Elementarteilersatz fiir Matrizen, Smith-Normalform)
Sei A € Maty,xn(R). Es gibt 0 <r < min{n,m}, S € GL,,(R), T € GL,(R) mit

dq

SAT =
dr

0 € Maty—rxn—r

wobei d; € R\{0} mit d; | d;1; fixri=1,....,n—1

Bewets. Induktion nach min{m,n}. Fir a € R sei d(a) € Ng U {oo} die Anzahl der Primelemente in der
Primfaktorzerlegung von a, mit §(0) := oo, und 6(A) := min;;{6(a:;)}. Wir kénnen annehmen, dass §(A4) <
0(SAT) fiir alle S € GL,,(R) und T € GL,(R). Durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen erreichen wir, dass
(5(@11) = 5(14)

e 1. Behauptung: a11 | a1 fiir alle i. Gébe es ein ¢ > 1 fiir dass a11 { as1, so sei ¢ = ggT(a11,ai1) = Tai1 +yaa
mit ggT(x,y) = 1, also az — by = 1 mit a,b € R. Multiplikation mit F1;(z,y,a,b) von links erzeugt an
der Position (1,1) das Element ¢, und §(c) < 6(a11) = 6(A), im Widerspruch zur Minimalitit von §(A).
Analog zeigt man, dass a11 | ay; fiir alle j. Durch Zeilen- und Spaltenumformungen kénnen wir deshalb

nun a;; = 0 fiir alle 4 > 1 und ay; fiir alle j > 1 erreichen.

e 2. Behauptung: a11 | as; fiir alle 4,5. Gébe es ¢ > 1 und 7 > 1 mit a11 { a;; := b, so kénnen wir die j-te
Spalte zur ersten Spalte addieren, was a11 nicht &ndert und a1, = b bewirkt. Wider kénnen wir Behauptung

1 anwenden und erhalten den Widerspruch, dass a11 | b. Damit ist nach diesem Umformungen

ail - A/

mit A’ € Mat(m—1)x (n—1)(R). Wir wenden nun die Induktionshypothese auf A’ an und sind fertig. O

Mathematica/WolframAlpha-Befehle (Smith-Normalform)

Elementarteiler einer Matrix A lassen sich mit Mathematica mit der Funktion
SmithDecomposition[A]

die als einziges Argument eine Matrix braucht. Allerdings ist der Output unformatiert, mit folgen-
den Befehl sieht das deutlich besser aus:

MatrixForm/@ ({u,r,v} = SmithDecomposition[A])

Der Output sind 3 Matrizen, wobei u fiir S, v fiir 7' und r fiir das Ergebnis von SAT steht.
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» Bemerkung 6.5
Man kann zeigen, dass die dy, ..., d, bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmt sind. Man nennt sie
deshalb Elementarteiler der Matrix A.

m Beispiel 6.6

Sei R = Z. Die Elementarteiler von

2 00
A=10 4 0
0 0 6
sind
4 0 4 0 4 0 2 —6 2 0 2 0
— — — — —
0 6 4 6 -2 6 4 0 4 12 0 12
2, 2 und 12.

Anmerkung (Teil 1)
Um die Elementarteiler der Matrix Ag zu ermitteln, muss man geschickt mit Matrizen S und T
multiplizieren. Dazu starten wir links oben bei Element a1 # 0 und versuchen nun, auf der ersten

Spalte und auf der ersten Zeile nur Nullen zu produzieren, aber a;; # 0 zu erhalten.

Dazu fangen wir mit der ersten Spalte an. Ziel ist es, das letzte Element dieser Spalte durch
geschickte Addition der vorletzten Spalte zu 0 werden zu lassen. Wir schauen uns die letzten 2
Elemente, nennen wir sie z und y, dieser ersten Spalte an und bestimmen ggT(z,y). Weiterhin

suchen wir v und v, sodass folgende Gleichung erfiillt ist:
geT(z,y) =u-z4v-y

Da wir eine Zeilenoperation durchfithren wollen, brauchen wir eine Matrix Sy, die wir von links an
A ranmultiplizieren. Dabei miissen wir auf die richtige Dimension von Sy aufpassen. Dazu setzen

wir Sp auf 1, und fiigen an der richtigen Stelle die Matrix S} ein:

, U v
Sp =
_ Y z
ggT(z,y) ggT(z,y)
Jetzt bestimmen wir Ay := Ag - Sp. Jetzt haben wir das letzte Element der ersten Spalte zu

0 verwandelt. Wir arbeiten uns jetzt in der ersten Spalte nach oben, versuchen also das vorletzte
Element zu 0 zu verwandeln, aber mithilfe der vorvorletzten Zeile. Auch dazu bestimmen wir wieder

Matrizen Si, S5, ... bis die erste Spalte 0 ist, mit Ausnahme von aq1.
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Anmerkung (Teil 2)
Jetzt wenden wir uns der ersten Zeile zu: Auch hier versuchen wir das letzte Element zu 0 zu ver-
wandeln, aber eben mit Benutzung der vorletzten Spalte. Die Vorgehensweise ist nahezu identisch,

wir bestimmen auch wieder ggT(x,y) und 16sen
ggT(z,y) =u-z+v-y

Damit bauen wir uns wieder 7{, die wir an der passenden Stelle in Ty = 1,, einsetzen

__ Y
. ggT(z,y)
T

i

T
v —Z
geT(z,y)

Die Matrix T multiplizieren wir aber diesmal von rechts an A,,. So arbeiten wir uns wieder von
hinten nach vorne. Es kann passieren, dass wir uns damit leider wieder in der ersten Spalte ein
paar Nullen kaputt machen, aber dann bauen wir wieder eine S,-Matrix mit der wieder Nullen
erscheinen. Falls das wieder die Spalten kaputt macht, dann multiplizieren wir wieder mit einer

T,-Matrix. Das Theorem 6.4 garantiert uns, dass wir irgendwann fertig werden.

Anmerkung (Teil 3)

Haben wir nun die erste Zeile und die erste Spalte zu 0 verwandelt, aufler a;; natiirlich, kiimmern
wir uns um die Untermatrix in Richtung rechts unten. Hier geht der Algorithmus von vorne los; das
Schone ist, dass er uns die erste Zeile/Spalte nicht mehr kaputt machen kann. Irgendwann sind wir
rechts unten angekommen und haben nur noch Elemente auf der Hauptdiagonalen stehen. Diese
sollten, wie in Theorem 6.4 behauptet eine solche Teilerkette bilden. Tun sie das nicht, kann man

wieder mit Matrizen S,, und 7}, nachhelfen.

vy
IS “ v T = L ggT(z,y)
_ Y x 1 uxr
geT(zy) ggT(z,y) ggT(z,y)
1 1

unter Vorbehalt! ], =
vy ux
geT(z,y)  eeT(z,y)

Und dann sind wir endlich fertig! Die Transformationsmatrizen S und 7" sind dann einfach

S=25-5y-...
T=T,-Ty-..

Weitere Informationen und Beispiele findet man auf http://www.igt.uni-stuttgart.de/eiserm/
lehre/2010/Algebra/Matrizenringe.pdf, ab Abschnitt §7D
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Lemma 6.7
Ist M ein endlich erzeugter freier R-Modul und N € M ein Untermodul, so ist auch N endlich

erzeugt.

Beweis. Sei (z1,...,Zm) eine Basis von M. Induktion nach m.

m = 1: Durch 1 — z; wird nach Satz 1.11 eine R-lineare Abbildung f : R — M gegeben, die ein Isomorphismus
ist. Der Untermodul N C M entspricht einem Ideal I := f~!(N) von R. Da R ein Hauptidealring ist, ist I = (a)
fiir ein @ € R, somit N = f(I) = R- f(a). Insbesondere ist N endlich erzeugt, sogar von einem Element.

m — 1 — m: Definiere M’ = ZZ’;IR@, M" = Rxy, N\ = NN M'. Sei unter 7 : M — M" die R-lineare
Abbildung gegeben nach Satz 1.11 durch w(z;) = §i,mZm. Nach Induktionshypothese ist N’ endlich erzeugt,
etwa N' = 37" | Ry;. Aus dem Fall m = 1 sehen wir zudem, dass N" = n(N) = Rr(y) fiir ein y € N. Sei
N = Ry+377_, Ry; C N. DaKer(r|n) = M"NN =N'C N und n|n(N) 2 Rr(y) = N" =x|n(N)ist N=N
nach Lemma 5.5 und Satz 5.4. Somit ist N endlich erzeugt. O

Satz 6.8 (Elementarteilersatz fiir Moduln)
Sei R ein Hauptidealring, M = R™ ein endlich erzeugter freier R-Modul, N C M ein Untermodul.
Dann existiert r € N, eine Basis B’ = (1, ...,z,) von M und dy, ...,d, € R\{0} mit d; | d;i41 fiir

i=1,..,r—1 fiir die (dy21,...,d,z.) eine Basis von N ist.

Bewets. Sei B = (z1,...,Zm) eine Basis von M. Nach Lemma 6.7 ist N endlich erzeugt, also

N = ZRyj mit  y; = Zai]’m a;j € R
j=1

=1

Wir betrachten die lineare Abbildung f : R™ — M gegeben durch f(e;) = y;. Dann ist Im(f) = N und
M5 (f) = A = (ai;) € Matyxn(R)
Nach Theorem 6.4 existieren S € GLy,(R), T' € GL,(R) mit
SAT = D = diag(ds, ..., dr, 0)

Es gibt somit Basen & = (el, ..., e},) von R"*, B' = (a1, ..., z1,) von M mit M}g:(f) = D. Somit ist N = Im(f) =
Yo R fler) = X0, Rdjzj. Da (21, ..., z7) frei und R nullteilerfrei ist, ist auch (diz1, ..., dra’.) frei, also eine
Basis von N. O
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m Beispiel
SeiR=2Z,M =27? N=1Z

(1)
) 0 o) (1o

— —
2 2 —4 0 4
, 1 1
= B = , = B = )
0 4 2 1
1 1
==C=11- 4 - ist Basis von IV
2 1
([ J L J { ]
f L {
@ @ @

» Bemerkung 6.9
Wieder kann man zeigen, dass di, ..., d,- bis auf Einheiten eindeutig bestimmt sind.

Folgerung 6.10
Ist R ein Hauptidealring, so ist ein Untermodul eines endlich erzeugten freien R-Moduls wieder

frei.

» Bemerkung 6.11
Folgerung 6.10 wird falsch ohne “R Hauptidealring®. So ist zum Beispiel N = (z,y) < Q[z,y] =
(Q[z])[y] = R = M kein Hauptideal und somit ein nicht freier Untermodul des freien R-Moduls R:

Je zwei Elemente von R sind linear abhéngig, fiir a,b € R ist

b-a+(—a)-b=0

Deshalb kann N keine Basis mit mehr als einem Element besitzen.

Die Voraussetzung “endlich erzeugt® ist hingegen nicht notwendig, aber der Beweis wird dadurch

einfacher.

91



6. Der Elementarteilersatz Kapitel VIII: Moduln

Folgerung 6.12

Ist R ein Hauptidealring, so ist ein Untermodul eines endlich erzeugten R-Moduls M wieder endlich
erzeugt.

Beweis. Ist M = 77", Ry;, so betrachte die R-lineare Abbildung f : R™ — M gegeben durch f(e;) = y;
fir j = 1,..,m. Nach Lemma 6.7 ist f~'(N) C R™ endlich erzeugt, etwa f~'(N) = > "' | Rz;. Somit ist
N=f(f"(N)) =31, R f(z;) endlich erzeugt. O

Theorem 6.13 (Hauptsatz iiber endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen)
Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann ist

M:F@Mtor

wobei F' =2 R" ein endlich erzeugter freier R-Modul ist und

n

Mo = @ R/Rdi

=1

mit Nichteinheiten dy, ...,d, € R\{0}, die d; | d;y; fiir i = 1,...,n — 1 erfiillen.

Beweis. Sei M = 37" | Ry;. Betrachte die lineare Abbildung f: R™ — M gegeben durch f(e;) = y; und dem
Untermodul N = Ker(f) C R™. Nach Satz 6.8 existiert eine Basis (z1,...,2s) von R™, n < s und di,...,d, €
R\{0} mit d; | di41 fiir die (d1z1, ..., dnxy) eine Basis von N ist. Nach dem Homomorphiesatz ist

M =Tn() = RN = gy (€D i
i=1 st
=~ RS/éLB Rd;e;
i=1

o~ R ) s—m
= @ /rRd; ® R
=1 F
Ist di € R*, so ist B/ra; = 0, wir konnen diese ¢ daher weglassen. Dabei ist @D, £/rd; genau der Torsionsmodul
Mtor:
o “C“:Mitd:=dy-...-dn € R\{0} ist d- (xi)1,....n = (dzi)1,....n = (0, ..., 0) (Vielfache von Rd; machen das
Element zu 0)
e ‘D Istde R\{0}, z € @], B/ra;, y € R°"" mit d- (x,y) =0, s0ist d-y =0 und deshalb y =0. O
» Bemerkung 6.14

Auch hier sind dy, ..., d,, (bis auf Einheiten) sowie r eindeutig bestimmt. Man nennt r den (freien)
Rang von M.

m Beispiel 6.15

Eine endlich erzeugte abelsche Gruppe A ist von der Form

k
A27"® @ Z/d;z
i=1
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mit (eindeutig bestimmten) dy,...,dy € N, dy | da | ... | di.
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Zyklische Vektorrdume

Sei K ein Korper, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, f € Endg (V).

» Bemerkung 7.1
Wir betrachten V als K[t]-Modul mit P(t) - x = P(f)(z), vergleiche .
Erinnerung: V heifit f-zyklisch <= 3z € V mit V = spany (z, f(z), f(z),...). Ist k¥ minimal mit
f*(z) € spang (z, f(x), f2(x), ..., f¥~1(x)), so ist (z, ..., f¥"1(x)) eine Basis von V und Mp(f) =

B
M,,.
Satz 7.2
Es gibt einen K [t]-Modul-Isomorphismus
V @K[t]/(a-)
i=1

mit normierten Polynomen P, ..., P, € K[t], die P; | P, Vi erfiillen.

Beweis. Nach Theorem 6.13 (K[t] Hauptidealring) ist

V=Kt oKW k P,

1=1

mit P; € K[t]\K, P; | Piy1 Vi. Da dimg (K[t]) = oo > dimg (V) ist, ist » = 0, und wir kénnen ohne Ein-

schrinkung P; normiert annehmen. O

Lemma 7.3

Fir P € K[t] sei W := K[t]/(p). Durch fi(z) = tz wird f; € Endg (W) definiert, wobei t =
t+ (P) = m(py(t) € K1/(P). Genau dann ist ¢ € Homg (V, W) ein K[t]-Modul-Homomorphismus,
wenn o(f(z)) = fulp(@)) Ve € V.

Beweis. e f; € Endg(W): klar

e Es gilt
¢ ist K[t]-Modul-Homomorphismus <= ¢(az) = ap(z) Va € K[t],Vz eV
= o(tz) =tp(z) VeV
= ¢(f(@)) = filp(z)) VeeV 0
Satz 7.4

Genau dann ist K[tl/(p) (als K[t]-Modul), wenn V' f-zyklisch ist. In diesem Fall ist

Xg=bf="r

Bewets. e Hinrichtung: Der K-Vektorraum W = K[/(p) ist erzeugt von 1,t = ft(1)7%2 = fZ(1),..., wobei
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- =2 -n—1

t =t + (P) und somit ist W fi-zyklisch mit Basis C = (1,t,¢ ,...,t ), wobei n = deg(P). Auch ist

Mc(ft) = Mp. Ist V = Kltl/(p) so ist dann V' f-zyklisch.

e Riickrichtung: Ist umgekehrt V ein K-Vektorraum mit Basis B = (z, f(z), ..., f* " (x)), so ist Mp(f)
Mp fiir P = x ;. Der K-Vektorraum-Homomorphismus ¢ : V — W = K[t/(p) gegeben durch o(f(z))

ist dann ein K[t]-Modul-Isomorphismus.

o Ist V W als K[t]-Modul, so ist x5 = xf,, Pr = Py,. Aus Mc(fi) = Mp folgt somit
Xf=xp =P
Ist 0 # Q € K[t] mit deg(Q) < deg(P), so ist
Q1) = Q) #0
da @ # 0 und C Basis, insbesondere Q(f;) # 0 € Endx (K[tl/(p)). Da Py, | xs, gilt, folgt
Py="Py, =xp =P

Folgerung 7.5
I V ist direkte Summe f-zyklischer Untervektorrdume.
Folgerung 7.6
Es gilt

xr | (Pr)"

Insbesondere haben x und Py die selben irreduziblen Faktoren.

Beweis. In der Situation von Satz 7.2 ist

Da P; | Py, fiir alle i folgt xs | (Pm)™, insbesondere xf | (Pm)", denn m < n.

Folgerung 7.7 (Frobenius-Normalform)
Es gibt eine Basis B von V, fiir die

MB(f) = diag(Mpl, ceny Mpm)

mit Py, ..., P, € K[t] normiert, die P; | P;4 erfiillen.

» Bemerkung 7.8

Im Gegensatz zur JORDAN-Normalform existiert die FROBENIUS-Normalform fiir beliebige Korper

K und beliebige Endomorphismen f. Man kann zeigen, dass die Frobenius-Normalform eines En-

domorphismus f eindeutig bestimmt ist.

95



Anhang



Anhang A: Listen

Listen

Liste der Theoreme

Theorem V.4.8:

Theorem V.5.9:

Theorem V.7.5:

Theorem VI.4.9:

Theorem VI.5.9:

Theorem VI.6.5:

Theorem VI.7.3:

Theorem VI.7.9:

Theorem VI.8.10:

Theorem VII.1.9:

Theorem VII.5.6:

Theorem VIIIL.6.4:

Theorem VIII.6.13:

Trigonalisierungssatz . . . . . . . . . . .. L e 11
Satz von CAYLEY-HAMILTON . . . . . . . ... .. ... ... ..... 14
JORDAN-Normalform . . . . . . . . .. . .. ... . 22
GRAM-SCHMIDT-Verfahren . . . . .. ... ... ... 34
............................................ 37
............................................ 38
Hauptachsentransformation . . . . .. .. ... ... ... .. ... 40
Tragheitssatz von SYLVESTER . . . . . . . v v v v v et e e e e e e e 42
Klassifikation der Quadriken bis auf Isometrien . . . . . .. ... .. .. .. 46
Das Lemma von Zorn . . . . . . . ... Lo 51
Spektralsatz . . . . . . .. 62
Elementarteilersatz fiir Matrizen, SMITH-Normalform . . . . . . . .. .. .. 87
Hauptsatz iiber endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen . . . . . . . 92

97



A.2. Liste der benannten Sétze, Lemmata und Folgerungen Anhang A: Listen

Liste der benannten Sitze, Lemmata und Folgerungen

Satz V.3.11: Diagonalisierungssatz . . . . . . . . . ... L 9
Satz V.6.4: Lemma von FITTING . . . . . . . . . . e 16
Satz V.7.3: Hauptraumzerlegung . . . . . . . . . ... L 21
Satz VI.1.4: Ungleichung von CAUCHY-SCHWARZ . . . . . . . v v v vt i e e 25
Satz VI1.2.8: Transformationsformel . . . . . . . . . . . ... L 28
Satz VI1.3.4: Polarisierung . . . . . . . ..o 30
Folgerung VII.1.10: Auswahlaxiom . . . . . . . . . ... . L 51
Folgerung VII.1.11: Basisergénzungssatz . . . . . . . . . . . . . . L oo 51
Lemma VIIL.3.8: Lemma von BEZOUT . . . . . . . . . . . . ittt 78
Satz VIIL.5.4: Homomorphiesatz fiir Moduln . . . . . . ... ... ... . ... ... ... 82
Satz VIII.5.9: Homomorphiesatz fiir Ringe . . . .. ... .. ... ... .. ... ... 84
Satz VIII.6.8: Elementarteilersatz fiir Moduln . . . . . . . .. ... ... ... ... ... .. 90
Folgerung VIIL.7.7: FROBENIUS-Normalform . . . ... ... ... ... ... .. ...... 95

98



A.3. Liste der Mathematica/WolframAlpha-Befehle Anhang A: Listen

Liste der Mathematica/WolframAlpha-Befehle

® fiir faule Mathematiker ©

Mathematica/Wolfram Alpha-Befehle : Eigenwerte und Eigenvektoren . . .. .. ... ... 3
Mathematica/WolframAlpha-Befehle : charakteristisches Polynom . . . ... ... ... .. 5
Mathematica/WolframAlpha-Befehle : Minimalpolynom . . . . .. ... ... ... 14
Mathematica/WolframAlpha-Befehle : symmetrische bzw. hermitesche Matrizen . . . . . . 29
Mathematica/WolframAlpha-Befehle : orthogonale bzw. unitdre Matrizen . . . . . . . . .. 36
Mathematica/WolframAlpha-Befehle : normale Matrix . . . . . ... ... ... L. 61
Mathematica/WolframAlpha-Befehle : Teiler . . . . ... . 73
Mathematica/WolframAlpha-Befehle : ggTund kgV . . . .. .. oo 74
Mathematica/WolframAlpha-Befehle : SMiTH-Normalform . . . . ... .. ... ... ... .. 87

99



	Inhaltsverzeichnis
	Endomorphismen
	Eigenwerte
	Das charakteristische Polynom
	Diagonalisierbarkeit
	Trigonalisierbarkeit
	Das Minimalpolynom
	Nilpotente Endomorphismen
	Die Jordan-Normalform

	Skalarprodukte
	Das Standardskalarprodukt
	Bilinearformen und Sesquilinearformen
	Euklidische und unitäre Vektorräume
	Orthogonalität
	Orthogonale und unitäre Endomorphismen
	Selbstadjungierte Endomorphismen
	Hauptachsentransformation
	Quadriken

	Dualität
	Das Lemma von Zorn
	Der Dualraum
	Die duale Abbildung
	Die adjungierte Abbildung
	Der Spektralsatz
	Tensorprodukte

	Moduln
	Moduln
	Teilbarkeit
	Hauptidealringe
	Faktorielle Ringe
	Quotienten von Ringen und Moduln
	Der Elementarteilersatz
	Zyklische Vektorräume

	Anhang
	Listen
	Liste der Theoreme
	Liste der benannten Sätze, Lemmata und Folgerungen
	Liste der Mathematica/WolframAlpha-Befehle



