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Vorwort

Schon, dass du unser Skript fiir die Vorlesung Lineare Algebra und analytische Geometrie 1 + 2 bei
Prof. Dr. Arno Fehm im WS2017/18 und SS2018 gefunden hast! !

Wir verwalten dieses Skript mittels Github 2, d.h. du findest den gesamten BMTEX-Quelltext auf https://
github.com/henrydatei/TUD_MATH_BA. Unser Ziel ist, fiir alle Pflichtveranstaltungen von Mathematik-
Bachelor ein gut lesbares Skript anzubieten. Fiir die Programme, die in den Ubungen zur Vorlesung
Programmieren fiir Mathematiker geschrieben werden sollen, habe ich ein eigenes Repository eingerich-
tet; es findet sich bei https://github.com/henrydatei/TU_PROG.

Es lohnt sich auf jeden Fall wéhrend des Studiums die Skriptsprache ETEX zu lernen, denn Dokumen-
te, die viele mathematische oder physikalische Formeln enthalten, lassen sich sehr gut mittels I TEX

darstellen, in Word oder anderen Office-Programmen sieht so etwas dann eher diirftig aus.

I¥TEX zu lernen ist gar nicht so schwierig, ich habe dafiir am Anfang des ersten Semesters wenige Wochen
benétigt, dann kannte ich die wichtigsten Befehle und konnte den Vorgénger dieses Skriptes schreiben
(1. Semester/LAAG, Vorsicht: hésslich, aber der Quelltext ist relativ gut verstindlich).

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen (wie in jedem anderem Skript auch @), dass dieses Skript
nicht den Besuch der Vorlesungen ersetzen kann. Es konnte sein, dass Prof. Fehm seine Vorlesung
immer mal wieder an die Studenten anpasst; wahrscheinlich immer dann, wenn die Priifungsergebnisse
zu schlecht waren. Nichtsdestotrotz verdffentlicht Prof. Fehm sein Skript auf seiner Homepage http:
//www.math.tu-dresden.de/~afehm/lehre.html. Allerdings ist dieses Skript recht hésslich, besonders
was die Ubersichtlichkeit angeht.

Wir méchten deswegen ein Skript bereitstellen, dass zum einen iibersichtlich ist, zum anderen alle Inhalt
aus der Vorlesung enthélt, das sind insbesondere Diagramme, die sich nicht im offiziellen Skript befinden,

aber das Verstdndnis des Inhalts deutlich erleichtern. Ich denke, dass uns dies erfolgreich gelungen ist.

Trotz intensivem Korrekturlesen kénnen sich immer noch Fehler in diesem Skript befinden. Es wére
deswegen ganz toll von dir, wenn du auf unserer Github-Seite https://github.com/henrydatei/TUD_
MATH_BA ein neues Issue erstellst und damit auch anderen hilfst, dass dieses Skript immer besser wird.

Und jetzt viel Spafl bei Lineare Algebra und analytische Geometrie!

Henry, Pascal und Daniel

1Obwohl man sagen kann, dass es in dieser Vorlesung nur um Lineare Algebra ging, der Teil mit der analytischen
Geometrie wurde vernachlassigt. Liegt wahrscheinlich auch daran, dass es demnéchst eine Reform der Studienordnung
gibt, in der aus der Vorlesung Lineare Algebra und analytische Geometrie die Vorlesung Einfihrung in die Lineare Algebra
wird.

2@ithub ist eine Seite, mit der man Quelltext online verwalten kann. Dies ist dahingehend ganz niitzlich, dass man
die Quelltext-Dateien relativ einfach miteinander synchronisieren kann, wenn man mit mehren Leuten an einem Projekt
arbeitet.
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Kapitel I

Grundbegriffe der Linearen Algebra

1. Logik und Mengen

Wir werden die Grundlagen der Logik und der Mengenlehre kurz ansprechen.
Uberblick (Aussagenlogik)

Jede mathematisch sinnvolle Aussage ist entweder wahr oder falsch, aber nie beides!
e “1+1=2“— wahr
e “141=3“ — falsch
e “Es gibt unendlich viele Primzahlen“ — wahr

Man ordnet jeder mathematischen Aussage A einen Wahrheitswert “wahr* oder “falsch® zu. Aussagen

lassen sich mit logischen Verkniipfungen zu neuen Aussagen zusammensetzen.
e V — oder
e A — und
e — — nicht
e =-— impliziert
e <= — Aquivalent

Sind also A und B zwei Aussagen, so ist auch AV B, AANB, -A, A= Bund A <= DB Aussagen.
Der Wahrheitswert einer zusammengesetzten Aussage ist eindeutig bestimmt durch die Wahrheitswerte

ihrer Einzelaussagen.
. —|(1+1:3)—>Wah1‘
e “2ist ungerade® = “3 ist gerade“ — wahr

e “2ist gerade“ = “Es gibt unendlich viele Primzahlen“ — wahr

A|B|AVvB | AANB|-A|A=B | A < B
w| W w w f w w
w | f w f f f f
flw w f w w f
f1f f f w w w
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Uberblick (Pridikatenlogik)

Wir werden die Quantoren
o V (Allquantor, “fiir alle*) und
« 3 (Existenzquantor, “es gibt“) verwenden.

Ist P(z) eine Aussage, deren Wahrheitswert von einem unbestimmten z abhéngt, so ist
Vz : P(z) genau dann wahr, wenn P(z) fir alle z wahr ist,

Jz : P(x) genau dann wahr, wenn P(z) fiir mindestens ein « wahr ist.
Insbesondere ist —Vz : P(z) genau dann wahr, wenn 3z : - P(z) wahr ist.

Analog ist =3z : P(x) genau dann wahr, wenn Vx : =P (z) wahr ist.
Uberblick (Beweise)

Unter einem Beweis verstehen wir die liickenlose Herleitung einer mathematischen Aussage aus einer
Menge von Axiomen, Voraussetzungen und schon frither bewiesenen Aussagen.

Einige Beweismethoden:

e« Widerspruchsbeweis
Man nimmt an, dass eine zu beweisende Aussage A falsch sei und leitet daraus ab, dass eine
andere Aussage sowohl falsch als auch wahr ist. Formal nutzt man die Giiltigkeit der Aussage
-A= (BA-B)= A

o« Kontraposition

Ist eine Aussage A = B zu beweisen, kann man stattdessen die Implikation =B = —A beweisen.

e vollstindige Induktion
Will man eine Aussage P(n) fiir alle natiirlichen Zahlen zeigen, so geniigt es, zu zeigen, dass P(1)
gilt und dass unter der Induktionsbehauptung P(n) stets auch P(n + 1) gilt (Induktionschritt).
Dann gilt P(n) fiir alle n.

Es gilt also das Induktionsschema: P(1) AVn : (P(n) = P(n+ 1)) = Vn : P(n).
Uberblick (Mengenlehre)

Jede Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter wohlunterscheidbarer Objekte zu einem Ganzen.
Eine Menge enthélt also solche Objekte, die Elemente der Menge. Die Menge ist durch ihre Elemente
vollstéandig bestimmt. Diese Objekte kénnen fiir uns verschiedene mathematische Objekte, wie Zahlen,
Funktionen oder andere Mengen sein. Man schreibt © € M bzw. x ¢ M, wenn x ein bzw. kein Element

der Menge ist.

Ist P(z) ein Pridikat, so bezeichnet man eine Menge mit X := {z | P(z)}. Hierbei muss man vor-
sichtig sein, denn nicht immer lassen sich alle z fiir die P(z) gilt, widerspruchsfrei zu einer Menge
zusammenfassen.
m Beispiel 1.5 (endliche Mengen)
Eine Menge heifit endlich, wenn sie nur endlich viele Elemente enthélt. Endliche Mengen notiert
man oft in aufzidhlender Form: M = {1;2;3;4; 5;6}. Hierbei ist die Reihenfolge der Elemente nicht
relevant, auch nicht die Hiufigkeit eines Elements.
Sind die Elemente paarweise verschieden, dann ist die Anzahl der Elemente die Méchtigkeit (oder

Kardinalitit) der Menge, die wir mit |M| bezeichnen.
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m Beispiel 1.6 (unendliche Mengen)
e Menge der natiirlichen Zahlen: N := {1,2,3,4, ...}

o Menge der natiirlichen Zahlen mit der 0: Ny := {0,1,2,3,4,...}
e Menge der ganzen Zahlen: Z :={...,—2,-1,0,1,2,...}
e Menge der rationalen Zahlen: Q := {% | p,g € Z,q#0}
e Menge der reellen Zahlen: R := {z | x ist eine reelle Zahl}
Ist M eine Menge, so gilt | M| = oo

m Beispiel 1.7 (leere Menge)
Es gibt genau eine Menge, die keine Elemente hat, die leere Menge 0 := {}.

Definition 1.8 (Teilmenge)
Sind X und Y zwei Mengen, so heifit X eine Teilmenge von Y, wenn jedes Element von X auch

Element von Y ist, dass heifit wenn fiir alle z (r € X = z € Y) gilt.

Da eine Menge durch ihre Elemente bestimmt ist, gilt X =Y = (X C Y) A (Y C X). Will man

Mengengleichheit beweisen, so geniigt es, die beiden Inklusionen X C Y und Y C X zu beweisen.

Ist X eine Menge und P(x) ein Pradikat, so bezeichnet man mit Y := {z € X | P(z)} die Teilmenge
von X, die das Pradikat P(z) erfiillen.

Definition 1.9 (Mengenoperationen)

Seien X und Y Mengen. Man definiert daraus weitere Mengen wie folgt (Mengenoperationen ):

o XUY  ={z|zeXVzeY}
e XNY ={z|zeXAzeY}
e X\Y :={zeX|z¢Y}

o X XY ={(z,y)|reXANyeY}

« P(X):={Y|Y CX}

Neben den offensichtlichen Mengengesetzen, wie dem Kommutativgesetz, gibt es auch weniger offen-
sichtliche Gesetze, wie die Gesetze von DE MORCGAN: Fir X7, Xo C X gilt:

o X\(X1UXp) = (X\X1) N (X\Xo)
o X\(X1NXy) = (X\X1) U (X\X2)

Sind X und Y endliche Mengen, so gilt:
o |X xY|=|X]-|Y]

« [POO)] = 2¥]
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2. Abbildungen

Uberblick (Abbildungen)
Eine Abbildung f von eine Menge X in einer Menge Y ist eine Vorschrift, die jedem = € X auf eindeutige

Weise genau ein Element f(x) € Y zuordnet. Man schreibt dies als

X—-Y

=y

oder f: X — Y,z — y oder noch einfacher f: X — Y. Dabei heiffit X die Definitionsmenge und Y die

Zielmenge von f. Zwei Abbildungen heiflen gleich , wenn ihre Definitionsmengen und Zielmengen gleich

sind und sie jedem z € X das selbe Element y € Y zuordnen. Die Abbildungen von X nach Y bilden
wieder eine Menge, welche wir mit Abb(X,Y") bezeichnen.
m Beispiel 2.2

« Abbildungen mit Zielmenge R nennt man Funktion: f : R — R, z + 22

o Abbildungen mit Zielmenge C Definitionsmenge: f : R — R<g, z — 2

— Diese Abbildungen sind verschieden, da sie nicht die selbe Zielmenge haben.
o f:{0,1} = R,z > 22

o [:{0,1} > R,z —x
— Diese Funktionen sind gleich. Sie haben die gleichen Definitions- und Zielmengen und sie

ordnen jedem Element der Definitionsmenge das gleiche Element der Zielmenge zu.

m Beispiel 2.3
o auf jeder Menge X gibt es die identische Abbildung (Identitét)
d: X—>Xz—2

¢ allgemein kann man zu jeder Teilmenge A C X die Inklusionsabbildung zuordnen ¢ty : A —

X,x—zx

e zu je zwei Mengen X und Y und einem festen yo € Y gibt es die konstante Abbildung

Cyo : X = Y=y

e zu jder Menge X und Teilmenge A C X definiert man die charakteristische Funktion

z—1 (xeA)

xa:X =R,
xr—0 (x¢A)
¢ zu jeder Menge X gibt es die Abbildung
1 (z=y)
[: XXX =R, (x,y) — 0z,
0 (z#y)

m Beispiel 2.4 (Eigenschaften von Funktionen)
o injektiv : Zuordnung ist eindeutig: F(m1) = F(mg) = m1 = mg
Bsp: 22 ist nicht injektiv, da F(—2) = F(2) =4

o surjektiv: F(M)=N (Vne N3Im e M | F(m) =n)
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Bsp: sin(z) ist nicht surjektiv, da es kein x fiir y = 27 gibt
e bijektiv : injektiv und surjektiv

m Beispiel 2.5
¢ Die identische Abbildung idx : X — X ist stets bijektiv.

e Fiir jede Teilmenge A C X ist die Inklusionsabbildung ¢4 : A — X injektiv, aber im Allge-

meinen nicht surjektiv.
e Die Funktion f: R = R>g mit x — x? ist surjektiv, aber nicht injektiv.
« Die Funktion f: R — R mit z ~ 22 ist bijektiv.

Definition 2.6 (Einschrinkung)
Sei f: x> y eine Abbildung. Fiir A C X definiert man die Einschrinkung /Restrikton von f auf
A als die Abbildung

A=Y
a+ f(a)

fla:

Das Bild von A unter f ist f(A) := {f(a):a € A}.
Das Urbild einer Menge B C Y unter f ist f~!:={z € X : f(x) € B}.
Man nennt Im(f) := f(X) das Bild von f.

» Bemerkung 2.7
Man ordnet der Abbildung f : X — Y auch die Abbildungen P(X) — P(Y) und P(Y) — P(X)
auf den Potenzmengen zu. Man benutzt hier das gleiche Symbol f(...) sowohl fiir die Abbildung
f: X = Y alsauch fir f: P(X) — P(Y), was unvorsichtig ist, aber keine Probleme bereiten
sollte.

In anderen Vorlesungen wird fiir y € Y auch f~1(y) statt f~'({y}) geschrieben.

» Bemerkung 2.8
Genau dann ist f : X — Y surjektiv, wenn Im(f) =Y

injektiv <1
Genau dann ist f: X — Y < surjektiv , wenn |[f1({y})| =4 >1 Vyeyvy
bijektiv —1

Definition 2.9 (Komposition)
Sind f: X - Y und g : Y — Z Abbildungen, so ist die Komposition g o f die Abbildung

X =7
z = f(g(x))

go f:=

Man kann die Komposition auffassen als eine Abbildung o : Abb(Y, Z) x Abb(X,Y) — Abb(X, Z).
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Satz 2.10

Die Abbildung von Kompositionen ist assoziativ, d.h. es gilt:

ho(gof)=(hog)of

Beweis. Sowohl ho(go f) als auch (hog)o f haben die Definitionsmenge X und die Zielmenge W und fiir jedes
z € X ist (ho(go f))(z) =h((ge f)(x)) = h(g(f(x))) = (hog)(f(x)) = ((hog)o f)(x) O
Definition 2.11 (Umkehrabbildung)
Ist f : X — Y bijektiv, so gibt es zu jedem y € Y genau ein z, € X mit f(z,) = y (Bemerkung 2.7),
durch

Y - X

y|—>£L'y

wird also eine Abbildung definiert, die Umkehrabbildung zu f.

Satz 2.12
Ist die Abbildung f : X — Y bijektiv, so gelten

fﬁlof:idx
fofilzidy

Beweis. Esist f~' € Abb(X,X) und fo f~' € Abb(Y,Y). Firy € Yist (fo f')(z) = f(f ' (y)) =y = idy.
Fiir z € X ist deshalb f((f ™" o f)(2)) = (fo (f ™ o N))(@) "= ((fo f71) o f)(w) = (idy of)(z) = f(x). Da f
injektiv, folgt f~' o f = idx. O

» Bemerkung 2.13
Achtung, wir verwenden hier das selbe Symbol f~! fiir zwei verschiedene Dinge: Die Abbildung
f~1:P(X) — P(Y) aus Definition 2.6 existiert fiir jede Abbildung f : X — Y, aber die Umkehr-
abbildung f~!:Y — X aus Satz 2.10 existiert nur fiir bijektive Abbildungen f : X — Y.

Definition 2.14 (Familie)

Seien I und X Mengen. Eine Abbildung z : I — X, i — z; nennt man Familie von Elementen von

X mit einer Indexmenge I (oder I-Tupel von Elementen von X) und schreibt diese auch als (z;);c;-
Im Fall I = {1,2,...,n} identifiziert man die I-Tupel auch mit den n-Tupeln aus Definition 1.8. Ist

(2;)ies eine Familie von Teilmengen einer Menge X, so ist
e UXi={reX|JiellzeX)}
e NXi={zxeX|Viel(lzeX)}

o [[X:={f€Abb(I,X)|VielI(f(i)e X,)}

Die Elemente von [] X; schreibt man in der Regel als Familien (z;);e;r.
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m Beispiel 2.15

Eine Folge ist eine Familie (z;);c; mit der Indexmenge Nj.

Definition 2.16 (Graph)
Der Graph einer Abbildung f : X — Y ist die Menge

Lf :{(z,y) e X xY |y=f(z)}

» Bemerkung 2.17 (Formal korrekte Definition einer Abbildung)
Eine Abbildung f ist ein Tripel (X,Y,T'), wobei I' C X x Y Vz € X genau ein Paar (x,y) mit
y € Y enthélt. Die Abbildungsvorschrift schickt dann = € X auf das eindeutig bestimmte y € Y
mit (z,y) € I'. Es ist dann I' =T'y.

» Bemerkung 2.18
In anderen Vorlesungen wird die Zielmenge nicht immer als Teil der Definition einer Abbildung
aufgefasst, d.h. man betrachtet zwei Abbildungen f : X — Y und ¢ : X — Z mit gleicher
Definitionsmenge dann als gleich, wenn f(z) = g(z) fiir alle 2 € X. Dies ist gleichbedeutend mit

I'y =T'y. So wiirde man dann zum Beispiel f; und f> aus Beispiel 2.2 als gleich auffassen.
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3. Gruppen

Definition 3.1 ((Halb-)Gruppe)
Sei G eine Menge. Eine (innere, zweistellige) Verkniipfung auf G ist eine Abbildung * : G x G —
G, (z,y) — x xy. Das Paar (G, %) ist eine Halbgruppe , wenn das folgende Axiom erfiillt ist:

o (Gl) Fiir z,y,z € Gist (x*xy)xz=x* (y* 2).
Eine Halbgruppe (G, *) ist ein Monoid , wenn zusétzlich das folgende Axiom gilt:

o (G2) Es gibt ein Element e € G, welches fiir alle z € G die Gleichung zxe = exx = x erfillt.

Dieses Element heifit dann neutrales Element der Verkniipfung .

m Beispiel 3.2
o Fiir jede Menge X ist (Abb(X,Y), o) eine Halbgruppe (Satz 2.10) mit dem neutralen Element

id;, also ein Monoid.

o N bildet mit der Addition eine Halbgruppe (N, +), aber kein Monoid, da die 0 nicht in Fehm’s

Definition der natiirlichen Zahlen gehorte
o Ng bildet mit der Addition ein Monoid (N, +)
¢ N bildet mit der Multiplikation ein Monoid (N, -)

e Z bildet mit der Multiplikation ein Monoid (Z, -)

Satz 3.3 (Eindeutigkeit des neutralen Elements)

Ein Monoid (G, *) hat genau ein neutrales Element.

Beweis. Nach Definition besitzt (G, *) mindestens ein neutrales Element. Seien e1,e2 € G neutrale Elemente.
Dann ist e1 = e1 * e2 = e2. Damit besitzt (G, *) hochstens ein neutrales Element, also genau ein neutrales
Element. O

Definition 3.4 ((abelsche) Gruppe)
Eine Gruppe ist ein Monoid (G, ) mit dem neutralen Element e, in dem zusétzlich das folgende

Axiom gilt:
o (G3) Fiir jedes © € G gibt es ein ¢’ € G mit ' xx =z x 2’ =e.

Gilt weiterhin

o (G4) Fir alle z,y € G gilt  x y = y x x, so heifit diese Gruppe abelsch .

Ein 2’ heifit inverses Element zu z.

m Beispiel 3.5
¢ Ny bildet mit der Addition keine Gruppe (N, +)

e Z bildet mit der Addition eine abelsche Gruppe (Z,+)
e Auch (Q,+) und (R, +) sind abelsche Gruppen

e (Q,) ist keine Gruppe, aber (@\{0},-) schon
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Satz 3.6 (Eindeutigkeit des Inversen)

Ist (G, *) eine Gruppe, so hat jedes z € G genau ein inverses Element.

Beweis. Nach Definition hat jedes x € G mindestens ein Inverses. Seien z’, 2" € G inverse Elemente zu z. Dann
istr' =2’ xe=a"x(xx2") = (2" xx)*x 3" = ex2” = 2". Es gibt also genau ein Inverses zu . O
m Beispiel 3.7

o Eine triviale Gruppe besteht nur aus ihrem neutralen Element. Tatséchlich ist G = {e} mit

e *x e = e eine Gruppe.

o Sei X eine Menge. Die Menge Sym(X) := {f € Abb(X, X) | f ist bijektiv} der Permutationen
von X bildet mit der Komposition eine Gruppe (Sym(X),o), die symmetrische Gruppe auf
X. Fir n € N schreibt man S,, :== Sym({1,2,...,n}). Fir n > 3 ist S,, nicht abelsch.

» Bemerkung 3.8

Hé&ufig benutzte Notationen fiir die Gruppenverkniipfung -:

o In der multiplikativen Notation schreibt man - statt * (oft auch zy statt x - y), bezeichnet das

neutrale Element mit 1 oder 1¢ und das Inverse zu z mit 2~ 1.

e In der additiven Notation schreibt man + fiir %, bezeichnet das neutrale Element mit 0 oder
0¢ und das Inverse zu x mit —z. Die additive Notation wird nur verwendet, wenn die Gruppe
abelsch ist.

In abelschen Gruppen notiert man Ausdriicke auch mit dem Summen- und Produktzeichen.

Satz 3.9
Sei (G, -) eine Gruppe. Fiir z,y € G gelten

Beweis. Nach Definition erfiillt z = z die Identitéten 7'z = z&~" = 1 und somit ist (™')™ = z = z. Ebenso
ist (y~'z7) - (zy) =y M@ o)y =1 und (zy) - (7Y ) =a(yy e =1 also y e = (ay) T O
Satz 3.10

Sei (G, ) eine Gruppe. Fiir a,b € G haben die Gleichungen az = b und ya = b eindeutige Losungen
in G, nimlich * = @' -b und y = b-a~!. Insbesondere gelten die folgenden Kiirzungsregeln:

ar =ay = =y und ra =ya = T =Y.

Beweis. Esist a-a~'-b=1b = b, also ist x = a~ ' - b eine Losung. Ist umgekehrt az = b mit = € G, so ist
a~t-b=a"' ax = 1z = = die Lésung und somit eindeutig. Fiir die zweite Gleichung argumentiert man analog.

Den “Insbesondere”-Fall erhdlt man durch Einsetzen von b = ay bzw. b = za. O
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3. Gruppen Kapitel I: Grundbegriffe der Linearen Algebra

» Bemerkung 3.11
Wenn aus dem Kontext klar ist, welche Verkniipfung gemeint ist, schreibt man auch einfach G
anstatt (G,-) bzw. (G,+). Eine Gruppe G heifit endlich, wenn die Menge G endlich ist. Die
Méchtigkeit |G| von G nennt man dann die Ordnung von G. Eine endliche Gruppe kann durch

ihre Verkniipfungstafel vollstdndig beschrieben werden.

m Beispiel 3.12
o die triviale Gruppe G = {e}

o die Gruppe ug = {1,—1} der Ordnung 2

1 1 -1

1| -1 1

o die Gruppe Sz = Sym({1,2}) = {idyy 23, f}, wobei f(1) =2 und f(2) =1

o id{1,2} f

idgy 9y | idgr,2y f
f [ idgey

Definition 3.13 (Untergruppe)
Eine Untergruppe einer Gruppe (G, ) ist eine nichtleere Teilmenge H C G, fir die gilt:

o (UG1) Fiir alle z,y € H ist « -y € H (Abgeschlossenheit unter Multiplikation).

e (UG2) Fiir alle # € H ist = € H (Abgeschlossenheit unter Inversen).

Satz 3.14

Sei (G, ) eine Gruppe und () # H C G. Genau dann ist H eine Untergruppe von G, wenn sich
die Verkniipfung - : G x G — G zu einer Abbildung -5 : H x H — H einschrinken 14sst (d.h.
|mxm =t o g, wobei vy - -y — G die Inklusionsabbildung ist) und (H, -p) eine Gruppe ist.

Beweis. =: Sei H eine Untergruppe von G. Nach (UG1) ist Im(:|gxx) C H und somit lasst sich - zu einer
Abbildung -g : H x H toH einschrinken. Wir betrachten jetzt H mit dieser Verkniipfung. Da G (G1) erfiillt,
erfiillt auch H (G1). Da H # () existiert ein € H. Nach (UG1) und (UG2) ist z-2 ' =e € H. Daeg -y =
y-eq =y fur alle y € G, insbesondere auch fiir alle y € H (G2). Wegen (UG2) erfiillt H auch das Axiom (G3).
H ist somit eine Gruppe.

<: Sei nun umgekehrt (H,-x) eine Gruppe. Fiir z,y € H ist dann zy =z -5y y € H, also erfiillt H (UG1). Aus
en-eg = ey = ex -eq folgt ey = eqg. Ist also o’ das Inverse zu = aus der Gruppe H, so ist 2’z = 22’ = eq = en,

also z7! = 2’ € H und somit erfiillt H auch (UG2). Wir haben gezeigt, dass H eine Untergruppe von G ist. O

11



3. Gruppen Kapitel I: Grundbegriffe der Linearen Algebra

» Bemerkung 3.15

Wir nennen nicht nur die Menge H eine Untergruppe von G, sondern auch die Gruppe (H, ).
Wir schreiben H C G.

m Beispiel 3.16

Jede Gruppe G hat die triviale Untergruppe H = {e¢} und H = G
Ist HC G und K C H, so ist K C G (Transitivitit)

Unter Addition ist Z C Q C R eine Kette von Untergruppen

Unter Multiplikation ist s C @t C R™ eine Kette von Untergruppen

FirneNgist nZ:={nzx |z €2} CZ

Lemma 3.17
Ist G eine Gruppe und (H;);c; eine Familie von Untergruppen von G, so ist auch H := (| H; eine

Untergruppe von G.

Beweis. Wir haben 3 Dinge zu zeigen

. H;E(Zi:FiirjedesielistegEH,alsoaucheGEﬂHi:H

o (UG1):Seienz,y € H. Fiir jedes i € [ ist z,y € H;, somit zy € H;, da H; C G. Folglichist zy € (| H; = H.

e (UG2): Sei x € H. Fiir jedes i € I ist x € H;, somit z~! € Hy, da H; C G. Folglich ist 7! € ﬂHi = H.

O

Satz 3.18

Ist G eine Gruppe und X C G. so gibt es eine eindeutig bestimmte kleinste Untergruppe H von
G, die X enthélt, d.h. H enthilt X und ist H' eine weitere Untergruppe von G, die X enthilt, so
ist HC H'.

Beweis. Sei H die Menge aller Untergruppen von G, die X enthalten. Nach Lemma 3.17 ist H := ((H := (| H
eine Untergruppe von G. Da X C H' fiir jedes H' € H ist auch X C H. Nach Definition ist H in jedem H' C G
mit X C H' enhalten. O

Definition 3.19 (erzeugte Untergruppe)

Ist G eine Gruppe und X C G, so nennt man diese kleinste Untergruppe von G, die X enthélt,

die von X erzeugte Untergruppe von G und bezeichnet diese mit (X), falls X = {z1,29,...,2n}

enthalt auch mit (xy, za, ..., ,). Gibt es eine endliche Menge X C G mit G = (X), so nennt man

G endlich erzeugt.
m Beispiel 3.20
 Die leere Menge X = () C G erzeugt stets die triviale Untergruppe (#) = {e} C G

o Jede endliche Gruppe G ist endlich erzeugt G = (G)

e Fir n € Ny ist nZ = (n) C Z. Nach Beispiel 3.16 ist n € nZ C Z. Ist H C Z mit n € H, so

ist auch kn =nk=n+n+ ... + n € H und somit auch nZ C H.

12



4. Ringe Kapitel I: Grundbegriffe der Linearen Algebra

4. Ringe

Definition 4.1 (Ring)
Ein Ring ist ein Tripel (R, +, ) bestehend aus einer Menge R, einer Verkniipfung + : R x R — R

(Addition) und einer anderen Verkniipfung - : Rx R — R (Multiplikation), sodass diese zusammen

die folgenden Axiome erfiillen:
o (R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.
o (R2) (R,") ist eine Halbgruppe.
e (R3) Fiir a,x,y € R gelten die Distributivgesetze a(x +y) = ax +ay und (z+y)a = va+ya.

Fin Ring heiffit kommutativ, wenn xy = yx fiir alle z,y € R.
Ein neutrales Element der Multiplikation heifit Einselement von R.

Ein Unterring eines Rings (R, +,-) ist eine Teilmenge, die mit der geeigneten Einschrénkung von

Addition und Multiplikation wieder ein Ring ist.

» Bemerkung 4.2
Hat ein Ring ein Einselement, so ist dieses eindeutig bestimmt. Notationelle Konfektionen: Das
neutrale Element der Addition wird haufig mit 0 bezeichnet; die Multiplikation wird nicht immer
notiert; Multiplikation bindet stirker als die Addition.
Wenn die Verkniipfungen aus dem Kontext klar sind, schreibt ma R statt (R, +, ).

m Beispiel 4.3
e Der Nullring ist R = {0} mit den einzig moglichen Verkniipfungen + und - auf R. Der Nullring

ist sogar kommutativ und hat ein Einselement, ndmlich die 0.
e (Z,4+,") ist ein kommutativer Ring mit Einselement 1, ebenso (Q,+,-) und (R, +, -).

e (2Z,+,") ist ein kommutativer Ring, aber ohne Einselement.

» Bemerkung 4.4
Ist R ein Ring, dann gelten die folgenden Aussagen fiir z,y € R

v (=) (—y) =y

» Bemerkung 4.5
Wir fithren eine wichtige Klasse endlicher Ringe ein. Hierfiir erinnern wir uns an eine der Grundlagen
der Arithmetik in Z.

Theorem 4.6

Sei b # 0 € Z. Fiir jedes a € Z gibt es eindeutig bestimmte ¢, 7 € Z (r ist “Rest*), mit a = gb+r
und 0 < r < |b].

Beweis. Existenz und Eindeutigkeit

13



4. Ringe Kapitel I: Grundbegriffe der Linearen Algebra

o Existenz: o0BdA nehmen wir an, dass b > 0 (denn ist a = gb + r, so ist auch a = (—¢)(=b) + 7). Seiqge Z
die groBite Zahl mit ¢ < ¢, und sei 7 =a — ¢b € Z. Dann ist a < § — ¢ < 1, woraus 0 < r < b folgt.

« Eindeutigkeit: Sei a = gb+7r = ¢'b+ 7' mit q,¢',7,7" € Z und 0 < r,7’ < |b|. Dann ist (¢ — ¢ )b =71 — 7'
und |r — 7’| < |b]. Da q — ¢’ € Z ist, folgt r — ' = 0 und daraus wegen b # 0, dann ¢ — ¢’ = 0. O

m Beispiel 4.7 (Restklassenring)
Wir fixieren n € N. Fiir a € Z sei a := a+nZ := {a+nx | x € Z} die Restklasse von "a mod n”.

Fiir a,a’ € Z sind dquivalent:
e a+nZ=a +nZ
e d €a+nZ

o n teilt @’ — a (in Zeichen n|a’ —a), d.h. a’ =a+nk fir ke Z

Beweis. e 1) = 2): klar, denn 0 € Z
e 2)=>3):d €a+nZ=d =a+nkmitkeZ
e 3)=1):d =a+nkmitkeZ=a+nZ={a+nk+nzx|z€Z}={a+nlk+z)|z€Z}=a+nZ

Insbesondere besteht a + nZ nur aus den ganzen Zahlen, die bei der Division durch n den selben Rest lassen

wie a. O

Aus Theorem 4.6 folgt weiter, dass Z/nZ := {a | a € Z} = {0,1,...,n — 1} eine Menge der Michtigkeit
n ist (sprich: “Z mod nZ*).

Wir definieren Verkniipfungen auf Z/nZ durch a +bi=a+ b, a b= ab a,b € Z. Hierbei muss man
zeigen, dass diese Verkniipfungen wohldefiniert sind, also nicht von den gewéhlten Vertretern a,b der
Restklassen @ und b abhingen. Ist etwa a = o und b = E7 also @’ = a + nk; und b = b + nky mit
ki,ko € Z, so ist

@+ =a+b+n(k +ks), alsod +V =a+b

a - b = ab+ n(bky + aks + nkiks), also o't/ = ab

Man priift nun leicht nach, dass Z/nZ mit diesen Verkniipfungen ein kommutativer Ring mit Einsele-

ment ist, da dies auch fir (Z, +, ) gilt. Das neutrale Element der Addition ist 0, das Einselement ist 1.

m Beispiel 4.8
Im Fall n = 2 ergeben sich die folgenden Verkniipfungstafeln fiir Z/2Z = {0,1}

+10 1
ojlo0| 1
1/1]2=0
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4. Ringe Kapitel I: Grundbegriffe der Linearen Algebra

01
0(0|0
101

Definition 4.9 (Charakteristik)

Sei R ein Ring mit Einselement. Man definiert die Charakteristik von R als die kleinste natiirliche
Zahl n mit 1+ 14 ...+ 1 =0, falls so ein n existiert, andernfalls ist die Charakteristik 0.
Definition 4.10 (Nullteiler)

Sei R ein Ring mit Einselement. Ein 0 # « € R ist ein Nullteiler von R, wenn er ein 0 # y € R
mit zy = 0 oder yz = 0 gibt. Ein Ring ohne Nullteiler ist nullteilerfrei.

Definition 4.11 (Einheit)

Sei R ein Ring mit Einselement. Ein © € R heifit invertierbar (oder Einheit von R), wenn es ein

' € R mit za’ = 2’z = 1 gibt. Wir bezeichnen die invertierten Elemente von R mit R*.

m Beispiel 4.12

o reelle Zahlen sind ein nullteilerfreier Ring der Charakteristik 0 mit R* = R\{0}
o Z ist ein nullteilerfreier Ring der Charakteristik 0 mit 2* = {1, -1}

e Z/nZ ist ein Ring der Charakteristik n. Ist n keine Primzahl, so ist Z nicht nullteilerfrei.

Satz 4.13

Sei R ein Ring mit Einselement.
o Ist x € R invertierbar, so ist  kein Nullteiler in R.

e Die invertierbaren Elemente von R bilden mit der Multiplikation eine Gruppe.

Beweis. o Istaza' =2'z=1und oy =0mit 2’,y € R,soist 0=2'-0 =z -2y =1y =y, aber y # 0 fiir

Nullteiler

e Sind x,y € R*, also za’ = 2’z = yy’ = y'y = 1. Dann ist (zy)(y'2z’) = z-1-2' =1 und (y'2')(zy) =
y -1-y =1, somit R* abgeschlossen unter der Multiplikation. Da 1 -1 = 1 gilt, ist auch 1 € R*. Nach

Definition von R* hat jedes x € R* ein Inverses ' € R*. O
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5. Korper

Definition 5.1 (Kérper)

Ein Korper ist ein kommutativer Ring (K, +,-) mit Einselement 1 # 0, in dem jedes Element

x # x € K invertierbar ist.

» Bemerkung 5.2
Nach Satz 4.13 ist ein Korper ist stets nullteilerfrei und (K\{0},-) ist eine abelsche Gruppe. Ein
Korper ist also ein Tripel (K, +, -) bestehend aus einer Menge K und 2 Verkniipfungen + : K x K —
K und - : K x K — K, fir die gelten:
(K1): (K,+) ist eine abelsche Gruppe
(K2): (K\{0},) ist eine abelsche Gruppe, deren neutrales Element wir mit 1 bezeichnen
(K3): Es gelten die Distributivgesetze.

» Bemerkung 5.3
Sei K ein Korper und a,z,y € K. Ist ax = ay und a # 0, so ist z = y.

Definition 5.4 (Teilkorper)
Ein Teilkorper eines Koérpers (K, +,-) ist die Teilemenge L C K, die mit der geeigneten Ein-
schrankung von Addition und Multiplikation wieder ein Korper ist.
m Beispiel 5.5
e Der Nullring ist kein Korper.

o Der Korper Q der rationalen Zahlen ist ein Teilkorper des Korpers R der reellen Zahlen.
e (Z,+,") ist kein Korper

m Beispiel 5.6 (Komplexe Zahlen)
Wir definieren die Menge C = R x R und darauf Verkniipfungen wie folgt: Fir (z1,41), (x2,92) € C

ist:
o (z1,01) + (w2,92) := (v1 + 72,91 + ¥2)
o (z1,91) - (x2,92) := (122 — Y1y2, T1Y2 + T2y1)

Wie man nachpriifen kann, ist (C,+,-) ein Korper, genannt Korper der komplexen Zahlen. Da
(21,0) + (22,0) = (21 + 22,0) und (21,0) - (z2,0) = (z122,0), kénnen wir R durch “z = (z,0)* mit
dem Teilkérper R x {0} von C identifizieren.

Die imaginire Einheit i = (0, 1) erfiillt 2 = —1 und jedes z € C kann eindeutig geschrieben werden

als z =z 44y mit z,y € R

Lemma 5.7

Sei a € Z und sei p eine Primzahl, die a nicht teilt. Dann gibt es b, k € Z mit ab+ kp = 1.

Beweis. Sein € N die kleinste natiirliche Zahl der Form n = ab+kp. Angenommen, n > 2. Schreibe a = gp+r mit
g,7 € Zund 0 < r < p (Theorem 4.6). Aus der Nichtteilbarkeit von a folgt 7 # 0, alsor € N. Wegen r = a-1—gp
ist n < r. Da p Primzahl ist und 2 < n < r < p, gilt n teilt nicht p. Schreibe p = ¢-n + m mit ¢,m € Z und
0 < m < n (Theorem 4.6). Aus n teilt nicht p folgt m # 0, also m € N. Da m = p — en = —abc + (1 — kc)p, ist

m < n ein Widerspruch zur Minimalitdt von n. Die Annahme n > 2 war somit falsch. Es gilt n = 1. ]
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m Beispiel 5.8 (Endliche Primkérper)
Fiir jede Primzahl p ist Z/pZ ein Korper. Ist a # 0, so gilt p teilt nicht a und somit gibt es nach

Lemma 5.7 b,k € Z mit

und somit ist a invertierbar in Z/pZ. Somit sind fiir n € N dquivalent:
e Z/nZ ist ein Korper
e Z/nZ ist nullteilerfrei
e 1 ist Primzahl
Beweis. e 1= 2:Satz 4.13
e 2 = 3: Beispiel 4.12
e 3 = 1: gegeben

Insbesondere ist Z/pZ nullteilerfrei, d.h. aus p|ab folgt p|a oder p|b.

» Bemerkung 5.9
Ist K ein Korper und a,b € K, b # 0, so schreiben wir  fiir ab~! = b~ 'a. Es gelten die bekannten

Rechenregeln fiir Briiche (vgl. Satz 3.10):

ai  as a1bs + azb;

b o b
@ 6 ;e
by by Dby
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6. Polynome

In diesem Abschnitt sei R ein kommutativer Ring mit Einselement.

» Bemerkung 6.1
Unter einem Polynom in der “Unbekannte“ z versteht man einen Ausdruck der Form f(z) =
ap+ a1z +asz® + ... +apz” = ZZ:O arx® mit ag, ..., a, € R. Fasst man z als ein beliebiges Element

von R auf, gelten einige offensichtliche Rechenregeln:
Ist f(z) =Y p_oaxz® und g(z) = > p_, bra® so ist

o f(@)+g(x) = Xj_o(ak + be)a"
o fl@) - gle) = Silg cre® mit e = S5 g ajbi-;

Dies motiviert die folgende prézise Definition fiir den Ring der Polynome iiber R in einer “ Unbestimmten*

x.

Definition 6.2 (Polynom)
Sei R[X] die Menge der Folgen in R (siehe Bemerkung 2.13), die fast tiberall 0 sind, also

R[X] := {(ar)ren, | VE(ax € R) A3ng : Yk > no(ar = 0)}
Wir definieren Addition und Multiplikation auf R[X]:

o (ar)reny + (br)ren, = (ar + br)ren,

. k
o (ar)reny - (br)reny = (ck)ren, mit e =D 75 o a;bip—;

Mit diesen Verkniipfungen wird R[X] zu einem kommutativen Ring mit Einselement. Diesen Ring nennt
man Polynomring (in einer Variablen X) iiber R. Ein (ax)gen, € R[X] heiit Polynom mit den Koeffi-
zienten ao, ..., a,. Wenn wir a € R mit der Folge (a,0,0,...,0) := (a, dk,0)ken, identifizieren, wird R zu

einem Unterring von R[X].

Definiert man X als die Folge (0, 1,0, ..,0) := (dx,1)ken, (die Folge hat an der k-ten Stelle eine 1, sonst nur
Nullen). Jedes f(ay)ren, mit ar = 0 fiir k > ng lisst sich eindeutig schreiben als f(X) = Y2, ap X*.
Alternativ schreiben wir auch f =", ., ax X" mit dem Verstindnis, dass diese unendliche Summe nur

endlich von 0 verschiedene Summanden enthélt.

Sei 0 # f(X) = Zkzo arX* € R[X]. Der Grad von f ist das grofte k mit a, # 0, geschrieben
deg(f) := max{k € Ny | ar # 0}. Man definiert den Grad des Nullpolynoms als deg(0) = —oo, wobei

—00 < kVk € Ny gelten soll. Man nennt ag den konstanten Term und ageg(y) den Leitkoeffizienten von

f. Hat f den Grad 0, 1 oder 2, so nennt man f konstant , linear bzw. quadratisch .

m Beispiel 6.3
Das lineare Polynom f(X) = X —2 € R[X] hat den Leitkoeffizient 1 und den konstanten Term —2.
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Satz 6.4
Seien f,g € R[X]

+ Esist deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)}-
o Esist deg(f - g) < deg(f)+ deg(yg).

o Ist R nullteilerfrei, so ist deg(f - g) = deg(f) + deg(g) und auch R[X] ist nullteilerfrei.

Bewets. o offenbar

o Ist deg(f) = nund deg(g) =m, f=> . fiX' g= Zj>0 g; X7, soist auch h = fg =", _ heX" mit
hi = Zi+j:kfi'gj firalle k> 0.Ist k >n+mundi+j =k, soist i > n oder j > m, somit f; = 0 oder
g; = 0 und somit hy = 0. Folglich ist deg(h) < n + m.

e Ist f =0 oder g = 0, so ist die Aussage klar, wir nehmen als n,m > 0 an. Nach b) ist deg(h) < n+m
und Aptrn = Zi+j:n+7n fig; = fngm. Ist R nullteilerfrei, so folgt aus f, # 0 und gm # 0 schon f,,gm # 0,
und somit deg(h) = n + m. O

Theorem 6.5 (Polynomdivision)
Sei K ein Korper und sei 0 # g € K[X]. Fiir jedes Polynom f € K[X] gibt es eindeutig bestimmte
g,h,r € K[X] mit f = gh+r und deg(r) < deg(g).

Beweis. Existenz und Eindeutigkeit

o Existenz: Sei n = deg(f), m =deg(g), f =>_,_, axX® g= Yoo b X"
Induktion nach n bei festem g.
TA: Ist n < m, so wéhlt man h =0 und r = f.
IB: Wir nehmen an, dass die Aussage fir alle Polynome vom Grad kleiner als n gilt.
IS: Ist n > m, so betrachtet man fi = f — = - X" . g(X). Da = - X""™ . g(X) ein Polynom
vom Grad n —m + deg(g) = n mit Leitkoeffizient ;> - by, = ay ist, ist deg(f1) < n. Nach IB gibt es also
hi,r1 € K[X] mit fi = ghi+71 und deg(r) < deg(g). Somit ist f(X) = fi(X)+ 3= -X""" g(X) = gh+r
mit A(X) = hi(X) + 32 - X", r =11,

o Eindeutigkeit: Sei n = deg(f),m = deg(g). Ist f = gh +r = gh’ + 7’ und deg(r),deg(r’) < m, so ist
(h—1h')g =r"—r und deg(r’ —r) < m. Da deg(h — h’) = deg(h’ — h) + m muss deg(h — k') < 0, also
h' — h =0 sein. Somit h’ = h und v’ = r. O

» Bemerkung 6.6
Der Existenzbeweis durch Induktion liefert uns ein konstruktives Verfahren, diese sogenannte Po-

lynomdivision durchzufiihren.

m Beispiel
in Q[X]: (z®+22+1): (22 +1) =2+ 1 Rest —x

Definition 6.7 (Nullstelle)

Sei f(X) = Y psoarX® € R[X]. Fiir A € R definiert man die Auswertung von f in A f(\) =
> k>0 ap\k € R. Das Polynom f liefert auf diese Weise eine Abbildung f: R — R und A — Fn).
Ein \ € R f(A) = 0 ist eine Nullstelle von f.
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Lemma 6.8
Fir f,g € R[X] und X\ € Ri ist

(f+9)AN) = FN) +g(N)
(f9)(N) = fFN) -g(N)

Beweis. Ist f =3, axrX" und g = >, be X", so ist

FO) +9(N) =) arh" + ) bed*

k>0 k>0
= Z(ak + bk)/\k
k>0
= +90)
und
FO)-g() = aed® -y bieat
k>0 k>0
= Z Z (ai +b)A*
k>0 it+j=k
= (f9)(N) O
Satz 6.9

Ist K ein Korper und A € K eine Nullstelle von f € K[X] so gibt es ein eindeutig bestimmtes
he K[X] mit f(X) = (X — ) h(z).

Beweis. Nach Theorem 6.5 gibt es gibt h,r € K[X] mit f(X) = (X=M\)-h(z)+r(z) und deg(r) < deg(X—-\) =1,
also r € K. Da A Nullstelle von f ist, gilt 0 = f(A) = (A= X)-h(A\) +7(\) = 7(A\) nach Lemma 6.8. Hieraus folgt
r = 0. Eindeutigkeit folgt aus Eindeutigkeit in Theorem 6.5. ]

Folgerung 6.10
Sei K ein Korper. Ein Polynom 0 # f € K[X] hat hochstens deg(f) viele Nullstellen.

Beweis. Induktion nach deg(f) =n

Ist n =0, so ist f € K* und hat somit keine Nullstellen.

Ist n > 0 und hat f eine Nullstelle A\ € K, so ist f(X) = (X — A) % h(z) mit h(z) € K[X] und deg(f) =
deg(X — \) +deg(h) = n— 1. Nach IV besitzt h hochstens deg(h) = n — 1 viele Nullstellen. Ist A" eine Nullstelle
von f, soist 0 = f(X') = (A = X) x h()'), also A’ = X oder X" ist Nullstelle von h. Somit hat f hochstens n viele
Nullstellen in K. O

Folgerung 6.11
Ist K ein unendlicher Kérper, so ist die Abbildung K[X] — Abb(K, K) und f — f injektiv.

Beweis. Sind f,g € K[X] mit f = g, also f()\) = g()\) fiir jedes A € K, so ist jedes X Nullstelle von h := f —g €
K[X]. Da |K| = oo ist, so ist h =0, also f = g. O
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» Bemerkung 6.12
Dieses Korollar besagt uns, dass man iiber einem unendlichen Koérper Polynome als polynomiale

Abbildungen auffassen kann. Ist K aber endlich, so ist dies im Allgemeinen nicht richtig. Beispiel:
K=2\2Z, {(X)= X, g(X) = X>= [ #g, aber f = 3.

m Beispiel 6.13
Sei f(X)=X?+1€eR[X]CC[X]
In K =R hat f keine Nullstelle: Fiir A € R f(A) = A2 +1>1>0.
In K = C hat f die beiden Nullstellen A\; = ¢ und Ao = —i und zerféllt dort in Linearfaktoren:
JX) = (X =) (X +1).

Satz 6.14

Fiir einen Korper K sind dquivalent:
o Jedes Polynom f € K[X] mit deg(f) > 0 hat eine Nullstelle in K.

o Jedes Polynom f € K[X] zerfillt in Linearfaktoren, also f(X) = a- [[;—,(X — X;) mit
n = deg(f),a,\; € K.

Bewets. e 1= 2: Induktion nach n = deg(f)
Ist n < 0, so ist nichts zu zeigen.
Ist n > 0, so hat f eine Nullstelle A, € K, somit f(X) = (X — An) - g(X) mit g(X) € K[X] und
deg(g) =n —1, Nach IV ist g(X) =a- [[I_, (X — X\;). Nach Satz 6.9 ist f(X ) =a-[[7" (X =X).
e 2=1:Sei f € K[X] mit n=deg(f) > 0. Damit gilt f(X)=a-[["( .Dan >0, hat f z.B. die
Nullstelle A;. O

I Definition 6.15 (algebraisch abgeschlossen)

Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen , wenn er eine der dquivalenten Bedingungen erfiillt.

Theorem 6.16 (Fundamentalsatz der Algebra)
Der Korper C ist algebraisch abgeschlossen.

» Bemerkung 6.17

Wir werden das Theorem zwar benutzen, aber nicht beweisen.
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Kapitel 11

Vektorraume

1. Definition und Beispiele

In diesem Kapitel sei K ein Korper.

m Beispiel 1.1
Ist K = R, so haben wir fiir K2 = R® = R x R x R = {(a,b,¢)|a,b,c € R} eine geometrische
Anschauung, ndmlich den euklidischen Raum. Welche algebraische Struktur kénnen wir hierauf

sinnvollerweise definieren?

Definition 1.2 (Vektorraum)
Ein K-Vektorraum (auch Vektorraum tiber K) ist ein Tripel (V,+,-) bestehend aus einer Menge
V', einer Verknupfung + : V x V — V, genannt Addition, und einer Abbildung - : K x V — V,

genannt Skalarmultiplikation, fir die gelten:
o (V1): (V,+) ist eine abelsche Gruppe
o (V2): Addition und Skalarmultiplikation sind vertriglich:
MA@ty =)+ ()
- At+p)e=A2)+ (u-2)
—Ap-z)=0A-p)-w

—lz=x

» Bemerkung 1.3
Wir haben sowohl im Kérper K als auch im Vektorraum V' eine Addition definiert, die wir mit
dem selben Symbol + notieren. Ebenso benutzen wir das Symbol - sowohl fiir die Multiplikation im
Korper K als auch fiir die Skalarmultiplikation. Zur Unterscheidung nennt man die Elemente von V'
Vektoren und die Elemente von K Skalare. Wir werden bald auch den Nullvektor mit 0 bezeichnen,
also mit dem selben Symbol wie das neutrale Element im Koérper K. Auch fiir Vektorrdume gibt
es notationelle Konvektionen: So bindet die Skalarmultiplikation starker als die Addition und wird

manchmal nicht notiert.

m Beispiel 1.4
Firn e Nist V = K" :=[[_, K = {(z1,22, ....@n) | ¥1,22,..,2, € K} mit komponentenweiser
Addition und Skalarmultiplikation A(z1, ..., z,) = (A 21, ..., A - x,) ein K-Vektorraum, genannt der
(n-dimensionale) Standardraum iiber K.
Insbesondere (Spezialfall n = 1) ist K ein K-Vektorraum.
Fiir n = 0 definiert man K° als Nullraum V = {0}, der einzig méglichen Addition und Skalarmul-
tiplikation einen K-Vektorraum bildet.
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1. Definition und Beispiele Kapitel II: Vektorrdume

Satz 1.5
ist V ein K-Vektorraum, so gelten fir A € K und x € V:

e 0-z=0
e A-0=0
e (=A)-z=X-(—z)=—\:z. Insbesondere (—1)z = —x

o Ist \-x2=0,s0ist A\=0oder x =0

Beweis. e Esist0-z2=(0+0)-2=0-2+0 -z, woraus 0=0-z
o Esist A-0=A(04+0)=X-04+0-X\, woraus 0 =X\-0
o Esist \cx+(=A-z2)=(A+(=N)-z=0-2=0,also (—\)z = —(A\z)
e Ist \-z=0und A\#0,s0ist0=A"1 " N-z=1-z==z O
m Beispiel 1.6
e Schrinkt man die Multiplikation im Polynomring K|[X] x K[X] — K[X] zu einer Abbildung

KxK[X] — K[X] ein, so wird K[X] mit dieser Skalarmultiplikation zu einem K-Vektorraum.
Die Skalarmultiplikation ist also gegen A - Zkzo ap - Xk = Zkzo - ay - X* ersetzt wurden.

e Schrankt man die komplexe Multiplikation C x C — C zu einer Abbildung R x C — C ein,
so wird C mit dieser Skalarmultiplikation zu einem R-Vektorraum. Die Skalarmultiplikation
ist gegeben durch AM(z +iy) =A-x+i-A-y.

o Verallgemeinerung von 1 und 2: Ist der Kérper K ein Unterring eines kommutativen Rings R
mit Einselement 1x € K, so wird R durch Einschrénkung der Multiplikation R x R — R zu
einer Abbildung K x R — R zu einem K-Vektorraum.

e Ist X eine Menge, so wird die Menge der Abbildungen Abb(X, K) durch punktweise Addition
(f 4+ 9)(z) = f(z) + g(x) und die Skalarmultiplikation (A - f)(z) = A - f(z) zu einem K-
Vektorraum. Im Spezialfall X = {1,2,...,n} erhdlt man den Standardraum K™.

Definition 1.7 (Untervektorraum)
Sei V ein K-Vektorraum. Ein Untervektorraum (Untervektorraum) von V ist eine nichtleere Teil-
menge W C V mit:

e (UV1): Firz,yecWistz+yeW.

o (UV2):FirzeWund e Kist A-x € W.

Satz 1.8
Sei V ein K-Vektorraum und W C V. Genau dann ist W ein Untervektorraum von V', wenn W
mit geeigneter Einschrénkung der Addition und Skalarmultiplikation wieder ein K-Vektorraum

ist.

Beweis. e =:Lassensich +: VXV — Vund -: K xV — V einschranken zur Abbildung +.,,: WxW — W,
wi: KXW - Wsogilt firz,y e Wund A€ Kix4+y=z+,y € Wund A\-z =X,z € W. Ist

(W, 4w, -w) ein K-Vektorraum, so ist insbesondere W nicht leer. Somit ist W ein Untervektorraum.

o <«: Nach (UV1) und (UV2) lassen sich + und - einschrédnken zu Abbildungen +,: W x W — W und
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cwi K X W — W. Nach (UV1) ist abgeschlossen und unter der Addition und fir x € W ist auch —x =
(=1)z € W nach (UV2), W ist somit Untergruppe von (V,+). Insbesondere ist (W, +) eine abelsche
Gruppe (Satz 3.14), erfillt also (V1). Die Vertraglichkeit (V2) ist fiir A\, u € K und z,y € W gegeben, da
sie auch fir z,y € V erfillt ist. Somit ist (W, +uw, -w) ein K-Vektorraum. |

m Beispiel 1.9
o Jeder K-Vektorraum hat triviale Untervektorraum W = {0} und W =V

o Ist V ein K-Vektorraum und z € V, soist W =K -2 ={\-2 | A € K} ein Untervektorraum
von V. Insbesondere besitzt z.B. der R-Vektorraum R? unendlich viele Untervektorraum,
ndmlich alle Ursprungsgeraden. Hieran sehen wir auch, dass die Vereinigung zweier Unter-
vektorraum im Allgemeinen kein Untervektorraum ist. R - (1,0) UR - (1,0) € R? verletzt
(UV1).

e Der K-Vektorraum K[X] hat unter anderem die folgenden Untervektorraum:
— Den Raum K der konstanten Polynome
— Den Raum K[X]<1 = {aX +b]| a,b € K} der linearen (oder konstanten) Polynome

— allgemeiner den Raum K[X]<, = {f € K[X] | deg(f) < n} der Polynome von hochstens
Grad n

e In der Analysis werden Sie verschiedene Untervektorraum des R-Vektorraum Abb(R, R) ken-
nenlernen, etwa den Raum C(R,R) der stetigen Funktionen und den Raum C~!(R,R) der
stetig differenzierbaren Funktionen. Die Menge der Polynomfunktionen {f | f € R[X]} (vgl.
Definition 6.7) bildet einen Untervektorraum des R-Vektorraum C~1(R,R)

Lemma 1.10
Ist V ein Vektorraum und (W;);c; eine Familie von Untervektorraum von V| so ist auch W = (| W;

ein Untervektorraum von V.

Beweis. Da 0 € W; ist auch 0 € W, insbesondere W # (.

o (UV1): Sind z,y € W, so ist auch z,y € W; und deshalb z +y € (| W; = W.
e (UV2): Ist x € W und X € K, so ist auch € W; und somit Az € ﬂWZ =W. O

Satz 1.11
Ist V ein K-Vektorraum und X C V, so gibt es einen eindeutig bestimmten kleinsten Untervek-
torraum W von V mit X C W.

Beweis. Sei V die Menge aller Untervektorraum von X, die X enthalten. Sei W = (V. Damit ist W ein
Untervektorraum (Lemma 1.10) von V der X enthélt. O

Definition 1.12 (Erzeugendensystem)

Ist V ein K-Vektorraum und X C V, so nennt man den kleinsten Untervektorraum von V', der X
enthélt den von X erzeugten Untervektorraum von V' und bezeichnet diesen mit (X). Eine Mengen
X CV mit (X) =V heifit Erzeugendensystem von V. Der Vektorraum V heifit endlich erzeugt,

wenn er ein endliches Erzeugendensystem besitzt.
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2. Linearkombinationen

Sei V ein K-Vektorraum.
Definition 2.1 (Linearkombination)

o Sein € Ng. Ein « € V ist eine Linearkombination eines n-Tupels (1, ..., z,) von Elementen

von V, wenn es Ay, ..., A\, € K gibt mit z = A\ - 1, ..., Ay, - . Der Nullvektor ist stets eine

Linearkombination von (z1, ..., 2,) auch wenn n = 0.

o Ein © € V ist eine Linearkombination einer Familie (z;) von Elementen von V, wenn es

n € No und 41, ..., 4, € I gibt, fiir die  Linearkombination von (x -« i1, ..., - i,) ist.

o Die Menge aller # € V, die Linearkombination von F = (z;) sind, wird mit span g (F)

bezeichnet.

» Bemerkung 2.2
o Offenbar hingt die Menge der Linearkombinationen von (z1, ..., z,) nicht von der Reihenfolge

der x; ab. Wegen (V2)(ii) héngt sie sogar nur von der Menge {z1, ..., z,} ab.
e Deshalb stimmt 2. fiir endliche Familien (1, ..., z,) mit 1. tiberein.

e Auch die Menge der Linearkombinationen einer Familie 7 = (x1, ..., x,) hingt nur von der
Menge X = {z; | ¢ € I} ab. Man sagt deshalb auch, z ist Linearkombination von X und
schreibt span (X)) = span g (F), also span (X) = {37, Xi-n; | n € No,z; € X, A1, ..., Ay €
K}. Nach Definition in 0 € spany (X) auch fiir X = 0.

» Wie schon bei Polynomen schreibt man hier gerne formal unendliche Summen x = >, Ai-x;,

bei denen nur endlich viele A; von 0 verschieden sind.

Lemma 2.3
Fiir jede Teilmenge X C V ist spang (X) ein Untervektorraum von V.

Beweis. o Sei W = spany (X). Nach Definition ist 0 € W, insbesondere W # ()
e (UV1): Sind z,y € W,alsoz = Ao+ ... + A\p-xpund y = p1 - T+ .. + fin - T, SO ist x +y =
(M A pr)zr + oo+ (An + pin )z €W
e (UV2):Ist A€ K und x € W, so ist Az = \- Z:;l P — Z?:l()\ ‘Nz €W O

Satz 2.4
Fiir jede Teilmenge X C V ist spang (X) = (X).

Beweis. o spang (X) ist Untervektorraum von V, der wegen z = = - 1 die Menge X enthélt, und (X) ist

der kleinste solche.

o Ist W C V ein Untervektorraum von V, der X enthélt, so enthélt er auch wegen (UV2) alle Elemente der
Form X -z, und wegen (UV1) dann auch alle Linearkombinationen aus X. Insbesondere gilt dies auch fiir
W =(X) O

25



2. Linearkombinationen Kapitel II: Vektorrdume

» Bemerkung 2.5
Wir erhalten spang (X) = (X) auf 2 verschiedenen Wegen. Erstens “von oben“ als Schnitt iiber alle
Untervektorraum von V, die X enthalten und zweitens “von unten“ als Menge der Linearkombi-
nationen. Man nennt span g (X) auch den von X aufgespannten Untervektorraum oder die lineare
Hiille von X.

m Beispiel 2.6
o Sei V = K" der Standardraum. Fiir ¢ = 1,...,n sei ¢; = (0;,1,...,0;0), also e1 = (1,0, ...0),
es = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,1). Fiir x = (21,...,2,) € Vist x = > 1", z; - 1, folg-
lich spang (e, ..,en) = V. Insbesondere ist K™ eindeutig erzeugt. Man nennt (eq, ..., e, ) die

Standardbasis des Standardraums K™.

e Sei V = K|[X] Polynomring iiber K. Da f = Y7 a; - X* ist spang ((X");er) = K[X].
Genauer ist spang (1, X, X?,...,X") = K[X]<,. Tatsichlich ist der K-Vektorraum K[X]
nicht endlich erzeugt. Sind fi,..., f € K[X] und ist d = max{deg(f1),...,deg(f-)}, so sind
fi,., fr € K[X]<q und somit spang(fi,..., fr) € K[X]<aq, aber es gibt Polynome, deren
Grad grofler d ist.

o Fir z € V ist (z) = spang(z) = K -z. Im Fall K = R, V = R3, z # 0 ist dies eine

Ursprungsgerade.
e Im R-Vektorraum C ist spang (1) = R-1 = R, aber im C-Vektorraum C ist spans(1) = C-1 = C

Definition 2.7 (linear (un)abhingig)
o Sei n € Ny. Ein n-Tupel (z1,...,2,) von Elementen von V ist linear abhingig , wenn es
ALy ooy An € K gibt, die nicht alle 0 sind und A - 21 +... + Ay - 2, = 0 (*) erfiillen. Andernfalls

heifit das Tupel linear unabhéingig .

o Eine Familie (z;) von Elementen von V ist linear abhéngig, wenn es n € Ny und paarweise

verschiedene i1, ...,4, € I gibt, fir die (x;,,...,2;,) linear abhingig ist. Andernfalls linear

unabhéngig.

Mathematica/WolframAlpha-Befehle (Lineare Unabhéingigkeit)

In WolframAlpha kann man mittels
linear independence (1,2,3), (4,5,6)

iiberpriifen, ob die Vektoren (1,2,3)7 und (4,5,6) linear unabhiingig sind.

» Bemerkung 2.8
o Offenbar hingt die Bedingung (*) nicht von der Reihenfolge der 1, ..., x,, ab und ist (z1, ..., xx)
linear abhéngig fiir ein k& < n, so ist auch (z1,...,2,) linear abhingig. Deshalb stimmt die 2.
Definition fiir endliche Familien mit der 1. {iberein und (z;) ist genau dann linear abhéngig,

wenn es eine endliche Teilmenge J C I gibt, fiir die (z;) linear abhéngig ist.

o Eine Familie ist genau dann linear unabhéngig, wenn fiir jede endliche Teilmenge J C I und
fiir jede Wahl an Skalaren (\;);cs aus Y. \; - ¢; = 0 schon \; = 0 folgt, also wenn sich der

Nullvektor nur trivial linear kombinieren lasst.
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Satz 2.9
Genau dann ist (z;) linear abhéngig, wenn es ig € I gibt mit z;, € spany ((z;)ier fi,})- In diesem

Fall ist span g ((;)ier) = spang ((%:)ien {io})-

Beweis. Es reicht, die Aussage fiir I = {1,...,n} zu beweisen.

o Hinrichtung: Ist (z1, ..., z,) linear anhéngig, so existieren A1, ..., A, mit E?:l Ai-x; = 0. oBdA. sei A, # 0.
Dann ist 2, = A\, - Z:.L:_ll Ai-xi = Z::ll At i € spang (21, ., T)-

o Riickrichtung: oBdA. ig = n, also Z?:_Ol Ai-xi. Mit A\, = —1 ist 2?21 Xi-z; = 0, was zeigt, dass (21, ..., Tn)

linear abhéngig ist.

. -1 L
Sei nun z, = Z?:1 Ai-x; € spang (x1, ..., Tn—1). Wir zeigen, dass spany (1, ..., Tn—1) = spang (1, ..., Tn)

— klar, da bei mehr Elementen die Anzahl der Linearkombinationen nicht abnimmt

—Isty= Z?Zl i - T; € span g (T1, ..., Tn), SO ist y = Z?;ll Wi + fin - Ni - T € spang (T1, ..., Tn)

Satz 2.10

Genau dann ist (z;) linear unabhéngig, wenn sich jedes = € spany ((z;)) in eindeutiger Weise als

Linearkombination der (x;) schreiben ldsst, d.h. & =3, ; A\ -2 = D>, ; Aj - 4, so st Ay = A

Beweis. Es reicht, die Aussage fiir I = {1,...,n} zu beweisen.

d

o Hinrichtung: Ist (,...,xn) linear unabhéngig und =z = > _ A -z; = >.._, A -z, so folgt daraus

iel 7 el 7

> ier(Ai = Xj)w; = 0 wegen der linearen Unabhéngigkeit der z;, dass \i = \j =0

o Riickrichtung: Lisst sich jedes © € span (z1,...,z,) in eindeutiger Weise als Linearkombination der z;

schreiben, so gilt dies insbesondere fir z = 0. Ist also 2?21 Ai - x; = 0, so folgt schon Z?:l 0-2z;, =0
schon \; =0

m Beispiel 2.11

Die Standardbasis (e1, ..., e,) des K™ ist linear unabhingig. Es ist > . ; Xi - €; = (A1, ..., Ap)
Im K-Vektorraum K[X] sind die Monome (X?) linear unabhéingig.
Ein einzelner Vektor z € V ist genau dann linear abhéngig, wenn x = 0.

Ein Paar (z1,z2) von Elementen von V ist linear abhéngig, wenn es ein skalares Vielfaches

des anderen ist, also z.B. z1 = A - x».

Im R-Vektorraum R? sind die beiden Vektoren (1,2) und (2,1) linear unabhéingig.
Im Z\3Z-Vektorraum (Z\3Z)? sind diese Vektoren linear unabhingig, da z; + zo = (1,2) +
(2,1) = (3,3) = (0,0) = 0.

Im R-Vektorraum C ist (1,¢) linear unabhéngig, aber im C-Vektorraum C ist (1,4) linear
abhingig, denn Ay - 1+ Xy -4 =0 fiir Ay =1 und Ay = 3.

» Bemerkung 2.12

Ist z;, = 0, ist (z;) linear abhéngig: 1-x,, =0

Gibt es ¢,j € I mit i # j, aber x; = x;, so ist (z;) linear abhangig: z; —z; =0

d
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¢ Dennoch sagt man auch “die Teilmenge X C V ist linear abhingig® und meint damit, dass
die Familie (z;)zecx linear abhéngig ist, d.h. es gibt ein n € Ny, z1,...,x, € X paarweise

verschieden, mit > ; \; - z; = 0.
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3. Basis und Dimension

Definition 3.1 (Basis)

Eine Familie (z;) von Elementen von V ist eine Basis von V', wenn gilt:

o (B1): Die Familie ist linear unabhéngig.
o (B2): Die Familie erzeugt V, also spang(x;) = V.

» Bemerkung 3.2

Kurz gesagt ist eine Basis ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem.

Satz 3.3
Sei (x;) eine Familie von Elementen von V. Genau dann ist (z;) eine Basis von V, wenn sich jedes

x € V auf eindeutige Weise als Linearkombination der (x;) schreiben lasst.

Beweis. Dies folgt sofort aus Satz 2.10 O

m Beispiel 3.4

e Die leere Familie ist eine Basis des Nullraums.
o Die Standardbasis (ey, ..., e, ) ist eine Basis des Standardraums.
« Die Monome (X*) bilden eine Basis des K-Vektorraum K|[X].

o Die Basis des R-Vektorraum C ist gegeben durch (1,%), eine Basis des C- Vektorraum C ist
gegeben durch (1)

e Der C-Vektorraum C hat viele weitere Basen.

Satz 3.5

Fiir eine Familie (z;) von Elementen von V sind dquivalent:
o B ist eine Basis von V.
e B ist ein minimales Erzeugendensystem.

e B ist maximal linear unabhéngig, d.h. B ist linear unabhéngig, aber wenn Elemente zur

Basis hinzugefiigt werden, ist diese nicht mehr linear unabhéngig.

Beweis. e 1 =-2:Sei B eine Basis von V und J eine echte Teilmenge von I. Nach Definition ist B ein Erzeu-
gendensystem. Wihle ig € I\J. Da (x;) linear unabhéngig ist, ist z;, keine Element span ;. ((2:)ier\{ig}) 2

spang ((zi)ics) (Satz 2.9). Insbesondere ist (z;)ics kein Erzeugendensystem von V.

e 2= 3: Sei B ein minimales Erzeugendensystem und (z;);cs eine Familie mit J echter Obermenge von I.
Ware (z;) linear abhéngig, so gibe es ein 4o mit span g ((#:)ien\ {io}) = spang ((«:)ier) = V im Widerspruch
zur Minimalitdt von B. Also ist B = (z;) linear unabhéngig. Wahle jo € J\I. Dann ist z;, € V =

span g (z;) < spang ((2:)ie.\{jo}) und somit ist (2;):cs linear abhingig nach Satz 2.9.

e 3= 1: Sei B nun maximal linear unabhéngig. Angenommen B wire kein Erzeugendensystem. Dann gibt
es ein ¢ € V\ spang (x;). Definiere J = I U {jo} mit jo ¢ I und z;, := =. Aufgrund der Maximalitdt von
B ist (x;) linear abhéngig, es gibt als Skalare A, (\;), nicht alle gleich 0, mit A - + Zie[ i +x; = 0. Da

(x;) linear abhingig ist, muss A # 0 sein, woraus der Widerspruch z = A™' - Zie[ Ai - @ € spang ().
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Somit ist B ein Erzeugendensystem. O

Theorem 3.6 (Basisauswahlsatz)
Jedes endliche Erzeugendensystem von V' besitzt eine Basis als Teilfamilie: Ist (z;) ein endliches

Erzeugendensystem von V, so gibt es eine Teilmenge J C I, fiir die (z;);cs eine Basis von V ist.

Beweis. Sei (z;) ein endliches Erzeugendensystem von V. Definiere J := {J C I | (z;)ics J ist Erzeugendensystem von V'}.
Da I endlich ist, ist auch J endlich. Da (x;) Erzeugendensystem ist, ist I € J, insbesondere J # 0. Es gibt
deshalb ein beziiglich Inklusion minimales Jo € J, d.h. J1 € J so gilt nicht J1 C Jo. Deshalb ist (z;):ic, eine

=

Basis von V' (Satz 3.5). O

Folgerung 3.7
Jeder endlich erzeugte K-Vektorraum besitzt eine endliche Basis.

» Bemerkung 3.8
Der Beweis von Theorem 3.6 liefert ein konstruktives Verfahren: Ist (z1,...,2,) ein endliches Er-
zeugendensystem von V', so priife man, ob es ein iy mit z;, € spang ((;)ixi,) gibt. Falls Nein, ist

(w1,...,2,) eine Basis von V. Falls Ja, macht man mit (21, ..., 24, Zig,,, ..., Tn) Weiter.

» Bemerkung 3.9
Man kann jedoch zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt. Die Giiltigkeit der Aussage
héngt jedoch von bestimmten mengentheoretischen Axiomen ab, auf die wir an dieser Stelle nicht
eingehen werden. Siehe dazu LAAG 2. Semester.

Lemma 3.10 (Austauschlemma)
Sei B = (x1,...,xy) eine Basis von V. Sind A1,...,\, € K und y = Y7 | \; - 2, so ist fiir jedes
Jj€{1,2,..,n} mit A\; # 0 auch B’ = (x1,...,2j—1,Y, Zj41, ..., Tn) €ine Basis von V.

Beweis. oBdA.seij = 1,also B’ = (y, z2, ..., Tn). Wegen \; # 0ist 1 = Al_l-y—Z?ZQ Aixi € spang (Y, T2, ..., Tn)
und somit ist B’ ein Erzeugendensystem. Sind p1,...,un, € K mit p1 -y — Z?:z wi - x; = 0, so folgt 0 =
pl(Z?II iz + Z?:z Wi @) = p1- AT+ Z?:z(/“ - Ai + wi)x; und aus der linearen Unabhéngigkeit von B
somit p1 - A1 =0, g1 - Ao+ p2 =0, ..oy 1 - Ap + i, = 0. Wegen A1 # 0 folgt 1 = 0 und daraus p,; = 0. Folglich
ist B’ linear unabhingig. O

Theorem 3.11 (Steinitz’scher Austauschsatz)
Sei B = (x1,...,&,) eine Basis von V und F = (y1, ..., y,) eine linear unabhéngige Familie in V.
Dann ist » < n und es gibt i1, ...,in—r € {1,...,n}, fir die B" = (y1, ..., Yr, Ti,, .., Ti, _.) €ine Basis

von V ist.

Beweis. Induktion nach r

Fiir » = 0 ist nichts zu zeigen.

Sei nun r > 1 und gelte die Aussage fiir (y1,...,%-—1). Insbesondere ist r — 1 < n und es gibt i1,..,9,_(r—1) €
{1,...,n} fir die B" = (y1, ., Yr, Tiy, -, Ti,, _(,_,,) eine Basis von V ist. Da y, € V = spang(B’) ist y, =
2:2_11 Ai oy + Z?;éT_l) #j - xi;. Da (y1,...,yr) linear unabhéngig, ist y» ¢ spang (y1, ..., yr—1). Folglich gibt es
jo €{1,...,n—(r—1)} mit p;, # 0. Insbesondere ist n — (r — 1) > 1, also r < n. 0BdA. jo = 1, dann ergibt sich

30
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mit dem Austauschlemma (Lemma 3.10), dass auch (Y1, ..., Yr—1, Yr, Tio, .-y mini(ril)) eine Basis von V ist. [

Folgerung 3.12 (Basisergiinzungssatz)
Ist V' endlich erzeugt, so lisst sich jede linear unabhéngige Familie zu einer Basis ergénzen: Ist
(21, ..., 2, ) linear unabhingig, so gibt esm > nund 41, Tpio, ..., Ty fir die (21, ..., Tn, Tty ooy Tin)

eine Basis von V ist.

Beweis. Nach dem Basisauswahlsatz (Theorem 3.6 und Folgerung 3.7) besitzt V eine endliche Basis, die Be-
hauptung folgt somit aus dem STEINITZ’schen Austauschsatz (Theorem 3.11). O

Folgerung 3.13
Sind (z;) und (x;) Basen von V und ist I endlich, so ist |I| = |J|.

Beweis. Da (y,) linear unabhéngig ist, ist |J| < |I| nach dem STEINITZ’schen Austauschsatz (Theorem 3.11).
Insbesondere ist J endlich, also |I| < |J| nach dem Austauschsatz (Theorem 3.11). O

Folgerung 3.14
Ist V endlich erzeugt, so haben alle Basen von V die gleiche Méchtigkeit.
Beweis. V besitzt eine endliche Basis (Folgerung 3.7), deshalb folgt die Behauptung aus Folgerung 3.13. O
Definition 3.15 (Dimension)
Ist V endlich erzeugt, so ist die Dimension des Vektorraum V' die Méchtigkeit dim g (V') einer Basis
von V. Andernfalls sagt man, dass V' unendliche Dimensionen hat und schreibt dimg (V') = 0.
m Beispiel 3.16
o dimg(K™) =n
o dimg(K[X]) =0
L] dimR (C) =2
e dim¢(C) =1
» Bemerkung 3.17

o V ist genau dann endlich erzeugt, wenn dimg (V') < oo.

o Mit Satz 3.5 dimg (V) = min{|B| | spany (B) = V} = max{|B| | B linear unabhingig}

Satz 3.18
Sei V' endlich erzeugt und W < V ein Untervektorraum.

o Esist dimg (W) < dimg (V). Insbesondere ist W endlich erzeugt.

o Ist dimg (W) = dimg (V), so ist auch W = V.

Beweis. e Ist F eine linear unabhéngige Familie in W, so ist auch F' linear unabhéngig in V' und somit
|F| < dimg (V). Insbesondere gibt es eine maximal linear unabhéngige Familie B in W und es folgt
dimg (W) = |B| < dimg (V).

o Sei B eine Basis von W. Dann ist B auch in V linear unabhéngig. Ist dimx (W) = dimg(V'), so muss

auch B in V maximal linear unabhéngig sein. Insbesondere ist W = span, (B) = V. (]
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4. Summen von Vektorriaumen

Sei V ein K-Vektorraum und (W;) eine Familie von Untervektorrdumen von V.
Definition 4.1 (Summe von Vektorrdumen)

Die Summe der W; ist der Untervektorraum

Z W, := span (U WZ>

i€l

Im Fall I = {1,...,n} schreibt man auch Wy + ... + W, fir > | W;.

Lemma 4.2
Bsist > .o, Wi={D ;cr i | ©s € Wy, fast alle gleich 0}.

Bewets. o 7D 7:Klar, Y @ € spang (| JW:)
e 7 C ”: Die rechte Seite enthélt jedes W; und ist ein Untervektorraum von V':
Fir z;,z; € W, fast alle gleich 0 und A € K ist > @i + > @i = Y (i + i), A D mi = Y Ay

Untervektorraum O

m Beispiel 4.3
Ist (x;)ier eine Familie von Elementen von V| so ist

spang ((z;)icr) g Kux;
el

wobei Kx; der Untervektorraum aus Beispiel 1.9 und Beispiel 2.6 ist.

Satz 4.4

Es sind dquivalent:

o Jedes x € ), ; W, ist eindeutig als ), ; x; mit x; € W; darstellbar.

o Fiir jedesi e Iist W; N3, W; ={0}.

Bewets. e 1=2:SeizeW;N Zi# W;. Dann ist = Zj x; mit z; € W und x; = 0. Die Eindeutigkeit
der Darstellung impliziert also, dass = = 0.

;= Zjel x; mit z;, 2} € W fiir alle j. Dann ist 0 = Zjel(:rj — ), also

jera
wi—al=—> (@ —af) eWin > W; = {0} H

J#i Jjot

e 2= LSeiz=3

Definition 4.5 (direkte Summe)
Ist jedes x € Y W; eindeutig als Summe von z; mit z; € W; darstellbar, so sagt man, dass > W;
die direkte Summe der Untervektorraume W; ist und schreibt @W; fiir Y W;. Im Fall T = {1, ...,n}
schreibt man auch Wy, @ Wy, @ ... @ W, fir &W;.

m Beispiel 4.6
Ist (x1,...,x,) eine Basis von V,soist V = Kz, © ... ® Kz,,.
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» Bemerkung 4.7
Wir wollen uns ndher mit dem wichtigen Spezialfall I = {1,2} beschiftigen und schreiben noch

mal auf:
Folgerung 4.8
Seien W7y, Wy Untervektorrdume von V. Es sind dquivalent:

e V=W W,y

e V =W+ W, und Wy 0 W, = {0}

Satz 4.9
Sind Wy, Wy Untervektorrdume von V mit Basen (z;)icr, bzw. (2;)icr,, wobei I; N Is = (), so sind

dquivalent:
o V=W; W,

o (x;)ier,n1, ist eine Basis von V/

Beweis. Sei I =1, U Is.

o 1 = 2: Da spang ((zi)icr;) = W1 und spang ((x;)icr,) = Wa ist spang ((x:)icr) = W1 + We = V. Ist
> Xiwi = 0, so ist Zieh \ixi = — Zielz Xix; € Wi N Wa = {0}. Da (z;)icr, linear unabhéngig ist, ist
Ai = 0, analog fiir ¢ € Is.

o 2 = 1: Wi + Wa = spany ((:)ier,) + spany ((zi)ier,) = spang ((zi)icr) = V. Ist z € Wi N Wa, so
ist x = Zieh \ixi = Zielz Aixz;. Somit 0 = Zieh \ixi — Zielz Aix;, woraus wegen (z;)icr linear
unabhéngig schon \; = 0 folgt. Somit ist = 0. O

Folgerung 4.10

Ist dimg (V) < oo, so ist jeder Untervektorraum ein direkter Summand: Ist W ein Untervektorraum

von V, so gibt es einen Untervektorraum W’ von V mit V.= W @& W’ (W’ heifit das lineare

Komplement von W in V). Es ist

dimg (W) = dimg (V) — dimg (W)

Beweis. Sei (x1,...,Zm) eine Basis von W. Nach dem Basisergéinzungssatz (Folgerung 3.13) lisst sich diese zu

einer Basis (z1, ..., ) von V erginzen. Mit W' := spany (m+1,...,Tn) ist dann V. =W & W'. O

» Bemerkung 4.11
Ist dimg (V) < oo, so folgt aus W1 N Wy = {0} also insbesondere dimy (Wq + W) = dimg (W7) +

Theorem 4.12 (Dimensionsformel)
Sei dimg (V) < oco. Fir Untervektorrdume Wy, Wy von V gilt:

dimK(Wl T WQ) aF dimK(Wl n WQ) = dlmK(Wl) aF dlmK(Wg)

Beweis. Da dimg (V) < co haben alle Untervektorrdume von V' Basen. Sei also By = (X1, ..., Z,) eine Basis von

W1NWs,. Nach dem Basiserginzungssatz (Folgerung 3.13) kénnen wir Bo zu den Basen B1 = (21, ..., Tn, Y1, -+, Yp)
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von Wi und Bz = (21, ..., Tn, 21, ..., 2g) von Wy erginzen. Wir behaupten, dass B = (21, ..., Tn, Y1, -y Yp, 21, -+, Zq)
eine Basis von W1 +Wj ist. Offenbar ist B ein Erzeugendensystem von Wi1+Wa. Seien nun A1, ..., An, (b1, .., fhp, M1, ..., Mg €
K mit Z?zl AiZi + Z?zl iy + ZZ:1 Nkzr = 0. Dann ist Z?zl AiZi + Zle Biy; = — ZZ:I Nz € Wi N Wa.
Da spang (Bo) = Wi N W und Bi linear unabhéngig ist, ist u; = 0. Analog zeigt man auch, dass n, = 0. Aus
By linear unabhéngig folgt dann auch, dass A; = 0. Somit ist B linear unabhéngig. Wir haben gezeigt, dass B
eine Basis von W7 + W5 ist.
= dimg (W1) +dimg (W2) = |Bi[+[Bz| = (n+p) + (n—q) = (n+p+q) +n = |B|+ |Bo| = dimx (W1 + W2) +
dimg (W1 N Wa). O
Definition 4.13 (externes Produkt)
Das externe Produkt einer Familie (V;) von K-Vektorrdumen ist der K-Vektorraum [] V; bestehend
aus dem kartesischen Produkt der V; mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation,
(x5) + (xf) = (x; + 2f) und Mx;) == (Az;).
Definition 4.14 (externe Summe)
Die externe Summe einer Familie (V;) von K-Vektorrdumen ist der Untervektorraum @V :=
{(z;) € [IVi | ; = 0; fiir fast alle i} des K-Vektorraum [ V;.

» Bemerkung 4.15
Man priift sofort nach, dass [[V; ein K-Vektorraum ist und @®V; ein Untervektorraum davon ist.
Fiir endliche Indexmengen ist [ V; = @V;, z.B. K" =[], K = ®K.

Eine erste Beziehung zwischen externer direkter Summe und direkter Summe im Sinne von Definition 4.5
gibt das folgende Lemma. Im néchsten Kapitel werden wir den Zusammenhang dann vollstdndig

verstehen.

Lemma 4.16
Sei (V;) eine Familie von K-Vektorrdumen und sei V' = @V;. Fir jedes j € [ ist f/] =V x
[Ticr\(;;{0} ein Untervektorraum von V und V' = oV;

Beweis. Ist x = (z;) € V mit x; € V;, fast alle 2; = 0, so ist * = > & mit & := (2;0;;) € V;. Somit ist
V = 3" V;. Die Gleichung V; N Z#i V; = {0} folgt aus Definition der V;. O
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Kapitel I1I

Lineare Abbildungen

1. Matrizen

Sei K ein Korper.
Definition 1.1 (Matrix)

Seien m,n € Ny. Eine m x n-Matrix iiber K ist ein rechteckiges Schema:

Am1 ... Gmn

Man schreibt dies auch als A = (aij)izlw,n j=1,...,m oder A = (ai;);;, wenn m und n aus dem
Kontext hervorgehen. Die a;; heiflen die Koeffizienten der Matrix A und wir definieren 4; ; = ay;.
Die Menge der m x n-Matrizen iiber K wird mit Mat,, x, (K) oder K™*" bezeichnet. Man nennt
das Paar (m,n) auch den Typ von A. Ist m = n, so spricht man von quadratisch en Matrizen und
schreibt Mat,, (K'). Zu einer Matrix A = (a;;) € Maty,x, (K) definiert man die zu A transponierte
Matrix A" := (ai;)j,; € Maty,xm(K).

Mathematica/WolframAlpha-Befehle (Matrizen)

Matrizen werden in Mathematica bzw. WolframAlpha folgendermaflen dargestellt:

1 2 3
4 5 6
7 8 9

:>{{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9}}

Wenn Mathematica als Ergebnis eine Matrix ausgibt, so lasst sich diese als Zeile schlecht lesen. Mit
dem Suffix //MatrixForm lasst sich der Output als Matrix formatieren:
{{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9}}*3 //MatrixForm
3 6 9
=12 15 18

21 24 27
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m Beispiel 1.2
o Die Nullmatrix ist 0 = (0);; € Mat,,xn(K).

o Fur k,l € {1,..,n} ist die (k,!)-Basismatrix gegeben durch Ey; = (§;50;1) € Mat,xn (K).
« Die Einheitsmatrix ist 1,, = (J;;) € Mat,, (K).
o Fir a;,...,a, € K definiert man eine Diagonalmatrix diag(as, ..., an) = (85 - a;).

« Fiir eine Permutation o € S,, definiert man die Permutationsmatrix P, := (d5(;),;)-

e Fiiray, ..., a, definiert man einen Zeilenvektor (ay, ..., an) € Maty x,, (K) bzw. einen Spaltenvektor
(a1, ...,an)t.
Definition 1.3 (Addition und Skalarmultiplikation)
Seien A = (a;;) und B = (b;;) desselben Typs und A € K. Man definiert auf Mat,, x, (K) eine

koeffizientenweise Addition und Skalarmultiplikation .

Mathematica/WolframAlpha-Befehle (Matrizenoperationen)
Die komponentenweise Addition bzw. Skalarmultiplikation von Matrizen A und B ldsst sich in

Mathematica bzw. WolframAlpha folgendermaflen realisieren:

A+B
AxB

Satz 1.4
(Maty, xn,+, ) ist ein K-Vektorraum der Dimension dim g (Mat,,x,) = n - m mit Basismatrix als

Basis.

Beweis. Dies ist klar, weil wir Mat,x» mit dem Standardraum K™" identifizieren konnen. Wir haben die

Elemente nur als m x n-Matrix statt als mn-Tupel geschrieben. O
Definition 1.5 (Matrizenmultiplikation)
Seien m,n,r € Ng. Sind A = (a;5) € Maty,xn(K), B = (bjr) € Mat, «,(K) so definieren wir die
Matrizenmultiplikation C = AB als die Matrix C' = (¢;x) € Mat,,»(K) mit ¢, = 2?21 aij - bjk.
Kurz geschrieben “Zeile - Spalte“.

Mathematica/WolframAlpha-Befehle (Matrizenmultiplikation)
Die Matrizenmultiplikation in Mathematica und WolframAlpha fiir Matrizen A und B geht so:

A.B oder Dot [A,B]

m Beispiel 1.6
o Fir A e Mat,(K)ist 0-A=0und 1-A=A.

e Firo €S, und A € Mat,,x,(K) geht P, - A aus A durch Permutation der Zeilen hervor.
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Lemma 1.7
Fir m,n,7 € Ng und A = (a;;) € Mat,xn(K), B = (bjx) € Mat,,«,(K) und X € K gilt:

A(AB) = (\A)B = \(AB)

Beweis. Schreibe A = (ai;), B = (bjr). Dann ist A(AB) = Z;Lzl aij - Nbjr = Z;;l Aaij - bjr = (MA)B =
)\ . Z;;l aijb]'k = )\(AB) O

Lemma 1.8

Matrizenmultiplikation ist assoziativ:

A(BC) = (AB)C

Beweis. Sei D = BC € Matnxs(K), E = AB € Matmxr(K). Schreibe A = (a;;) usw. Fir ¢, ist (AD) =

doiraidin =00 ai oy bike =300 D0 aijbikcia

(EC) = ZZZI €ikChl = ZZ:I Z;;l aijbjrcrr. Also ist AD = EC. O

Lemma 1.9
Fir m,n,r € Ng und A, A" € Mat,,,xn(K), B, B’ € Mat,x,(K) ist

(A+A\B=AB + A'B
A(B'+ B) = AB' + AB

Beweis. Schreibe A = (a;;) etc. Dann ist (A+ A")B = Z;.l:l(aij +a'ij)bj, = Z;;l aij +bjk +Z?:1 aij+bjk =
(AB + A’'B). Rest analog. O

Satz 1.10
Mit der Matrizenmultiplikation wird Mat,, (K) zu einem Ring mit Einselement 1.

Beweis. Nach Satz 1.4, Lemma 1.8 und Lemma 1.9 ist Mat, (K) ein Ring und dass 1,, ein neutrales Element

ist, haben wir schon in Beispiel 1.6 gesehen O

m Beispiel 1.11
e Fir n =1 konnen wir dem Ring Mat,, (K) mit K identifizieren, der Ring ist also ein Koérper,

insbesondere ist er kommutativ.
o Fiir n > 2 ist Mat, (K) nicht kommutativ.

Definition 1.12 (invertierbar)
Eine Matrix A € Mat,, (K) heifit invertierbar oder regulér , wenn sie im Ring Mat,, (K) invertierbar

ist, sonst singulér . Die Gruppe GL,(K) = Mat, (K)* der invertierbaren n x n -Matrizen heifit

allgemeine Gruppe .
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Mathematica/Wolfram Alpha-Befehle (Matizen invertieren)

Das Inverse einer Matrix A in Mathematica bzw. WolframAlpha lasst sich mit der Funktion
Inverse[A]

berechnen.

m Beispiel 1.13

Sein =2.7Zu
a b
A= € Maty (K)
c d
definiert man
- d b
A= S Matg(K)
—c a

Man priift nach, dass A- A = A- A = (ad — bc) - 15. Definiert man nun det(A) = ad — be so sieht
man: Ist det(A) # 0, so ist A invertierbar mit A= = det(A4)~"- A. Ist det(A) = 0 so A ist Nullteiler
und somit nicht invertierbar (Satz 4.13). Mehr dazu in Kapitel IV.

Lemma 1.14
Fir A, A1, Ay € Mat,,xn(K) und B = Mat, «,-(K) ist

L] (At)t:A
o (A1 +Ap)f = Af + AS

« (AB)! = BtA!
Beweis. Ubung d

Satz 1.15
Fiir A € GL,(K) ist A® € GL,(K) und (A7)t = (AY)~!

Beweis. Aus AA™" = 1 folgt nach Lemma 1.14, dass (A™!)*A" = 1, = 1,,. Somit ist (A™')" das Inverse zu
At O
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2. Homomorphismen von Gruppen

Seien G, H zwei multiplikativ geschriebene Gruppen.
Definition 2.1 (Gruppenhomomorphismus)

Eine Abbildung f : G — H ist ein Gruppenhomomorphismus , wenn gilt:

« (GH): f(zy) = f(z)- f(y)

Die Menge der Homomorphismen f : G — H bezeichnet man mit Hom(G, H).

» Bemerkung 2.2
Ein Gruppenhomomorphismus ist also eine Abbildung, welche mit der Verkniipfung, also der Struk-

tur der Gruppe, vertréglich ist. Man beachte: fiir additiv geschrieben Gruppen lautet die Bedingung:
fla+y) = fla)+ f(y)

m Beispiel 2.3
o idg:G— G

e ¢ :G— Hmitxz— 1y

e Go < G Untergruppe, ¢t : Go — G

(A, +) abelsche Gruppe, k € Z, A — A mit a — ka
o Z—Z\nZ mit a— a+nZ
e R— R* mit z— e”
o Mat, (K) — Mat, (K) mit A — A’
e C— R* mit z— |z|
Satz 2.4
Sei f € Hom(G, H). Dann gilt:
e f(lg) — 1
e Firz e Gist f(z71) = (f(z))~ .
o Fir z1,...,2, € Gist f(21,...,2n) = f(x1) - ... - f(T0).
o Ist Go < G, soist f(Gy) < H.

e Ist Hy < H,soist f~1(Hy) <G.

Beweis.  « f(1) = f(1-1) = f(1) - f(1) = kiirzen, weil H Gruppe = 1 = f(1)
o fl@)- fla™) = fla-a7) =f(1) =1
« Induktion nach n
« 2,y € Go= f(z) fly) = flzy) € f(Go), f(x) = f(z™") € f(Go)
Y)

e 2,y € f(Ho) = fz) fy) = fzy) € Ho = ay € f~'(Ho), f(z™") = (f(2))™" € Ho= ™" € f~'(Ho),
f(1)=1¢€ Hy=1¢€ f~'(Hy), insbesondere f~'(Hp) # 0 O

39



2. Homomorphismen von Gruppen Kapitel III: Lineare Abbildungen

Satz 2.5
Seien G1,G2,Gs Gruppen. Sind f; : G; — G3, fa : G2 — G3 Homomorphismen, so ist auch
f20f1201—>G3.

Beweis. Fir z,y € Gy ist (f2 0 f1)(zy) = fo(fi(zy)) = f2(f1(2) - fi(y) = fo(fi(2)) - f2(f1(y) = (f2 0 f1)(=) -
(f20 f1)(y) O

Definition 2.6 (Arten von Homomorphismen)

Ein Homomorphismus ist

e ein Monomorphismus , wenn f injektiv ist

e ein Epimorphismus , wenn f surjektiv ist
e ein Isomorphismus , wenn f bijektiv ist.

Die Gruppen G und H heiflen isomorph , in Zeichen G = H, wenn es einen Isomorphismus G — H

gibt.

Lemma 2.7
Ist f: G — H ein Isomorphismus, so ist auch f~!: H — G ein Isomorphismus.

Beweis. Da f~! wieder bijektiv ist, miissen wir nur zeigen, dass f~* ein Homomorphismus ist. Seien z,y € H.

Dann ist f(f ™" () - 7' () = f(f ' (@) - F(f 7" (y)) = wy, somit [~ (zy) = f~ (z) - [ (y). o

Satz 2.8
Sei f: G — H ein Homomorphismus. Genau dann ist f ein Isomorphismus, wenn es einen Homo-

morphismus f': H — G mit f' o f =idg und f o f/ = idg gibt.

Beweis. Ist f ein Isomorphismus, so erfiillt f’ := f~* nach Lemma 2.7 das Gewiinschte. Ist umgekehrt f’ wie
angegeben, so muss f bijektiv sein:

e f'of=1idg injektiv = f injektiv

e fof' =idg surjektiv = f surjektiv O

Folgerung 2.9
Isomorphie von Gruppen ist eine Aquivalenzrelation : Sind G, Gy, G2, G5 Gruppen, so gilt:

o G =G (Reflexivitét)

o Ist G; = (o, so ist auch Gy & (7 (Symmetrie)

o Ist G; = G5 und Gy = G, dann ist auch G; = G (Transitivitét)

Beweis. e idg ist ein Isomorphismus

e Lemma 2.7

o Folgt aus Satz 2.5 und der Tatsache, dass die Komposition bijektiver Abbildungen wieder bijektiv ist. O

» Bemerkung 2.10
Satz 2.8 erklart die Bedeutung des Isomorphismus: Eine mit der Struktur vertrégliche Abbildung,
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die eine mit der Struktur vertrégliche Umkehrabbildung besitzt, also eine strukturerhaltende Ab-
bildung. Tatsédchlich kénnen wir uns einen Isomorphismus f : G — H so vorstellen, dass wir nur die
Elemente von G umbenennen. Alle Aussagen, die sich nur aus der Struktur selbst ergeben, bleiben
damit wahr. Zum Beispiel: Ist G =2 H und ist G abelsch, so auch H und umgekehrt.

m Beispiel 2.11
o Esist Z% = g = Z\2Z = (Z\3Z)* = S,. Je zwei beliebige Gruppen der Ordnung 2 sind

zueinander isomorph.
e e:R = Ry, x> e” liefert einen Isomorphismus, da (R, +) — (R, ).

Definition 2.12 (Kern)
Der Kern eines Gruppenhomomorphismus f : G — H ist Ker(f) :== f71({1}) = {z € G | f(x) =
1m}.

Lemma 2.13
Ist f : G — H ein Homomorphismus, so ist N := Ker(f) eine Untergruppe von G mit z-y-2=! € N
fiir alle z € G und y € N.

Beweis. Nach Satz 2.4 ist N eine Untergruppe. Fiir 2 € G und y € N ist f(zyz™ ') = f(z)- f(y) - f(z™1) =
f@) - flz™)-1=f(z)- f(z™') =1, also zyz~* € N. O

Satz 2.14
Sei f € Hom(G, H). Genau dann ist f injektiv, wenn Ker(f) = {1¢}.

Beweis. Schreibe N = Ker(f).

o Hinrichtung: Ist f injektiv, so ist N < G mit |[N| < 1, also N = {1¢}.
« Riickrichtung: Sei N = {l1¢}. Sind 2,y € G mir f(z) = f(y), soist 1 = (f(2))™ - f(y) = f(z™* - y), also
27! -y € N = {1} und somit x = y. Folglich ist f injektiv. O

Definition 2.15 (Normalteiler)
Ist N < G mit 271y € N fiir alle # € G und y € N, so nennt man N einen Normalteiler von G
und schreibt N <1 G.
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3. Homomorphismen von Ringen

Seien R, S und T Ringe.
Definition 3.1 (Ringhomomorphismus)

Eine Abbildung f : R — S ist ein Ringhomomorphismus , wenn fiir ,y € R gilt:
« (RHL) f(z +y) = f(z) + f(y)
. (RH2) f(zy) = f(2) - [(3)
Die Menge der Ringhomomorphismen f : R — R wird mit Hom(R,S) bezeichnet. Ein Homo-

morphismus f : R — S ist ein Mono-, Epi- oder Isomorphismus, wenn f injektiv, surjektiv oder
bijektiv ist. Gibt es einen Isomorphismus f : R — S, so nennt man R und S isomorph und schreibt
R = S. Die Elemente von End(R) := Hom(R, R) nennt man Endomorphismen . Der Kern eines
Ringhomomorphismus f : R — S ist Ker(f) := f~1({0}).

» Bemerkung 3.2
Ein Ringhomomorphismus f : R — S ist ein Gruppenhomomorphismus der abelschen Gruppen
(R,4+) und (S,+), der mit der Multiplikation vertréglich ist, also eine strukturvertrigliche Abbil-

dung zwischen Ringen.

m Beispiel 3.3

e idr : R — R ist ein Ringisomorphismus
e Ist Ry < R ein Unterring von R, so ist ¢ : Ry — R ein Ringmonomorphismus
e Z — Z\nZ mit a — a + nZ it ein Ringepimorphismus

e Sei R kommutativ mit Einselement. Fiir A € R ist die Auswertungsabbildung R[X] — R mit
f +— f(A\) ein Ringepimorphismus. Dies ist die Aussage von Lemma 6.8

e C — C mit z — z ist ein Ringisomorphismus

Satz 3.4
Sind f: R— S und g : S — T Ringhomomorphismen, so auch go f : R — T.

Beweis. Ubung, analog zu Satz 2.5 O

Lemma 3.5

Ist f: R — S ein Ringisomorphismus, so auch f~!: S — R.

Beweis. Nach Lemma 2.7 wissen wir: f~! ist ein Isomorphismus der abelschen Gruppen (S,4) — (R, +). Die
Vertraglichkeit mit der Multiplikation zeigt man analog. O

Satz 3.6
Sei f € Hom(R,S). Genau dann ist f ein Ringisomorphismus, wenn es f’ € Hom(S, R) mit
flof=idg und fo f' =idg gibt.

Beweis. Klar, analog zu Satz 2.8 O
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Lemma 3.7
Der Kern I := Ker(f) eines Ringhomomorphismus f : R — S ist eine Untergruppe von (R, +) mit
x-a,a-x €I fir alle a € I und x € R.

Beweis. Nach Lemma 2.13 ist I eine Untergruppe von (R,+). Fir z € Rund a € [ ist f(za) = f(x) - f(a) =
f(z)-0=0. Somit ist za € I. Analog ist ax € I. O

Satz 3.8
Sei f € Hom(R, S). Genau dann ist f injektiv, wenn Ker(f) = {0}.

Beweis. Klar aus Satz 2.14, da f : (R,+) — (S, +) ein Gruppenhomomorphismus ist. O

Definition 3.9 (Ideal)
Ist I eine Untergruppe von (R,+) und za,ax € I mit x € R und a € I, so nennt man I ein Ideal
von R und schreibt I < R.
m Beispiel 3.10
Der Kern des Ringhomomorphismus Z — Z\nZ mit a +— a ist das Ideal I =nzZ 4Z.
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4. Homomorphismen von Vektorrdumen

Seien U, V, W drei K-Vektorraum.

Definition 4.1 (linear)
Eine Abbildung f : V' — W heiit K-linear er Homomorphismus von K-Vektorraum, wenn fiir alle
z,y € Vund ) € K gilt:

o (L1): f(z+y) = flz)+ f(y)
o (L2): f(Az) =X~ f(x)

Die Menge der K-linearen Abbildungen f : V. — W wird mit Hom g (V, W) bezeichnet. Die Elemen-
te von Endg (V') := Homg (V, V') nennt man die Endomorphismen von V. Ein f € Homg (V, W) ist

ein Mono-, Epi- bzw. Isomorphismus, falls f injektiv, surjektiv bzw. bijektiv ist. Einen Endomor-

phismus der auch ein Isomorphismus ist, nennt man Automorphismus von V' und bezeichnet die

Menge der Automorphismen von V mit Autg (V). Der Kern einer linearen Abbildung f:V — W
ist Ker(f) := f=({0}).

» Bemerkung 4.2

Eine K-lineare Abbildung f : V — W ist also ein Homomorphismus der abelschen Gruppen
(V,4+) — (W,+), der mit der Skalarmultiplikation vertraglich ist, d.h. eine strukturvertrigliche

Abbildung zwischen Vektorraumen.

Satz 4.3
Eine Abbildung f : V — W ist genau dann K-linear, wenn fiir alle z,y € V und A\, p € K gilt:

(L): f(Az + py) = Mf(z) + pf(y).-

Beweis. e Hinrichtung: f(Az + py) = f(Ax) + f(uy) = Af(z) + pf(y)
e Riickrichtung: (L1): f(z +y) = f(lx + ly) = 1f(z) + 1f(y), (L2): f(Az) = f(Az + 0y) = A f(x). O
m Beispiel 4.4
e idy : V — V ist ein Automorphismus von V
e ¢o:V — W mit z — 0 ist K-linear

e Fiir einen Untervektorraum Vo < V ist ¢ : Vj — V ein Monomorphismus

o Im K-Vektorraum K[X] kann man die (formale) Ableitung definieren: (3 i ,a;X*) :=
S ia; X1 Diese Abbildung K[X] — K[X] mit f — f’ ist ein K-Endomorphismus von
K[X].

m Beispiel 4.5
Sei V.= K™ und W = K™. Wir fassen die Elemente von V' und W als Spaltenvektoren auf. Zu
einer Matrix A € Mat,, x,(K) definieren wir die Abbildung f4 : V — W mit © — Az.
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t

Ausgeschrieben: Ist A = (a;;) und « = (21, ..., 2,)" so ist

ay ... Qin X1 a1 -1+ ...+ a1y Tp
falz) =Ax=| . U I A

Am1 - Qmn Tn Am1 L1+ oo + Qmn - Ty

Nach Lemma 1.9 und Lemma 1.7 ist f4 eine lineare Abbildung.

Satz 4.6
Fir ein f € Homg (V, W). Dann gilt:
« f(0)=0

o Firz,yeVist f(x —y) = f(z) — f(y)
 Sind (z1) aus V, (A\;) aus K, fast alle gleich 0, so ist f(3_,c; Ai - i) = > cp Xi - f(2).
o Ist (z;) linear abhéngig in V, so ist f(z;) linear abhingig in W.

o Ist Vo <V ein Untervektorraum von V, so ist f(Vp) < W ein Untervektorraum.

o Ist Wy < W ein Untervektorraum von W, so ist f~1(Wp) < V ein Untervektorraum.

Beweis. o klar
e Klar
« Induktion
e SN zi=0=0=f0)=FfO" N -x) =D N - fla)
s 2,y € Vo= f(x)+ fy) = flz+y) € f(Vo)
ze€Vo,AEK = f(x- A= f(Ax) € f(Vo))
o f(0)=0¢€Wy=0¢c f(Wy), insbesondere ist f~*(Wy) # 0
z,y € fTH(Wo) = flz+y) = f(z) + f(y) € Wo, also z +y € f(Wo)
z € f7'(Wo) und A € K = f(Ax) = Af(z) € Wy, also Az € f~H(Wo) O

Satz 4.7
Sind f:V — W und g: W — U K-linear, so auch go f : V — U.

Beweis. Fir z,y € V und A\, p € K ist (go f)(Ax + py) = g(f(Ax + py)) = g f(z) + nf(y)) = Mg o f)(z) +
(g o f)(y)- O

Lemma 4.8
Ist f:V — W ein Isomorphismus, so auch f=': W — V.

Beweis. Wir miissen nur zeigen, dass f~' linear ist. Fiir 2,4 € V und A\, p € K ist fOAf " (z) + uf ' (v))
A(f o f71)(@) + u(f o f7)(y) = Az + py, also f~H Az + py) = Af~H (@) + pf~H(y).

o
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Satz 4.9

Sei f : V — W linear. Genau dann ist f ein Isomorphismus, wenn es eine lineare Abbildung
f W =V gibt mit (f' o f) =idy und (f o f') = idw.

Beweis. Ist f ein Isomorphismus, so erfiillt f/ = f~! nach Lemma 4.8 die Behauptung. Existiert umgekehrt f’
wie angegeben, so muss f bijektiv sein. O

» Bemerkung 4.10
Wie auch bei Gruppen sehen wir hier bei Vektorrdumen, dass Isomorphismen genau die strukturer-
haltenden Abbildungen sind. Wieder kénnen wir uns einen Isomorphismus f : V' — W so vorstellen,
dass wir nur die Elemente von V' umbenennen. Alle Aussagen, die sich nur aus der Struktur selbst
ergeben, bleiben damit wahr, wie z.B. dimg (V) = dimg (W) <= V = W. Insbesondere ist
K™= K™ fiir n = m.

Satz 4.11

Ist f: V — W eine lineare Abbildung, so ist Ker(f) ein Untervektorraum von V. Genau dann ist
f ein Monomorphismus, wenn Ker(f) = {0}.

Beweis. Der erste Teil folgt aus Satz 4.6, der zweite folgt aus Satz 2.14, da f : (V,4+) — (W, +) ein Gruppen-

homomorphismus ist. O
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5. Der Vektorraum der linearen Abbildungen

Seien V und W zwei K-Vektorraume.

Satz 5.1

Sei (z;) eine Basis von V und (y;) eine Familie in W. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung
f:V = W mit f(z;) = y;. Diese Abbildung ist durch f(> \iz;) = > Niyi (¥) (A € K, fast alle
gleich 0) gegeben und erfiillt

o Im(f) = spang (v;)

o genau dann ist f injektiv, wenn (y;) linear unabhéngig ist

Beweis. Ist f: V — W linear mit f(z;) = v, so folgt aus Satz 4.6 f(>_ Aizs) = > Xiys. Da sich jedes z € V
als x = E)\ixi schreiben ldsst, ist f dadurch schon eindeutig bestimmt. Andererseits wird durch (*) eine
wohldefinierte Abbildung beschrieben, da die Darstellung von = eindeutig ist (denn z; sind linear unabhéngig).
Es bleibt zu zeigen, dass die durch (*) definierte Abbildung f : V — W tatséchlich linear ist. Ist z = ) A;;
und ' = > Nz soist f(z+2') = FO_ (s + A)zs) = (A + Ay = D Niys + D Nws = f(z) + f(2').
fOx) = FQCANi@i) =30 My = A3 Aiyi = Af ().

o Im(f) ist ein Untervektorraum nach Satz 4.6 von W und {y;} C Im(f) C spang(y;), somit Im(f) =
span (i)
o Satz 4.11: f ist injektiv <= Ker(f) = {0}
— \; € K gilt: f(z Aiz;) =0 = Z)\imi =0
= NEeEKgl: Y Niyi=0=>X=0
<= (y;) linear unabhingig. O
Folgerung 5.2
Sei dimg < oo. Ist (21,...,x,) eine linear unabhéngige Familie in V und (y1, ..., y») eine Familie
in W, so gibt es eine lineare Abbildung f: V — W mit f(z;) = v

Beweis. Nach dem Basisergidnzungssatz (Folgerung 3.13) kénnen wir die Familie (z;) zu einer Basis 1, ..., Tm

erganzen. Die Behauptung folgt aus Satz 5.1 fiir beliebige ynt1, ..., ym € W. O
Folgerung 5.3
Ist (z;) eine Basis von V und (y;) eine Basis in W, so gibt es genau einen Isomorphismus f : V — W
mit f(z:) = ;.

Beweis. Sei f wie in Satz 5.1. (y;) ist Erzeugendensystem = Im(f) = spang (y;) = W, also f surjektiv. (y;)

linear abhéngig = f ist injektiv. O
Folgerung 5.4

Zwei endlichdimensionale K-Vektorrdume sind genau dann isomorph, wenn sie dieselbe Dimension
haben.

Beweis. Folgerung 5.3 und Bemerkung 4.10 O

Folgerung 5.5
Ist B = (v1,...,v,) eine Basis von V, so gibt es genau einen Isomorphismus &5 : K™ — V mit
®p(e;) = v;. Insbesondere ist jeder endlichdimensionale K-Vektorraum zu einem Standardraum

isomorph, ndmlich zu K™ fir n = dimg (V).
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Definition 5.6 (Koordinatensystem)
Die Abbildung ®p heiBt Koordinatensystem zu B. Fiir v € V ist (z1, ...,z,)" = ®5'(v) € K™ der

Koordinatenvektor zu v beztglich B und (1, ...,x,) sind die Koordinaten von v beziiglich B.

Satz 5.7
Die Menge Homg (V, W) ist ein Untervektorraum des K-Vektorraums Abb(V, W).

Beweis. Seien f,g € Homg (V,W) und n € K.

e f4+ g € Homg(V,W): Fiir z,y € V und A\, € K ist (f + g)( Az + py) = fox + py) + g(Az + py) =
Af (@) + 1f(y) + Ag(x) + pg(y) = Af + 9)(x) + u(f + 9) ()

o nf € Homg (V,W): Fiir z,y € V und A\, p € K ist (nf)(Ax + py) = n - f(Az + py) = n(A\f(z) + pf(y)) =
A f) (@) + pnf)(y)

e Homg (V,W) # 0: co € Homg (V, W) O

Lemma 5.8
Sei U ein weiterer K-Vektorraum. Sind f, f1, fo € Homg (V, W) und g, 91,92 € Homg (U, V), so
ist fo(gi+g2)=fogi+fogaund (fi+ fa)og=fiog+ faoy.

Beweis. Fiir x € U ist

o (folgr+92))(x) = f((91+92)(x) = f(91(2) + 92(2)) = fg1(2)) + f(g2(x)) = (f o g1 + [ 0 g2) ()
o ((fi+fo)og)(@) = (fi + f2)(g(x)) = fi(g(x)) + fa(g(2)) = (frog+ f209)(z) 0
Folgerung 5.9

Unter der Komposition wird Endg (V) zu einem Ring mit Einselement idy und Endg(V)* =
AutK(V).

Beweis. (Endk(V),+) ist eine abelsche Gruppe (Satz 4.9), die Komposition eine Verkniipfung auf Endx (V)

ist assoziativ und die Distributivgesetze gelten (Lemma 5.8). ]

» Bemerkung 5.10
Die Menge der strukturvertraglichen Abbildungen zwischen K-Vektorrdumen trégt also wieder die
Struktur eines K-Vektorraums. Wir konnen diesen mit unseren Mitteln untersuchen und z.B. nach

Dimension und Basis fragen.

Lemma 5.11
Seien m,n,r € N, A € Mat,,,xn(K), B € Mat,x.(K). Fir die linearen Abbildungen f4 €
Homg (K™, K™), fp € Homg (K", K™) aus Beispiel 4.5 gilt dann fap = fa o fB.

Bewez’s. Sind A = (aij) und B = (bjk), SO ist (fA o fB)(ek) = fA(fB(ek)) = fA(Bek) = fA(blk,...,bnk)t =
A . (blk,...,bnk)t = (Z?:l aijbjk,...72;:1 amjbjk)t = AB R — fAB(ek) fiir k = 1,...,7‘, also fA [e] fB = fAB
nach Satz 5.1. ]
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Satz 5.12

Die Abbildung A — f4 aus Beispiel 4.5 liefert einen Isomorphismus von K-Vektorrdumen Fj, y,:
Matsn (K) = Hom g (K™ K™) sowie einen Ringisomorphismus F,, : Mat, (F) — Endx (K™) der
GL,(K) auf Autg (K™) abbildet.

Beweis. Wir schreiben F fiir Fyxn

o F ist linear: Sind A,B € Mat —n x m(K) und \,pu € K, so ist F(AA + uB)(z) = faatup(x) = AA+
uB)r = Mz + uBz = Afa(z) + pfe(x) = (AF(A) + uF(B))(x), also ist F linear.

o F ist injektiv: Es geniigt zu zeigen, dass Ker(f) = {0} (Satz 4.11). Ist A = (aij) € Matnxm(K) mit
F(A) =0, so insbesondere 0 = F(A)(e;) = fa(e;) = Aej = (aij,...,am;)", also A = 0.

o I ist surjektiv: Sei f € Hompg (V, W). Schreibe f(e;) = (a1, ..., am;)" und setze A = (a;;) € Matyxm(K).
Dann ist fa € Homg (K™, K™) mit fa(e;) = Ae; = f(e;), also f = fa = F(A) € Im(f) nach Satz 5.1.

o F, ist eine Ringhomomorphismus (Lemma 5.11):
(RH1) aus (L1)
(RH2) aus fap = fao fB.

e Somit ist F, eine Ringisomorphismus = F,(Mat,(K)*) = Endx(V)*, also F,(GL,(K)) = Autx (V)
nach Folgerung 5.9. O

» Bemerkung 5.13
Wir sehen also, dass die linearen Abbildungen zwischen Standardrdumen sehr konkret durch Matri-
zen beschrieben werden kénnen. Da jeder endlichdimensionale Vektorraum zu einem Standardraum
isomorph ist (Folgerung 5.5), kann man diese Aussage auf solche Vektorrdume erweitern. Dies wol-

len wir im néachsten Abschnitt tun.

49



6. Koordinatendarstellung linearer Abbildungen Kapitel III: Lineare Abbildungen

6. Koordinatendarstellung linearer Abbildungen

Seien V, W endlichdimensionale K-Vektorraume mit den Basen B = (1, ..., zy,) und C = (y1, ..., Ym)-
Definition 6.1 (darstellende Matrix)
Sei f € Homg (V,W). Fiir j = 1,..., n schreiben wir f(z;) = > /", a;;y; mit eindeutig bestimmten
ai; € K. Die Matrix ME(f) = (a;;) € Mat,,xn(K) heifit die darstellende Matrix von f beziiglich
der Basen B und C.

Satz 6.2
Sei f € Homg (V,W). Die darstellende Matrix ME(f) ist die eindeutig bestimmte Matrix A €

Maty, xm (K), fiir die das folgenden Diagramm kommutiert:

fa
K" K™
Oy k@c
Vv w
f

dh. fodp = dco fa.

Beweis. Sei zunichst A = ME(f). Fir j = 1,...,n ist ®o(fale;)) = Pc((arj, .., am;)t) = Yo iy =
f(x;) = f(®B(e;)), also oo fa = foPp.

Sei umgekehrt A € Mat,xn(K) mit Pc o fa = foPp. Da Pp und P¢ Isomorphismen sind, ist f4 eindeutig
bestimmt: fa4 = @El o f o ®p und deshalb auch A (Satz 5.12). O

Folgerung 6.3
Die Abbildung ME: Homg (V, W) — Mat,xn(K) ist ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen.

Beweis. Definiere A: Homg (V, W) — Matymxn(K) mit f + ®5' o fo ®p. A(f) = Fnxn(ME(f)), also A =
Fruxn 0 ME. Die Abbildung ist bijektiv, da ®p und ®¢ bijektiv sind, und linear, da ®5 und ®¢ linear sind
(Lemma 5.8). Also ist A ein Isomorphismus. Da auch F, % ein Isomorphismus ist (Satz 5.12), ist folglich auch
ME =F,,}, oA 0
Lemma 6.4
Sei U ein weiterer K-Vektorraum mit endlicher Basis D. Fiir f € Homg (V, W) und g € Homg (U, V')

ist
ME(f) - ME (9) = ME(f o g)

Beweis. Sei r = dimg (U) und A = ME (g) und B = ME(f). Nach Satz 6.2 kommutieren die beiden kleinen

Quadrate in:
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fa IB
K" K" K™
@Dj j% j%
U g |4 7 w
Deshalb kommutiert auch:
fBofa
K" K™

Die Eindeutigkeit in Satz 6.2 impliziert deshalb, dass Funxn(ME (f)) © Frxm(ME(9)) = Frxn(ME(f 0 g)). Da
Frxn injektiv ist, folgt mit Lemma 5.11 und Satz 5.12 ME(f) - M5 (g) = ME (f o g). d
Folgerung 6.5
Sei f € Homg (V,W). Genau dann ist f ein Isomorphismus, wenn m = n und MEZ(f) = GL(K).
In diesem Fall ist M§(f~1) = ME(f)~*.

Beweis. Sei A = ME(f). Nach Satz 6.2 ist f genau dann ein Isomorphismus, wenn fa einer ist, und in die-
sem Fall ist m = n. Zudem ist f4 genau dann ein Isomorphismus, wenn A € GL(K) (Satz 5.12). Ist f ein
Isomorphismus, so ist MS (f~1) - ME(f) = ME(f ™ o f) = 1, also MS(f~1) = ME(f)~! (Lemma 6.4). O
Folgerung 6.6
Die Abbildung Mp := ME: Endg (V) — Mat, (K) ist ein Ringisomorphismus, der Autg (V) auf
GL( K) abbildet.

Beweis. Folgerung 6.3, Lemma 6.4, Folgerung 6.5 O

Definition 6.7 (Transformationsmatrix)

Sind B und B’ Basen von V, so nennt man T§, := M, (idy) € GL( K) die Transformationsmatrix

des Basiswechsels von B nach B’.

» Bemerkung 6.8
Nach Satz 6.2 ist 75, also die Matrix A, die f4 = ®5' o ®p erfiillt. Ist 2 = ®3'(v) € K™ der
Koordinatenvektor von v beziiglich B, so ist TS, - x = fTBB/ (z) = (Pp 0 ®p)(®5' (v) = By (v) der

Koordinatenvektor von v beziiglich B’.

Satz 6.9 (Transformationsformel)
Seien B, B’ Basen von V und C,C’ Basen von W. Fiir f € Homg (V, W) ist

ME(f) =T6 - ME(f) - (Tg)™!

Beweis. f = idw of oidy mit den Basen B’, B,C,C’ und erhilt (Lemma 6.4) MZ, (f) = MS (idw) - ME(f) -
ME (idv) = TS, -ME(f)-TE wd TE = ME (idv) = M5 (id;,') = M5 (idv) " = (T) " nach Folgerung 6.5.00

Folgerung 6.10
Sind B und B’ Basen von V und f € Endg(V), so gilt Mg/ (f) =T5 - Mp(f) - (T5)~'.
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7. Quotientenrdume

Seien V, W K-Vektorrdume und U C V ein Untervektorraum.
Definition 7.1 (affiner Unterraum)

Ein affiner Unterraum von V ist eine Teilmenge der Form

r+U={z+u|luelU}CV

wobei U C V ein beliebiger Untervektorraum von V ist und x € V.

Lemma 7.2
Fir z, 2’ € V sind aquivalent:

° I‘+U:.’El+U
e ' ex+U

e 2/ —2x €U

Beweis. e 1222 =240’ +U=2+U
e 2=3rcx+U=2 =zx4+unmitucU=a —ax=uclU

e 3= 1Sedu =2' -z cU FiruecUistz+u=2"—uw+uecaz +U,asoz' +U C z+ U,

2 +u=x+ut+uczr+U,alsor+UCaz +U. O
Lemma 7.3
Sei f € Homg (V,W) und U = Ker(f). Fiir y € f(V) ist die Faser f~(y) = f~*({y}) von f der
affine Unterraum xq + U fiir ein beliebiges z¢ € f~1(y).
Beweis. f'(y)={z €V |f(z)=flx)}={zeV|flz—w20)=0}={z eV |z—20€U}t=20+U O

m Beispiel 7.4
Sind K =R, V =R2? W =R und f(x,y) = x — 2y so sind die Fasern von f die Geraden L C R?

der Steigung %

Lemma 7.5
Seien x1,x}, 9,2 € Vund A € K. Ist 21+ U = 2 +U und 22+ U = 245+ U, so ist (x1+22)+U =

(2y +25)+ U, und A\xy + U = Az} + U.

Bewets. e 1 +U=214+U,22+U =a04+U = 2} —21,75 — 22 € U Lemma 7.2 = (2] +25) — (1 +m2) =

(@) —z1) — (25 —22) €U = (1 +32) + U = (2] +25) + U

e 1+ U= +U=2) -z cU=Xl - e cU= i +U=dx1 +U O
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Definition 7.6 (Quotientenraum)

Der Quotientenraum von V modulo U ist die Menge der affinen Unterrdume

Vo ={z+U|zeV}

mit der Addition (z1 +U) + (22 + U) = (1 + 22) + U und der Multiplikation A(x +U) = Az +U.
Dies ist wohldefiniert nach Lemma 7.5.

Wir definieren die Abbildung 7y : V' — V/o durch npy(z) =2+ U.

Satz 7.7

Der Quotientenraum V/v ist ein K-Vektorraum und 7y ein Epimorphismus mit Kern U.

Beweis. e (V/u,+) ist eine abelsche Gruppe:

— Assoziativitdt un Kommutativitét: iibertragt sich von (V,+)
— neutrales Element: 0 +U =U
— inverses Element: —(z +U) = (—z)+ U

o (V/u,+) ist K-Vektorraum: (V2) iibertragt sich von (V,+, )

e my surjektiv: nach Definition von V/u

e my linear: nach Definition von + und - auf V/u

o Ker(my)={z€V]az+U=U}t={zeV|zc0+U}=U O

» Bemerkung 7.8

Die Untervektorraum sind also genau die Kerne linearer Abbildungen! Ist f : V' — W linear, so ist
Ker(f) C V ein Untervektorraum. Ist U C V ein Untervektorraum, so ist 7 : V' —V/v linear mit
Kern U.

Theorem 7.9 (Homomorphiesatz)
Sei f € Homg (V, W) mit U C Ker(f). Dann gibt es genau eine lineare Abbildung f : Vu— W

mit f = f o7y, d.h. es kommutiert:

Diese erfiillt Ker(f) =ker(/u= {z + U | = € Ker(f)} CV/v.

Beweis. Ist f = fony, so gilt f(x +U) = f(ry) = f(z) (*), somit ist f dann eindeutig bestimmt. Um-
gekehrt wird durch (%) eine wohldefinierte Abbildung f erklirt: Sind z,2' € V mit z + U = 2’ 4+ U, so ist

x —z' € U C Ker(f) und deshalb f(z) = f(z').

o Linearitit: Fiir z,y € V und A € K ist f(Az 4+ U) + u(y + U)) = fOrv(z) + pro(y)) = Af(z 4+ U) +
ufly+0).
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o Kern: f(z+U)=0 < f(z) =0 < z € Ker(f). O

Folgerung 7.10
Fir f € Homg (V,W) ist Im(f) =V/ker(s). Insbesondere gilt: Ist f ein Epimorphismus, so ist
W gV/Ker(f).

Beweis. Betrachte f :V/ker(r)— W. Nach Theorem 7.9 ist Ker(f) =Ker(/)ker()= {Ker(f)}, also f injektiv. Nach
Definition ist f(V/ker(5)) = f(V) = Im(f). Somit ist f :V/ker(s)— Im(f) ein Isomorphismus. O

Satz 7.11
Seien U,U’ Untervektorraum von V. Genau dann ist V = U @ U’, wenn 7y |y : U’ —V/u ein

Isomorphismus ist.

Beweis. o myly injektiv <= Ker(ry|y) = {0} < Ker(ry)NU' = {0} < UNU = {0}

o 7y|yr surjektiv <= Vz e VI €U :ny(u) =mp(z) <= v -z €Ker(nmy) =U < z=u+u <
V=U+U O

Folgerung 7.12
Ist dimg (V) < o0, so ist dimg (V) = dimg (V) — dimg (U).
Beweis. Nach Folgerung 4.10 existiert ein lineares Komplement U’ zu U in V (d.h. V = U®U’) und dimk (U’) =
dimg (V) — dimg (U). Es gilt V/uo=U". O
Folgerung 7.13
Ist dimg (V) < oo und f € Homg (V, W), so ist dimg (V) = dimg (Ker(f)) + dimg (Im(f)).
Beweis. Satz 7.11 und Folgerung 7.12 O

Folgerung 7.14
Ist dimg (V) < co und f € Endg(V), so sind dquivalent:

o feAutg(V)

o f ist injektiv

e f ist surjektiv
Bewets. o 2 < dimg(Ker(f))=0
o 3 < dimg(Im(f)) = dimg (V) O
» Bemerkung 7.15
Analog zu dem Quotientenrdumen kann man definieren:
¢ Quotientengruppen &/~n, wobei N Normalteiler von G ist
¢ Quotientenringe #/7, wobei I ein Ideal von R ist (z.B. Z/xz)

Diese werden in der Vorlesung Algebra und Zahlentheorie behandelt.
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8. Rang

Seien V, W zwei endlichdimensionale K-Vektorrdume und f € Homg (V, W).
Definition 8.1 (Rang)
Der Rang von f ist rk(f) = dimg (Im(f)).

» Bemerkung 8.2
Nach Folgerung 7.13 ist rk(f) = dimg (V) — dimg (Ker(f)). Also ist f genau dann injektiv, wenn
rk(f) = dimg (V). Auch sehen wir, dass rk(f) < min{dimg (V), dimg (W)}.

Lemma 8.3

Sei U ein weiterer endlichdimensionaler K-Vektorraum und g € Homg (U, V).
o Ist g surjektiv, dann ist rk(f o g) = rk(f).

o Ist f injektiv, dann ist tk(f o g) = rk(g).
Beweis. Dies folgt sofort aus Im(f o g) = f(Im(g)). O

Satz 8.4
Sei r € Ny. Genau dann ist rk(f) = r, wenn es B von V und C von W gibt, fiir die

ME(f) = E, = ZEii
i=1

1 0 ... ... ... 0
0
1
E, =
0
0
0 0 0

Beweis. « Riickrichtung: Ist ME(f) = E, und C = (y1,...,yn), so ist Im(f) = spang (y1,...,y), also
tk(f) =r.
o Hinrichtung: Sei r = rk(f). Setze U = Ker(f) und W = Im(f). Wéhle Basis (yi, ..., y») und ergénze diese

zu einer Basis C' von W. Wahle fiir i = 1,...,7 ein z; € f_l(yi). Dann ist (z1,...,2,) linear unabhingig

und mit U’ = spang(z1,...,o,) ist flgr : U — Wy ein Isomorphismus nach Satz 5.1. Insbesondere
ist UNU' = {0} und mit Satz 7.11 folgt V = U & U’. Ist also (xr41,...,n) eine Basis von U, so ist
B = (z1,...,z,) eine Basis von V (Satz 4.9). Diese Basis erfiillt M& (f) = E. O

Definition 8.5 (Rang einer Matrix)
Der Rang einer Matrix A € Mat,, xn (K) ist tk(A) = rk(f4), wobei f4 : K™ — K™ die durch A

beschriebene lineare Abbildung ist.
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Mathematica/Wolfram Alpha-Befehle (Rang einer Matrix)
Auch fiir den Rang einer Matrix A hat Mathematica bzw. WolframAlpha eine Funktion

MatrixRank [A]

» Bemerkung 8.6
Sei A = (a;j) € Maty,x,(K). Man fasst die Spalten a; = (a1j,...,am;)" als Elemente des K™
auf und definiert den Spaltenraum SR(A) = spang(aq, ..., a,) € K™. Entsprechend definiert man
den Zeilenraum ZR(A) = spang(at,..,a%,) € K™. Es ist Im(fa) = SR(A) und folglich rk(A) =
dimg (SR(A)). AuBlerdem ist SR(A?) = ZR(A) und deshalb rk(A?) = dimg(ZR(A)). Man nennt
rk(A) deshalb auch den Spaltenrang von A und rk(A?) den Zeilenrang von A.

Lemma 8.7
Ist A € Maty,xn(K), S € GL,,(K), T € GL,,(K), so ist tk(SAT) = rk(A).

Beweis. tk(SAT) = rk(fsar) =rk(fs o fa o fr) = rk(fa) = rk(A), da fs und fr bijektiv sind (Lemma 8.3).00

Satz 8.8
Fiir jedes A € Mat,xn(K) gibt es S € GL,,(K) und T € GL,(K) mit SAT = E,, wobei
r =rk(A).

Beweis. Es gibt Basen B von K™ und C von K™ mit M& (fa) = E» (Satz 8.4). Mit den Standardbasen E,, bzw.
Ep gilt: ME (fa) = TE™ - Mgr (fa)-(Tg™) ™" = SAT mit S = TE™ € GLy(K) und T = (T") " € GL,(K).O

Folgerung 8.9
Seien A, B € Mat,,xn(K). Genau dann gibt es S € GL,,(K) und T € GL,(K) mit B = SAT,
wenn rk(A) = rk(B).

Beweis. o Hinrichtung: Lemma 8.7

 Riickrichtung: r = rk(A) = rk(B) = Nach Satz 8.8 gibt S1,S52 € GLn(K) und T1,7T> € GL,(K) mit
S1AT) = E, = $2BTo = B =S, ' - SAT, - T, *. O

Satz 8.10
Fiir A € Mat,, xn(K) ist rk(A) = rk(A"), anders gesagt: dimg (SR(A)) = dimg (ZR(A)).

Beweis. Mit Satz 8.8 ergibt sich: SAT = E, mit r = rk(A), S € GLn(K) und T € GL,(K). Aus E. =
(SAT)' = T'A'S*, folgt, dass rk(A") = rk(EL) = rk(A). O

Folgerung 8.11
Fir A € Mat,,(K) sind dquivalent:

o Ae GL,(K), d.h. es gibt S € GL,(K) mit SA=AS =1,
o tk(A)=n

o Die Spalten von A sind linear unabhéngig.
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e Die Zeilen von A sind linear unabhéngig.

o Esgibt S € GL,(K) mit SA=1,,.

o Esgibt T € GL,(K) mit AT = 1,,.
Beweis. e (1) <= (2): Lemma 5.11 und Folgerung 7.14
<= (3): Bemerkung 8.6
<= (4): Bemerkung 8.6 und Satz 8.10
<= (5) A (6): trivial

A (6) <= (2): Folgerung 8.9
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9. Lineare Gleichungssysteme

Sei A € Mat,,xn(K) und b € K™.
Definition 9.1 (Lineares Gleichungssystem)

Unter einem Linearen Gleichungssystem verstehen wir eine Gleichung der Form Az = b. Diese heifit

homogen , wenn b = 0, sonst inhomogen und L(A,b) = {x € K™ | Az = b} ist sein Losungsraum .

Mathematica/WolframAlpha-Befehle (Lineare Gleichungssysteme)
Fiir das Losen von Linearen Gleichungssystemen gibt es in WolframAlpha bzw. Mathematica ver-

schiedene Verfahren:

e Solvel]:

Solvela == 2 b & b == 5 & c + a == b, {a, b, c}]

e LinearSolve[]: Braucht 2 Argumente: Zum einen die Koeffizientenmatrix A und den Ergeb-

nisvektor b. Riickgabe ist dann der Variablenvektor x.

LinearSolve[{{1, 1}, {0, 1}}, {6, 10}]

» Bemerkung 9.2

Ist A= (a;j), b= (b1,...,bm)", so schreibt man das Lineare Gleichungssystem Az = b auch

a1121+ -+ T, = b

Am1%1 + -+ Cpn®n = bm

» Bemerkung 9.3
Das homogene System Az = 0 hat als Losungsraum den Untervektorraum L(A,0) = Ker(fa) der
Dimension dimg(L(A,0)) = n — rk(A). Das inhomogene System hat entweder L(A,b) = () oder
der Losungsraum ist der affine Unterraum L(A,b) = f~1(b) = 2o + L(A,0), wobei zo € L(A,b)
beliebig. Man erhélt so alle Losungen des inhomogenen Systems, wenn man eine Losung und die

Losungen des homogenen Systems kennt.
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Definition 9.4 (Zeilenstufenform)
Die Matrix A = (aij) hat Zeilenstufenform , wenn es ganze Zahlen 0 <7 <mund 1 < k; < ... <
k. < n gibt mit:

e flir1<i<rundl<j<k;ista; =0
o fiir 1 <4 <rist ajy, # 0 (sogenannte Pivotelemente )

o firr<i<mund1<j<nista; =0

0 ... 0 aip T
0o ... ... 0 Ao * *
0 ... ... N 0 78
0 . 0
0 . 0

Lemma 9.5

Sei A in Zeilenstufenform. Dann ist rk(A) = r.

Beweis. Wegen rk(A) = rk(A') = dimg(ZR) geniigt es zu zeigen, dass die ersten r Zeilen ai,...,a, linear

unabhéingig sind. Ist " | Aa; = 0, so ist insbesondere 0 = 7|

so weiter. 0O

AiQik; = A1Q1k,, also A1 = 0, und dann immer

Satz 9.6

Sei A in Zeilenstufenform.
o Ist b; # 0 fiir ein r < i < m, so ist L(A,b) = 0.
o Ist b; = O fiir alle r < ¢ < m, so erhilt man alle z € L(A,b), indem man erst z; € K
fir 5 € {1,..,n}\{k1,..., k. } beliebig wahlt und dann fiir i = 7,7 — 1,...,1 rekursiv ap, =

a1_k1¢ (b = X g1 @ig ) (%) setzt.

Bewets. o Klar.

o Sicher erhélt man auf diese Weise Losungen = € L(A,b). Umgekehrt muss jede solche Losung () erfillen,
man erhélt auf diese Weise also alle. ]

Definition 9.7 (Elementarmatrizen)

Fir 4,j € {1,....,m}, A € K* und pu € K definieren wir m x m-Matrizen, die sogenannten

Elementarmatrizen :

. SZ()\) =1,, + ()\ — 1)E1“
o Qij(p) =1 + pEi;

L Pij = ]]-m +E1] + Eji - E“ - Ejj
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» Bemerkung 9.8
Multiplikation einer dieser Matrizen von links an die Matrix A hat folgende Wirkung;:

e S;(A\) - A: Multiplikation der i-ten Zeile mit A
o Qi;(p) - A: Addition des p-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile
e P;;: Vertauschung von i-ter und j-ter Zeile

Man spricht dann von sogenannten elementaren Zeilenumformungen der Matrix A von Typ I, II
oder III.

Lemma 9.9

Es sind S;()\), Qij(n), Pij € GLy(K). Dann ist S;(A\)7' = S; (A1), Q4(p) ! = Qij(—u),Pi;I =
P;;. Insbesondere gilt: Ist E eine der Elementarmatrizen, so ist ZR(EA) = ZR(A) und L(EA,0) =
L(A,0). Weiterhin ist rk(EFA) = rk(A).

Beweis. Inverse nachpriifen. Da E € GL,,(K) sind fg, fgr € Autx(K™), also ZR(EA) = SR((FA)Y) =
Im(fatpe) = Im(fat o fpe) = Im(fat) = ZR(A) und L(EA,0) = Ker(fea) = Ker(fg o fa) = Ker(fa) =
L(A,0). O

» Bemerkung 9.10
Anders gesagt: Elementare Zeilenumformungen verdndern den Losungsraum eines homogenen li-

nearen Gleichungssystems nicht.

Theorem 9.11 (Eliminierungsverfahren nach Gauf})
Zu jeder Matrix A € Mat,,x,(K) gibt es | € Ny und Elementarmatrizen FEj, ..., E; vom Typ II
und III fir die E; - ... - E; - A in Zeilenstufenform ist.

Beweis. Seien aq, ..., a, die Spalten von A.

Ist A = 0 so ist nichts zu tun.

Sei nun A # 0 und sei k1 minimal mit ag, # 0. Es gibt also ein ¢ mit a;x, # 0. Durch Vertauschen der ersten

und der i-ten Zeile erreichen wir, dass a1k, = 0, d.h. wir multiplizieren A mit E; = Pi;. Nun addieren wir fiir

i =2,..,m ein geeignetes Vielfaches der ersten Zeile zur i-ten Zeile, um a;x;, = 0, d.h. wir multiplizieren A mit
Aikq

E; = Qi1 (ps) fur p; = arer Nach diesen Umformungen haben wir eine Matrix der Form:

0 0 aik * *
0 0 * *
0 0 * *

und kénnen nun mit dem Rest der Matrix A =: A" von vorne beginnen. Die nun folgenden Zeilenumformungen
werden die erste Zeile und die ersten k1 Spalten nicht mehr éndern, und weil A’ weniger Zeilen und Spalten als

A hat, bricht das Verfahren nach endlich vielen Schritten ab. O
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Mathematica/Wolfram Alpha-Befehle (Gauss-Verfahren)
Auch fiir das GAuss-Verfahren hat Mathematica bzw. WolframAlpha eine Funktion. Sie gibt die
Matrix nach Ausfithrung des GAuUss-Algorithmus zuriick.

RowReduce [{{1, 4}, {2, 5}}]

Folgerung 9.12
Zu jeder Matrix A gibt es eine invertierbare Matrix S € GL,(K) fir die SA in Zeilenstufenform

ist.

Beweis. folgt direkt aus Theorem 9.11 mit S = E) - ... - B} O

» Bemerkung 9.13
Der Beweis fur das Eliminierungsverfahren (Theorem 9.11) liefert ein Verfahren, die Elementarma-
trizen Fjy, ..., E) zu finden. Damit erhélt man ein Verfahren ein lineares Gleichungssystem zu 16sen.
Setzt man S = Ej-...- By, A’ = SAund V' = Sb, so ist L(A,b) = L(A',V): Az =b= SAx = Sb
bzw. Az =0 = S~ 1A'z = S~V
Das Gleichungssystem kann dann mit Satz 9.6 gelost werden. Praktisch fithrt man die elementaren

Zeilenumformungen an A parallel dazu auch an b durch.

» Bemerkung 9.14
Es gibt von diesem Verfahren verschiedene Varianten und weitere Anwendungen: So kann man z.B.
die Invertierbarkeit einer Matrix A € Mat,, (K) priifen und ggf. das Inverse bestimmen: Ist E - ... -
FE4 - A in Zeilenstufenform, so ist A genau dann invertierbar, wenn alle Zeilen von Null verschieden
sind. Ist dies der Fall, so ist ¥ = n und k; = ¢ fiir alle 7, und man findet weitere Elementarmatrizen
Eii1,..., E; vom Typ I und 1II, fiir die B, -...- By - A = 1,. Dann ist ' = B, - ... - E; - A = A7!
(vgl. Folgerung 8.11). Praktisch erhiilt man A~!, indem man die Zeilenumformungen an A parallel

dazu auch an 1,, ausfiihrt.

Folgerung 9.15
Jedes A € GL,,(K) ist ein Produkt von Elementarmatrizen.

Beweis. A =V =8 =Es-...- By = A= (Es-...-E) "' =FE ' ...  E* O
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Kapitel IV

Determinanten

1. Das Vorzeichen einer Permutation

In diesem Kapitel sei K ein Korper und R ein kommutativer Ring mit Einselement.

» Bemerkung 1.1
Wir erinnern uns an die symmetrische Gruppe S,, aus Beispiel 3.7, die aus den Permutationen der
Menge X = {1,.,n} (also den bijektiven Abbildungen X — X) mit der Komposition als Ver-
kniipfung. Es ist |S,,| = n! und Sy = Z\2Z, doch fir n > 3 ist S, nicht abelsch. Wir schreiben o104

fiir o1 0 09 und notieren o € S,, auch als

m Beispiel 1.2
Fir 4,5 € {1,...,n} mit ¢ # j bezeichne 7;; € S,, die Transposition

j falls k=i
7ij(k) = ¢i  falls k=j
k sonst

Offenbar gilt Tfj =id, also T = Tij = Tji
Satz 1.3

Fiir jedes o € S, gibt es ein r € Ny und die Transpositionen 7y, ..., 7 € S, mit

0O=7T10..0T

Beweis. Sei 1 < k <n maximal mit o(i) = ¢ fiir ¢ < k. Induktion nach n — k.

Ist n — k =0, so ist 0 = id und wir sind fertig.

Andernfalls ist I = k+1 <nund o(l) > l. Fir ' =7, 00 ist o(l) = und somit o’ (s) =4 fiir 1 <i < k+ 1.
Nach Induktionshypothese gibt es Transpositionen 71, ...,7 mit ¢/ = 71 o ... o 7.. Es folgt o = Tl;}(l) oot =

Tl,o(1) ©T1 O «e0 O Tr. O
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Definition 1.4 (Fehlstand, Vorzeichen)
Sei o € 5,.

 Ein Fehlstand von o ist ein Paar (i,7) mit 1 <i < j <n und o(i) > o(j).

« Das Vorzeichen (oder Signum ) von o ist sgn(o) = (—1)(?) € {~1,1}, wobei f(c) die Anzahl

der Fehlstande von o ist.

e Man nennt o gerade , wenn sgn(o) = 1, sonst ungerade .

m Beispiel 1.5

e Genau dann hat o keine Fehlstdnde, wenn o = id. Insbesondere sgn(id) = 1.

e Die Permutation

hat die Fehlstdnde (1,3) und (2, 3), somit sgn(o) = 1.

e Die Transposition

T13 =
hat die Fehlstande (1,2), (2,3) und (3, 1), somit sgn(r3) = —1.

 Eine Transposition 7;; € S, ist ungerade: Ist i < j, so sind die Fehlstéande (4,7 + 1), ..., (¢, )
und (5 +1,5)...(j —1,5),als0 j —(E+1)+14+ (G —-1)—(i—1)+1=2( —1) — 1 viele.

Lemma 1.6
Fir o € 5, ist

sgn(o) = H M cQ

P
1<i<j<n J

Beweis. Durchliuft (i, j) alle Paare 1 < ¢ < j < n, so durchlduft {o(i),o(j)} alle zweielementigen Teilmengen
von {1, ...,n}. Das Produkt HK?. o(j) —o (i) hat also bis auf das Vorzeichen die selben Faktoren wie das Produkt

[[i-i=]]w-
1<j i<j

und

[[e)—cd=" ] eti)-c@- [ oG —-c6)

1<J 1<j,o(i)<o(j) 1<j,o(i)>0(j)
= ()" T]lel) — o)l
i<j
:sgn(a)-iji O
1<j
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Satz 1.7
Die Abbildung sgn : S,, = Z* = us ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Seien 0,7 € S,. Dann ist

sgn(or) = H —

i< J—1
_T1ro(G) —o(r(@) yr7U) —7()
B 1:[ T(j) — (i H j—i

a(r(4)) —o(r(@) _ a(r(@)) - o(7(4))
() —7( (1) = 7(9)
ist
o(r(¢) —o(r(@) _ y7oU) =)
I=0=e ~I7=
= sgn(o)
und
H T(.]; : :(Z) — SgH(T)
Somit ist sgn(o7) = sgn(o) - sgn(r).
Folgerung 1.8
Fir o € S, ist
sgn(o~!) = sgn(o)
Beweis. sgn(c™!) = sgn(o)™! = sgn(o)

Folgerung 1.9

Sei 0 € S,,. Sind 74, ..., 7 Transpositionen mit ¢ = 7 o ... o 7., so ist

sgn(o) = (—1)"
Beweis. Beispiel 1.5 und Satz 1.7

Folgerung 1.10
Die geraden Permutationen A, = {o € S, | sgn(c) = 1} bilden ein

en Normalteiler von S,,,

genannt die alternierende Gruppe . Ist 7 € S, mit sgn(7) = —1, so gilt fir A,7 = {o7 |0 € A, }:

A, UA,7=S8, und 4, N A, 7 = 0.

Beweis. Es ist A, = Ker(sgn) und nach Lemma 2.13 ist dieser auch ein Normalteiler. Ist o € S,\ Ay, so ist

1

(-1~ =1

sgn(or ™) = sgn(o) - sgn(r)”

also 0 = o771 € A,7, somit A, U AT = Sy. Ist 0 € Ay, so ist sgn(or) = —1, also A, N A,7 = 0.
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2. Determinante einer Matrix

» Bemerkung 2.1
Wir werden nun auch Matrizen mit Koeflizienten in Ring R anstatt K betrachten. Mit der gewohn-
ten Addition und Multiplikation bilden die n x n-Matrizen einen Ring Mat,,(R), und wir definieren
wieder GL, (R) = Mat, (R)*.

» Bemerkung 2.2
Seien ay,...,a, € R™ Spaltenvektoren, so bezeichnen wir mit A = (aq,...,a,) € Mat,,xn(R) die
Matrix mit den Spalten a1, ...,a,. sind ai, ..., a,, € R™ Zeilenvektoren, so bezeichnen wir mit A=

(@1, .y @m) € Mat,,xn(R) die Matrix mit den Zeilen ay, ..., G-
» Bemerkung 2.3
Wir hatten bereits definiert: det(A) = ad — be (Beispiel 1.13) mit

A= € Matg(K)

und hatten festgestellt: det(A) # 0 <= A € GLy(K). Interpretation im K = R:

T2

x1 + T2

ha
xr1 = (‘h b)

g

T

g o

Parallelogramm hat die Fléche | det A|. Polarkoordinaten: ; = A;(cos a;, sin a;). Ohne Einschrankung:
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0<a; <ax<m

1
FP:Q.FAZQ.i.gA.hA
gn =\
hA = A2 . sin(a2 — CLl)
Ajcosa;  Apsinag
Fp = A Aa(cosag sinag — sinag cosag) = det(

A2 COS Ao Ao Sin as

=det A

Insbesondere erfiillt det die folgenden Eigenschaften:
o Fiir A € R ist det(Axy,x2) = det(xy, Axa) = A - det(z1, 22)
o Fir x; = af + 2 ist det(x1, z2) = det(z], x2) + det(xf, z2)
o Ist z1 =9, s0ist det A =10
o det(ly) =1

Definition 2.4 (Determinantenabbildung)
Eine Abbildung ¢ : Mat,,(R) — R heifit Determinantenabbildung , wenn gilt:

o (D1): § ist linear in jeder Zeile: sind ay, ..., a,, die Zeilen von A und ist ¢ € {1,...,n} und a; =
Na,+N'a mit N, X" € Rund den Zeilenvektoren a;, al/, so ist §(A) = N-d(a1, ..., al, ...,an)+

1) 1 K2
" 1
N det(ay,...,al, ... an).

o (D2): ¢ ist alternierend: sind a1, ..., a,, die Zeilen von A und ¢,j € {1, ...,n}, i # j mit a; = a;,
so ist 6(A) = 0.

o (D3): 6 ist normiert: §(1,,) = 1.

Mathematica/WolframAlpha-Befehle (Determinante)

Die Determinante einer Matrix lasst sich in Mathematica bzw. WolframAlpha wie folgt berechnen:
Det [{{1, 4}, {2, 5}}]

m Beispiel 2.5
Sei § : Mat,(K) — K eine Determinantenabbildung. Ist A € Mat, (K) nicht invertierbar, so
sind die Zeilen a1, ...,a, von A linear abhéingig, es gibt also ein i mit a; = Zj# Aj - a;. Es folgt
6(A) = 6(ar,..,an) =32, Aj - 6(ar, ..., a5, ..., an) mit @; = a; mit D2: 37, A;-0=0=4(A).

Lemma 2.6
Erfullt 6 : Mat,,(R) — R die Axiome D1 und D2, so gilt fiir jedes o € S,, und die Zeilenvektoren

A1y ooy At

8(Ao(1), --r Ao (n)) = sgn(0) - 8(ar, ..., an)
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Beweis. o ist ein Produkt von Transpositionen. Es geniigt also die Behauptung fir o = 7;; mit 1 <i < j<n
zu zeigen (Satz 1.7).

0=90(a1,...,a; +aj,...,aj + Qs ..oy an)
=0(A1, ey Qiy ey Ay ey A) F 0(A1 ey Qi ooy Qi ooy @) F 0(A1 ey Qg vty Ay ey Q) F 0T, ey Gy ey Ay ooy A

é
§

= 5(0‘17 ey a‘”) + 6(&0-(1), sy ao(n))
0

Mit sgn(o) = sgn(m;) = —1 folgt die Behauptung. O

Lemma 2.7
Erfiillt § : Mat, (R) — R die Axiome D1 und D2, so gilt fir A = (a;;) € Mat, (R):

5(A)=0d(1,)- Y ( ai,am)

€S, \i=

Beweis. Schreibe a; = (ajy, ..., ain) = Z:zl aij - ej. Wiederholtes Anwenden von D1 gibt

0(A) =d(a1,...,an)

n
= Z aj; - 0(ejy, a2, ...y an)

j1=1
n n n
=3 > e ) - [ ] ais
j1=1 jp=1 i=1

Wegen D2 ist 6(ejy,...,ej,) = 0 falls j; = ju fiir ein ¢ # i'. Andernfalls ist o(i) = j; einer Permutation von
{1,...,n} und

5(6j17"‘7 ejn) = 6(60(1)a (3] ea(n))
=sgn(o) - 0(e1,...,en)
=sgn(o) - 6(1,)

nach Lemma 2.6. O

Theorem 2.8

Es gibt genau eine Determinantenabbildung ¢ : Mat, (R) — R und diese ist gegeben durch die
Leibnitzformel

n n n
det(ai;) = > sen(0) - [[aiowy = Y [[awewy — D, []aicw
p=l

oESy o€A, i=1 g€S\A, i=1

Beweis. Eindeutigkeit der Abbildung folgt wegen D3 aus Lemma 2.7. Bleibt nur noch zu zeigen, dass det auch
die Axiome D1 bis D3 erfiillt.

D1: klar

D3: klar
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D2: Seien u # v mit a, = ay. Mit 7 = 7,0 ist Sp\An = A,7T, somit

det(as;) = Z Hai,g(i) - Z Hai,ar(i)

0€AR i=1 ocEALT i=1
n n
= E | Iai,a(i) - I |ai,07'(7l)
o€A, \i=1 i=1

nach Folgerung 1.10. Da ai; = a,(;),; fiir alle 1, j ist

n n
[Teico =Tar00r0
i=1 i=1
= H Qi o7(i)
=1
fiir jedes o € Sy, woraus det(a;;) = 0 folgt. O
m Beispiel 2.9
* N = 2, SQ = {id,Tlg},
air a2
A =
a1  a22

det(A) = Zoe52 a1,5(1) " A2,5(2) = Q11 * G22 — A12 " A21

e n=3,83 = {id, 112, Te3, 13, 2 zyklische Vertauschungen}, A3 = {id, 2 zyklische Vertauschungen},

Ss\Az = {712,723, 13} und

ai; a2 013

a1 Q22 Aa23

asr as2 as3
ergibt sich: det(A) = >°,c 4, @1,0(1) * 02,0(2) " @3,0(3) — Dvesy\ A, Ul0(1)  A2,0(2) * 43,0(3) =
11022033 1 12023031 + G13021G32 — 012021033 — 13022031 — (11023032

o Ist A= (a;;) eine obere Dreiecksmatrix, so ist det(A) =[], ai;

o Firi#j, Ae KX, pe K ist det(S;(N\)) = A, det(Q;;(n)) =1, det(P;;) = —1

o Ist A eine Blockmatrix der Gestalt

A C
0 A

mit quadratischen Matrizen A;, Ay, C, so ist det(A) = det(A;) - det(As)
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Folgerung 2.10
Fiir A € Mat,,(R) ist det(A) = det(A?). Insbesondere erfiillt det die Axiome D1 und D2 auch fiir
Spalten anstatt Zeilen.

Beweis. Mit p =o' gilt sgn(p) = sgn(o) nach Folgerung 1.8 und somit

det(A) = Z sgn(o) - Haivg(i>
oESy i=1
= Z sgn(p) - H%(i)n:
PESnH i=1
= det(A")
nach Theorem 2.8. O

Theorem 2.11 (Determinantenmultiplikationssatz)
Fir A, B € Mat, (R) ist

det(AB) = det(A) - det(B)

Beweis. Fixiere A und betrachte die Abbildung & : Mat,(R) — R mit B — det(AB™'). Diese Abbildung erfiillt
die Axiome D1 und D2. sind by, ..., b, die Zeilen von B, so hat AB~! die Spalten Ab, ..., Ab,, es werden die
Figenschaften von det auf § iibertragen.
= det(AB) = §(B") = §(1,) - det(B") = det(A) - det(B). O
Folgerung 2.12
Die Abbildung det : Mat,,(R) — R schrénkt sich zu einem Gruppenhomomorphismus GL,(R) —
R* ein. Ist R = K ein Korper, so ist A € Mat,, (K) also genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0
und in diesem Fall ist det(A~1) = det(A4)~ 1.
Beweis. Aus AA™! = 1,, folgt det(A™") x det(A) = det(1,) = 1, insbesondere det(A) € R*. Der zweite Teil
folgt wegen K* = K\{0} (Beispiel 2.5). O

Folgerung 2.13
Die Matrizen mit Determinante 1 bilden einen Normalteiler SL,(K) = {A € GL,, | det(4) = 1}

der allgemeinen linearen Gruppe, die sogenannte spezielle lineare Gruppe .

Folgerung 2.14
Elementare Zeilenumformungen vom Typ IT &ndern die Determinante nicht, elementare Zeilenum-

formungen vom Typ III &ndern nur das Vorzeichen der Determinante.

Beweis. det(Qi;(n)A) = det(Qi;(p)) - det(A) =1 - det(A) = det(A) (Beispiel 2.9), Rest analog. O

» Bemerkung 2.15
Aus Folgerung 2.14 und Beispiel 2.9 erhélt man eine praktische Methode zur Berechnung der Deter-
minante. Man bringt die Matrix mit dem GAuss-Algorithmus Theorem 9.11 auf Zeilenstufenform,
bildet das Produkt tiber die Diagonale und multipliziert mit -1, falls am eine ungerade Anzahl von

Zeilenvertauschungen vorgenommen hat.
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3. Minoren

Seien m,n € N.
Definition 3.1 (adjungierte Matrix)
Sei A = (a;5) € Mat,(R). Fur i,5 € {1, ...

a11

ai—1,1

Qi+1,1

an1

(n—1) x (n — 1)- Matrix:

ai1

o ai—1,1

1j
41,1

anl

Lemma 3.2

Sei A € Mat,, (R) mit Spalten ay, ..., a,. Fir i,j € {1,..,n} gilt:

o det(Ay;) = (—1)" - det(A}))

. det(Aij) = det(al, ey Qj—1,€4, Aj41,y -0

,n} definieren wir die n x n-Matrix:

a1,5—1

Ai—1,5.1

0

Qi41,5.1

Ap 51

arj—1

ai—1,5.1

Ai41,5.1

On,j—1

7an)

0

0

1

0

0

a1,5+1

@i—1,j+1

0

Ait1,5+1

An,j+1

at,j+1

Ai—1,5+1

Ai41,541

On,j+1

Q1n

Qi—1,n

ai+1,n

ann

die durch Ersetzen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte durch e; aus A hervorgeht, sowie die

A1n

Gi—1,n

aiJrl,n

a/nn

die durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalten entsteht. Weiterhin definieren wir die zu
A adjungierte Matrix als A% = (af;) € Mat, (R), wobei a?; = det(4j;).
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Beweis. e Durch geeignete Permutation der ersten ¢ Zeilen und der ersten j Zeilen erhilt man
10 .. O
(i=1)+(-1) 0
det(Aij) = (—1) J . det( )
0
2.9

= (—1)"*7 - det(1,) - det(A%;)
e Man erhilt A;; aus (a1, ..., €, ..., an) durch elementare Spaltenumformungen vom Typ II.

Satz 3.3
Fiir A € Mat,,(R) ist

A* . A=A A% =det(A) - 1,

Bewets.

n

(A*A)y; = k- an

k=1
n

= E akj-det(Akj)
k=1
n

3.2

= ak; - det(aq, ..., @i—1, a5, Qit1, ..oy Qn)
k=1

n

= det(a1, ..., a;—1, E Al Chy Qit1y vey An)
k=1

= det(al, ey Ai—1, Qg y Q414 -eey an)
= (51‘]‘ . det(A)
= (det(A) - 1n)y;

Analog bestimmt man die Koeffizienten von AA%, wobei man det(A;x) = det(A%,) = det((A")x;) benutzt.

Folgerung 3.4

Es ist GLy (R) = {A € Mat, (R) | det(A) € R*} und fiir A € CL,(R) ist A~' = gl -

Beweis. Satz 3.3 und Folgerung 2.12

O
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Satz 3.5 (Laplace’scher Entwicklungssatz)
Sei A = (a;;) € Mat,(R). Fiir jedes ¢,5 € {1,..,n} gilt die Formel fiir die Entwicklung nach der
i-ten Zeile:

det(A) =) (=1)"" - a;; - det(Aj))
Gleiches gilt auch fiir Spalten.

Beweis. Nach Satz 3.3 ist

= Z Qg5 * det(Aij)
= Z aij - (—1)i+j ~det(A;j)
Analog auch fiir Spalten. ]

Satz 3.6 (Cramer’sche Regel)
Sei A € GL,(R) mit Spalten ai,...,a, und sei b € R". Weiter sei z = (x1,...,2,)" € R" die
eindeutige Losung des Linearen Gleichungssystems Ax = b. Dann ist fir i = 1,...,n

= det(al, ey Qj—1, b, Ajd1y eey an)
—

det(A)
Beweis.
-1
xi = (A"7b)s
:Z(Ail)u b;
j=1
3.4 1 i #
= Ay
det(A) g 0
j=1
3.2 1 =
= m . z;b] . det(al, ey A5—1, €4, Aj41, ...,an)
=
- . sy Ui—1,05, Ai+1,5 ... Un U
det(A) det(ai,...,ai—1,bj,@it1, ..., an)

Definition 3.7 (Minor)
Sei A = (aij) € Matyxn(R) und 1 < r < m, 1 < s < n. Eine r x s- Teilmatrix von A ist eine
Matrix der Form (@i, jv)p,e € Matyxs(R) mit 1 <i; < ... <i, <mund 1 < j; < ... < j, <n. st

A’ eine r x r-Teilmatrix von A, so bezeichnet man det(A’) als einen r-Minor von A.
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m Beispiel 3.8
Ist A € Mat,(R) und i,j € {1,...,n}, so ist Aj; eine Teilmatrix und det(Aj;) = (—1)"*J aﬁ ein

(n — 1)-Minor von A.

Satz 3.9
Sei A € Mat,,(R) und r € N. Genau dann ist tk(A) > r, wenn es eine r X r- Teilmatrix A’ von A

mit det(A’) # 0 gibt.

Beweis. o Hinrichtung: Ist rk(A) > r, so hat A r linear unabhiingige Spalten a1, ..., a,. Die Matrix A =
(a1, ..., ar) hat den Rang r und deshalb 7 linear unabhéngige Zeilen a1, ..., a,.. Die r x r-Matrix A hat dann
Rang r, ist also invertierbar, und det(A) # 0.

o Riickrichtung: Ist A" eine 7 x r-Teilmatrix von A mit det(A") # 0, so ist rk(A) > rk(A4’) =r. O

Folgerung 3.10
Sei A € Mat,, x»(K). Der Rang von A ist das grofite » € N, fiir das A einen von Null verschiedenen

r-Minor hat.
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4. Determinante und Spur von Endomorphismen

Sei n € N und V ein K-Vektorraum mit dimg (V) = m.

Satz 4.1
Sei f € Homg (V,W), A" eine Basis von V und A = Ma/(f). Sei weiter B € Mat, (K). Genau
dann gibt es eine Basis B’ von V mit B = Mp/(f), wenn es S € GL,(K) mit B = SAS~! gibt.

Beweis. Ist B’ eine Basis von V mit B = Mp/(f), so ist B = SAS™" mit S = Tg;. Sei umgekehrt B = SAS™!
mit S € GL,(K). Es gibt eine Basis B’ von V mit Tf, = S, also Mp/(f) = T4 - M/ (f)-(Tf) ™' = SAS™" = B:
Mit B = (@4 (fs'(e1)), s Par(f (en))) ist ®ar o fi' = idy o®p/, also Tg},/ = Mﬁ/ (idv) = S™!. Folglich ist
TS = (T8 ' = (S7')~! = S nach Satz 6.2. 0

Definition 4.2 (Ahnlichkeit)
Zwei Matrizen A, B € Mat,,(R) heien dhnlich , wenn (in Zeichen A ~ B) es S € GL,(R) mit
B = SAS™! gibt.

Satz 4.3

Ahnlichkeit von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation auf Mat,, (R).

Beweis. o Reflexivitat: A =1, - A- (]ln)f1
« Symmetrie: B=SAS ' = A=S5"'BS=5""'B(S ")}
o Transitivitit: B = SAS™, C =TBT ' = C =TSAS™'T™' = (TS)A(ST)™* O

Satz 4.4
Seien A, B € Mat,,(R). Ist A ~ B, so ist

det(A) = det(B)

Beweis. B = SAS™', S € GLy(R), det(B) = det(S) - det(A) - det(S)™! = det(A) nach Theorem 2.11 und
Folgerung 2.12 O

Definition 4.5 (Determinante eines Endomorphismus)

Die Determinante eines Endomorphismus f € Endg (V) ist

det(f) = det(Mp(f))

wobei B eine Basis von V ist. (Diese ist wohldefiniert nach Satz 4.1 und Satz 4.4)

Satz 4.6
Fir f,g € Endg (V) gilt:

L det(ldv) =1
o det(fog) = det(f)-det(g)
o Genau dann ist det(f) # 0, wenn f € Autg (V). In diesem Fall ist det(f~1) = det(f)~*
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Beweis. e Kklar
o folgt aus Folgerung 6.6 und Theorem 2.11

o folgt aus Folgerung 6.5 und Folgerung 2.12 ]

Definition 4.7 (Spur einer Matrix)
Die Spur einer Matrix A = (a;;) € Mat,, (R) ist

tr(A4) = z": Qi
i1

Mathematica/WolframAlpha-Befehle (Spur einer Matrix)
Auch fir die Spur einer Matrix hat Mathematica bzw. WolframAlpha eine Funktion:

Tr({{1, 2, 3}, {4, 5, 6}, {7, 8, 9}}]

Lemma 4.8
Seien A, B € Mat,,(R)

o tr: Mat,(R) — R ist R-linear
o tr(At) =tr(A)
e tr(AB) = tr(BA)

Beweis. in den Ubungen bereits behandelt O

Satz 4.9
Seien A, B € Mat,(R). Ist A ~ B, so ist tr(A) = tr(B).

Beweis. B=SAS™", S € GL,(R) = tr(B) = tr(SAS™") = tr(AS~1S) = tr(A) O

Definition 4.10 (Spur eines Endomorphismus)

Die Spur eines Endomorphismus f € Endg (V) ist

tr(f) = tr(Mp(f))

wobei B eine Basis von V ist (Diese ist wohldefiniert nach Satz 4.1 und Satz 4.9)

» Bemerkung 4.11
Im Fall K = R kann man wie in Bemerkung 2.3 den Absolutbetrag der Determinante eines f €
Endg (K™) geometrisch interpretieren, ndmlich als das Volumen von f(Q), wobei @ = [0,1]™ der
Einheitsquader ist, und somit als Volumenanderung durch f. Auch das Vorzeichen von det(f) hat

eine Bedeutung: Es gibt an, ob f orientierungserhaltend ist. Fiir erste Interpretationen der Spur
siehe A100.
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Kapitel V

Endomorphismen

In diesem Kapitel seien K ein Korper, n € N eine natiirliche Zahl, V' ein n-dimensionaler K-VR und

f € Endg (V) ein Endomorphismus.

Das Ziel dieses Kapitels ist, die Geometrie von f besser zu verstehen und Basen zu finden, fiir die Mp(f)

eine besonders einfache oder kanonische Form hat.

1. Eigenwerte

» Bemerkung 1.1
Wir erinnern uns daran, dass Endg (V) = Homg (V, V) sowohl einen K-VR als auch einen Ring
bildet. Bei der Wahl einer Basis B von V wird f € Endg (V) durch die Matrix Mp(f) = ME(f)

beschrieben.

m Beispiel 1.2

2
K:R,AZ EMatg(R),f:fAeEndK(KZ)
2 1
1 1 -1
A = , A =
1 -1 1
1 1 3 0
= mit B = : ist Mp(f) =
1 -1 0 -1

1
Der Endomorphismus f = f4 streckt also entlang der Achse R - um den Faktor 3 und spiegelt

entlang der Achse R -
-1
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Definition 1.3 (Eigenwert, Eigenvektor, Eigenraum)
Sind 0 # 2z € V und A € K mit f(z) = Ax so nennt man A einen Eigenwert von f und x einen
Eigenvektor von f zum Eigenwert . Der Eigenraum zu A € K ist Eig(f,\) = {z € V| f(z) = \x}.

» Bemerkung 1.4
Fir jedes A € K ist Eig(f,A) ein UVR von V, da

Eig(f,A) ={x e V| f(z) = A}
— (s eV | f(z)~ A-idy(z) = 0}
={zeVI[(f-Xidy)(z) =0}
= Ker(f — X-idy)

und f — A-idy € Endg (V).

» Bemerkung 1.5
Achtung! Der Nullvektor ist nach Definition kein Eigenvektor, aber A = 0 kann ein Eigenwert sein,
ndmlich genau dann, wenn f ¢ Autgx (V), siehe Ubung. Die Menge der Eigenvektoren zu  ist also
Eig(f, \)\{0} und X ist genau dann ein Eigenwert von f, wenn Eig(f, A) # {0}.

m Beispiel 1.6
Ist A =diag(A1,...,\n) und f = fa € Endg (K™), so sind Ay, ..., A\, EW von f und jedes e; ist ein
EV zum EW ;.

Satz 1.7
Sei B eine Basis von V. Genau dann ist Mp(f) eine Diagonalmatrix, wenn B aus EV von f besteht.

Beweis. Ist B = (z1,...z,) eine Basis aus EV zu EW Ay, ..., \n, so ist Mp(f) = diag(A1, ..., An) und umge-
kehrt. O
m Beispiel 1.8

Sei K =R, V =R? und f, € Endg(R?) die Drehung um den Winkel « € [0, 27)

cos(a) —sin(a)
= Me(fa) =
sin(a)  cos(w)
Fir a = 0 hat f, = idg2z nur den EW 1.
Fir a = 7 hat f, = —idg2 nur den EW -1.
Fir a # 0,7 hat f, keine EW.

Lemma 1.9
Sind Aq, ..., A\, paarweise verschiedene EW von f und ist z; ein EV zu \; fir ¢ = 1,...,m, so ist

(1, ..., Zm) linear unabhéngig.

Beweis. Induktion nach m

m = 1: klar, denn x; # 0
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m — 1 — m: Sei Z;’;l,ui:ci =0 mit p1,..., um € K.

0=(f—X-idy) <Z,ux>

= Zuz‘(f(fri) — Am - ;)

I
IS
=
b

|

>

3
<
B3

Nach IB ist ps(A\i — Am) =0 furi=1,....m —1,da \; # A\, flir ¢ # m also p; =0 fiir 4 = 1,...,m — 1. Damit
ist auch ., = 0. Folglich ist (x1, ..., m) linear unabhéngig. O

Satz 1.10
Sind Ay, ..., A, € K paarweise verschieden, so ist

> Eig(f, \) = P Eig(f, o).
=1 =0

Beweis. Seien x;,y; € Big(f, \i) firi =1,...,m. Ist ) 7" @y = > 7"y, soist Y " @i —yi = 0.
o.E.seien z; Z0firi=1,....,rund z; =0 fir i =r+1,...,m. Ware r > 0, so wiren (21,Z;i.,, zr) linear abhéngig,
aber z; = z; — y; € Eig(f, \:)\{0}, im Widerspruch zu Lemma 1.9. Somit ist z; = y; fiir alle ¢ und folglich ist
die Summe Y Eig(f, \;) direkt. O
Definition 1.11 (EW und EV fiir Matrizen)
Sei A € Mat,,(K). Man definiert Eigenwerte, Eigenvektoren, etc von A als Eigenwerte, Eigenvek-

toren von fa € Endg (K™).

Mathematica/WolframAlpha-Befehle (Eigenwerte und Eigenvektoren)

Um die Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix A zu berechnen, gibt es in Mathematica bzw.

WolframAlpha verschiedene Moglichkeiten:
o Eigenvalues[A]: liefert eine Liste der Eigenwerte
o Eigenvectors[A]: liefert eine Liste der Eigenvektoren

o Eigensystem[A]: liefert zu jeden Eigenwert den Eigenvektor

Satz 1.12
Sei B eine Basis von V und A € K. Genau dann ist A ein EW von f, wenn A ein EW von

A = Mg(f) ist. Insbesondere haben dhnliche Matrizen die selben EW.

Beweis. Dies folgt aus dem kommutativen Diagramm
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denn fa(z) = Az < (Ppo fa)(z) =Pp(A\zr) <= [f(Pr(z)) = ADp(x).
Ahnliche Matrizen beschreiben den selben Endomorphismus beziiglich verschiedener Basen, vgl. Satz 4.1 O
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2. Das charakteristische Polynom

Satz 2.1
Sei A € K. Genau dann ist A ein EW von f, wenn det(\ - idy —f) = 0.

Beweis. Da Eig(f,\) = Ker(\-idv —f) ist A genau dann ein EW von f, wenn dimg (Ker(A-idyv —f)) > 0, also
wenn A - idy —f ¢ Autx (V). Nach Satz 4.6 bedeutet dies, dass det(\-idy —f) =0 O

Definition 2.2 (charakteristisches Polynom)
Das charakteristische Polynom einer Matrix A € Mat,, (K) ist die Determinante der Matrix ¢- 1,, —
A € Mat, (K[t]).

xa(t) =det(t- 1, — A) € K[t]

Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus f € Endg (V') ist x¢(t) = X, () (t), wobei

B eine Basis von V ist.
Mathematica/WolframAlpha-Befehle (charakteristisches Polynom)

Die folgende Funktion liefert das charakteristische Polynom einer Matrix A mit der Variable x

CharacteristicPolynomial [A,x]

Satz 2.3
Sind A, B € Mat,,(K) mit A ~ B, so ist x4 = xp. Insbesondere ist x; wohldefiniert.

Beweis. Ist B=SAS™ mit S € GL,(K),soistt-1,—B=S(t-1,—A)S " alsot-1, —B~t-1,— A und
dhnliche Matrizen haben die selben Determinante Satz 4.4.
Sind B, B’ Basen von V, so sind Mp(f) ~ Mp:(f), also Xy (f) = XMy (5) O

Lemma 2.4
Fir A € K ist x7(A\) = det(A - idy —f).

Beweis. Sei B eine Basis von V und A = Mp(f) = (aij)s,;- Dann ist Mp(A-idy —f) = A+ 1, — A. Aus IV.2.8
und 1.6.8 folgt det(t- 1, — A)(A\) = det(\ - 1, — A). Folglich ist
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Satz 2.5
Sei dimg (V) =n und f € Endg (V). Dann ist x(t) = Y_i, a;t* ein Polynom vom Grad n mit

ap =1
a1 = —tr(f)
ao = (=1)" - det(f)

Die Nullstellen von x ¢ sind genau die EW von f.

Beweis. Sei B eine Basis von V und A = Mg(f) = (ai;)i,;. Wir erinnern uns daran, dass tr(f) = tr(A
Yoy i Bsist xp(t) = det(t — 1o — A) = > sgn(o) [, (t0i,06) — @io())-
Der Summand fiir o = id ist HZL:I(t —ai) =t" + ZLI(—aii)tnfl + ...+ H?Zl(—aii)

Fiir o # id ist o(¢) # ¢ fir mindestens zwei 4, der entsprechende Summand hat also Grad héchstens n — 2. Somit

haben a;,, und a,—1 die oben behauptete Form, und ap = xa(0) = det(—A) = (—1)" - det(f).
Die Aussage iiber die Nullstellen von x s folgt aus Satz 2.1 und Lemma 2.4.

Folgerung 2.6
Ist dimg (V') = n, so hat f hochstens n Eigenwerte.

Beweis. Satz 2.5 und Folgerung 6.10

Definition 2.7 (normiertes Polynom)
Ein Polynom 0 # P € K|t] mit Leitkoeffizient 1 heit normiert .
m Beispiel 2.8

1. Ist A = (ai;)i,; eine obere Dreiecksmatrix, so ist xa(t) = [[;_; (t — ai;), vgl. Beispiel 2.9
Insbesondere ist x1, (t) = (¢t — 1), xo(t) = t"

A
2. Fir eine Blockmatrix A = ! mit quadratischen Matrizen A1, Az ist x4 = x4, XA,
0 A,
vgl. Beispiel 2.9
3. Fur
0 0 —Cp
1
0o . : : oy ey Cne1 € K
0o ... 0 1 0 —cpo1

ist xa(t) =t" + Z?:_Ol citt

Man nennt diese Matrix die Begleitmatrix zum normierten Polynom P = t" + Z;ZOI c;t’ und
schreibt Mp := A

O
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3. Diagonalisierbarkeit

Definition 3.1 (diagonalisierbar)
Man nennt f diagonalisierbar , wenn V eine Basis B besitzt, fir die Mp(f) eine Diagonalmatrix

ist.

Lemma 3.2

Genau dann ist f diagonalisierbar, wenn

V = Eig(f,\)

AEK

Beweis. (=): Ist B eine Basis aus EV von f (vgl. Satz 1.7),soist B < |J Eig(f, A),also V = span( |J Eig(f,)) =

NEK AEK
Z/\EK Elg(f7 A)
(<) Ist V=37 Big(f,\), so gibt es Ai,...;A\n € K mit V= 37" | Eig(f, A\;). Wir wihlen Basen B; von
Eig(f, Ai). Dann ist | J B; ein endliches Erzeugendensystem von V, enthélt also eine Basis von V' (Theorem 3.6).
i=1
Diese besteht aus EV von f. O

Satz 3.3
Ist dimg (V') = n, so hat f hochstens n Eigenwerte. Hat f genau n Eigenwerte, so ist f diagonali-

sierbar.

Beweis. Ist X ein EW von f, so ist dimg (Eig(f,A)) > 1. Sind also A1, ..., A, paarweise verschiedene EW von f,

so ist

n = dimg (V) > dimg (Z Eig(f, )\1)>

i=1

2% dimg (EB Eig(f, )\i)>

1=0

- ZdimK(Eig(ﬁ Ai))

=1

>m

Ist zudem m = n, so muss

dimg (V) = dimg (Z Eig(f, A:)) sein, also

i=1

V=2 Eig(f. M)
i=1

Nach Lemma 3.2 ist f genau dann diagonalisierbar. |

Definition 3.4 (a teilt b)
Sei R ein kommutativer Ring mit seien a,b € R. Man sagt, a teilt b (in Zeichen a | b), wenn es
x € R mit b = ax gibt.
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Definition 3.5 (Vielfachheit)
Fiir 0 # P € K[t] und A € K nennt man p(P,\) = max{r € Nsg | (¢ —r)" | P} die Vielfachheit
der Nullstelle A von P.

Lemma 3.6

Genau dann ist p(P,A\) > 1, wenn A eine Nullstelle von P ist.

Beweis. (=): (t—\) | P= P(t) = (t — A) - Q(t) mit Q(t) € K[t] = P(A\) =0-Q(\) = 0.
(<): PN =0% (t—A) | P(t) = u(P,)\) > 1. o
Lemma 3.7
Ist P(t) = (t — A)" - Q(t) mit Q(¢t) € K[t] und Q(N\) # 0, so ist u(P,\) =r

Beweis. Offensichtlich ist (P, ) > r. Ware (P, \) > r+1,s0 (t—=\)"T" | P(t) also (t—\)"-Q(t) = (tf/\)Tﬂ-R(t)
mit R(t) € K[t], folglich (¢t — X) | Q(t), insbesondere Q(X) = 0.
(Denn wir diirfen kiirzen: R ist nullteilerfrei, genau so wie K|[t]).

(t=X"(QE) = (= NR() = 0= Q) = (t = NR(). U

Lemma 3.8
Sind P,Q, R € K[t] mit PQ = PR, und ist P # 0, so ist Q@ = R.

K [t] nullteilerfrei
=

Beweis. PQ=PR= P(Q—R)=0 Q—-—R=0,dh Q=R. |

Lemma 3.9

Bs ist Y\ c g #(P,A) < deg(P), mit Gleichheit genau dann, wenn P in Linearfaktoren zerfallt.

Beweis. Schreibe P(t) =[], (t=X)"™-Q(t), wobei Q(t) € K[t] keine Nullstellen mehr besitzt. Nach Lemma 3.7
ist u(P,\) = 7y fiir alle A und somit deg(P) = ZAGK ra + deg(Q) > ZAeK w(P,A\) mit Gleichheit genau
dann,wenn deg(Q) = 0, also Q = ¢ € K, d.h. genau dann, wenn P(t) = c- HAGK(t —A)"™. d

Lemma 3.10
Fuar \ € K ist

dimg (Eig(f, A)) > p(zs, A)

Beweis. Ergénze eine Basis B von Eig(f, \) zu einer Basis B von V. Dann ist

Al %
A= Msg(f)=

0o A

mit einer Matrix A" € Mat,,—s(K), also x(t) = xa(t) £ Xa1-Xar (t) = (E—=X)°-xas(t) und somit dimg (Eig(f, X)) =
s < p(zg,N). O
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Satz 3.11 (Diagonalisierungssatz)
Genau dann ist f diagonalisierbar, wenn
wixr, A) fur alle A € K.

Beweis. Es gilt

dimr () Big(f, )

AEK

X in Linearfaktoren zerfallt und dimg (Eig(f,\)) =

= dimx (€D Eig(/, )

AEK
Theorgn 4.12 Z dimK (Elg(f, )\))
AEK
3.10
<> nlx ) (1)
AEK

< deg(xr) (2)
=n

Nach Lemma 3.2 ist f genau dann diagonalisierbar, wenn dimg (), ;. Eig(f, A)) = n, also wenn bei (1) und
(2) Gleichheit herrscht. Gleichheit bei (1) bedeutet dimg (Eig(f, X)) = u(xy, A) fir alle A € K, und Gleichheit
bei (2) bedeutet nach Lemma 3.9, dass xs in Linearfaktoren zerfillt. d

Definition 3.12 (algebraische und geometrische Vielfachheit)
Man nennt pq(f,A) = pu(xy,A) die algebraische Vielfachheit und py(f, A) = dimg (Eig(f, \)) die

geometrische Vielfachheit des Eigenwertes A von f.

» Bemerkung 3.13

Wieder nennt man A € Mat,,(K) diagonalisierbar, wenn f4 € Endg(K™) diagonalisierbar ist, also

wenn A ~ D fiir eine Diagonalmatrix D.
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4. Trigonalisierbarkeit

Definition 4.1
Man nennt f trigonalisierbar , wenn V eine Basis B besitzt, fir die Mp(f) eine obere Dreiecks-

matrix ist.
m Beispiel 4.2

Ist f diagonalisierbar, so ist f auch trigonalisierbar.

Lemma 4.3

Ist f trigonalisierbar, so zerféllt x; in Linearfaktoren.

Beweis. Klar aus Beispiel 2.8 und Satz 2.3. O

Definition 4.4 (invariant)
Ein Untervektorraum W <V ist f-invariant , wenn f(W) < W.

» Bemerkung 4.5
Ist W ein f-invarianter UVR von V| so ist f|w € Endg (W).

m Beispiel 4.6
1. V hat stets die f-invarianten UVR W = {0} und W = V.

2. Jeder UVR W < Eig(f, A) ist f-invariant.

3. Ist B = (x1,...,x,) eine Basis von V, fir die Mp(f) eine obere Dreiecksmatrix ist, so sind

alle UVR W; = spang (21, ..., z;) f-invariant.

4. Sei V. =W e U, B; = (x1,...,x,) Basis von W, Ba(xy41,...,2,) Basis von U und B =

(21, .oy p). Ist W f-invariant, so ist

M
M) = B (flw) =
0 *
Sind W und U f-invariant, so ist
Mp, 0
My (f) = B, (flw)
0 MB2 (f|U)

Lemma 4.7
Ist W C V ein f-invarianter UVR, so gilt x¢|,, | xs. Hat W ein lineares Komplement U, dass auch
f-invariant ist, so x5 = Xf|w * Xf|u-

Beweis. Erginze eine Basis By = (21, ...,2») von W zu einer Basis B = (z1,...,x,) von V. Sei A = Mzp(f),
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Ao = Mg, (f|w). Dann ist

folglich xy = x4 = x4, - Xc, insbesondere x ¢, | Xs-
Ist auch U = span (zr41, ..., Tn) f-invariant, so ist

und folglich x5 = xa = X0 - XC = Xflw " Xflu- H

Theorem 4.8 (Trigonalisierungssatz)

Genau dann ist f trigonalisierbar, wenn x s in Linearfaktoren zerféllt.

Beweis. (=): Lemma 4.3

(«<): Induktion nach n = dimg (V).

n = 1: trivial

n —1 — n: Nach Annahme ist x¢(¢) = H?=1(t — Ai) mit A\,..., A € K. Sei z1 ein EV zum EW A;. Dann
ist Vi = K - x1 ein f-invarianter UVR. Ergdnze B1 = (z1) zu einer Basis B = (z1,...,2») von V und setze

By = (x2,...,%n), V2 = spang (B2).

= Mgp(f) = Ay € Mat,_1(K)

Xs () = X1 - Xas = (= A1) - xa, (1)

n

3.7
xan ) =[JE-2)
i=2
Seien m1,m2 € Endg (V) gegeben durch Mp(m) = diag(1,0,...,0) und Mpg(m) = diag(0,1,...,1). Dann ist
mi 472 =idy und f; = mofist f =idv of = fi+ f2 und f2|v, € Endk (V2). Nach Induktionshypothese ist fa|v,
trigonalisierbar, da Mp(f2|v,) = Az, also Xy, |, = x4, Dies bedeutet, es gibt also eine Basis Bj = (xh, ..., x),)

von V5, fiir die Mp, (f2]v,) eine obere Dreiecksmatrix ist. Somit ist fiir B' = (21,75, ...,z},) auch

Mp/(f) = Mp/(f1) + Mp/(f2)

A1 % 0 0
= +
0 0 0 Mgy (falva)

eine obere Dreiecksmatrix. O

Folgerung 4.9
Ist K algebraisch abgeschlossen, so ist jedes f € Endg (V) trigonalisierbar.

Beweis. Ist K algebraisch abgeschlossen, so zerfillt nach Satz 6.14 jedes Polynom iiber K in Linearfaktoren,

insbesondere also xy. (]
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Folgerung 4.10
Ist V ein endlichdimensionaler C-VR, so ist jedes f € End¢ (V) trigonalisierbar.

Beweis. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra Theorem 6.16 ist C algebraisch abgeschlossen. ]

87



5. Das Minimalpolynom Kapitel V: Endomorphismen

5. Das Minimalpolynom

Definition 5.1

Fiir ein Polynom P(t) = > I ¢;t" € K]|t] definieren wir P(f) = > /" ¢;f* € Endg(V), wobei
fo=idv, fl=f, f2=fof, ..

Analog definiert man P(A) fir A € Mat,, (K).

» Bemerkung 5.2

) ] K[t] = Endg (V) ]

Die Abbildung ist ein Homomorphismus von K-VR und Ringen. Sein Kern
P P(f)

ist das Ideal
Iy :={P e K[t] | P(f) =0}
und sein Bild ist der kommutative Unterring

KIf): = {P() | P € K[t))
= spang(f°, f*, f2,...)

des (im Allgemeinen nicht kommutativen) Rings Endg (V).

Analog definiert man Z4 und K[A] < Mat,, (K).

Lemma 5.3

Iy #{0}

Beweis. Wire Ty = {0}, so wire K[t] — Endg (V) injektiv, aber dimg (K[t]) = oo > n? = dimg (Endg (V)),
ein Widerspruch. O

Satz 5.4
Es gibt ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom 0 # P € K[t] kleinsten Grades mit P(f) = 0.
Dieses teilt jedes @ € K[t] mit Q(f) = 0.

Beweis. Nach Lemma 5.3 gibt es 0 # P € K[t] mit P(f) = 0 von minimalem Grad d. Indem wir durch den
Leitkoeffizienten von P teilen, kénnen wir annehmen, dass P normiert ist.
Sei Q € Zy. Polynomdivision liefert R, H € K[t] mit @ = P - H + R und deg(R) < deg(P) = d. Es folgt
R(f)=Q(f)— P(f)-H(f) =0. Aus der Minimalitat von d folgt R = 0 und somit P | Q.
e

Ist Q zudgl?n norr;l(;ert vom Grad d, so ist H = 1, also Q@ = P, was die Eindeutigkeit zeigt. |

Definition 5.5 (Minimalpolynom)

Das eindeutig bestimmte normierte Polynom 0 # P € K|t] kleinsten Grades mit P(f) = 0 nennt

man das Minimalpolynom P von f.

Analog definiert man das Minimalpolynom P4 € K[t] einer Matrix A € Mat,, (K).
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Mathematica/WolframAlpha-Befehle (Minimalpolynom)
Die Funktion fiir das Minimalpolynom p mit der Variable ¢ von einer Matrix A in Mathematica
bzw. WolframAlpha lautet:

MinimalPolynomial [A,x]

m Beispiel 5.6
1. A=1,, xa(t) =t —1", Pa(t) =t —1

2. A=0, xalt) =t", Pa(t) =t

3. Ist A = diag(ay, ..., a,) mit paarweise verschiedenen Eigenwerten Aj,..., A\, so ist xa(t) =
[Ty (t—ai) = [Ty (=X e Ua), Pa(t) =TT, (+-A:) und es folgt deg(Pa) > [{ar, ...an}| =
r.
Definition 5.7 (f-zyklisch)
Ein f-invarianter UVR W < V heifit f-zyklisch , wenn es ein x € W mit W = span (x, f(z), f%(z), ...)
gibt.

Lemma 5.8

Sei # € V und x; = fi(x). Es gibt ein kleinstes k mit z; € spany (zo,21,...,75_1), und W =

spang (2o, ..., x—1) ein f-zyklischer UVR von V mit Basis B = (zo,...,zx—1) und Mp(f|w)
M

Xflw *

Beweis. Da dimg (V) = n ist (xo, ..., ) linear abhingig, es gibt also ein kleinstes k mit (xo, ..., xx—1) linear
k=1

unabhéngig, aber (o, ..., 21) linear abhéngig, folglich xx € span (o, ..., zx—1). Mit zx = f(@r—1) = >, ) —cizi
ist dann Da dimg (V) = n ist (xo,...,zn) linear abhingig, es gibt also ein kleinstes k mit (zo, ..., zx—1) linear
unabhéngig, aber (zo, ..., zx) linear abhédngig, folglich z) € spany (zo, ..., zk—1). Mit xx = f(zr_1) = Zf;ol —Ci%;
ist dann

0 0 —oco

1

Mp(flw)= |0

0 .. 0 1 0 —ck-1

somit X ¢|y, :tk—l—zzol cit?, also MB(f\W):MXf‘W. O

Theorem 5.9 (Satz von Cayley-Hamilton)
Fir f € Endg (V) ist x¢(f) = 0.

Beweis. Sei € V. Definiere ; = f(z) und W = spany (zo,...,zx—1) wie in Lemma 5.8. Sei xy,, = t* +
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Zi:ol cit’, also f(xgp—1) = Ef;ol —c;x;. Wenden wir xy|,, (f) € Endg (V) auf x an, so erhalten wir

k—1
Xslw (F)(@) = (fk + Zcz'fZ) (z)
k-1

k-1
g _Cil’i‘f'g CiTi
i=

1 1=1

0

Aus x¢p,, | xr (Beispiel 4.6) folgt somit x;(f)(z) = 0, denn ist x5 = Q - xy|,, mit Q € K[t], so ist xs(f) =
Q(f) o X sl (f), also x¢(f)(z) = Q(f) (X (f)(x)) = 0. Da z € V beliebig war, folgt x¢(f) =0 € Endx (V). O
—_—

=0

Folgerung 5.10
Es gilt Py | x¢. Insbesondere ist deg(Py) < n.

Beweis. Theorem 5.9 + Satz 5.4 O

» Bemerkung 5.11
Ist B eine Basis von V und A = Mp(f), so ist P4 = Py. Insbesondere ist P4 = Pp fiir A ~ B. Als
Spezialfall von Theorem 5.9 erhélt man x4(A) =0 und P4 | xa.

» Bemerkung 5.12
Der naheliegende “Beweis* x4 = det(tl,, — A)(A) = det(AL, — A) = det(0) = _0 ist falsch!
~~ ~

€Mat,, (K) €K
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6. Nilpotente Endomorphismen

» Bemerkung 6.1
Fir f € Endg (V) sind

o f{0} = Ker(f°) C Ker(f!) C Ker(f?) C ...
o V=Im(f°) DIm(f) DIm(f?)D..

Folgen von UVR von V. Nach der Kern-Bild-Formel Folgerung 7.13I11.7.13 ist
dim g (Ker(f%)) + dimg (Im(f*)) = dimg (V) Vi

Da dimg (V) = n < oo gibt es ein d mit Ker(f%) = Ker(f4*%) und Im(f¢) = Im(f4*+?) fiir jedes
1> 0.

m Beispiel 6.2
f=fa, A€ Matg(K).

1 0

« A= : {0} = Ker(f°) = Ker(f!) = ...
0 1
1 0

« A= : {0} = Ker(f%) c Ker(f!) C Ker(f?) = ... = spang(ez)
0 0
0 1

« A= {0} = Ker(f°) ¢ Ker(f') c Ker(f?) =..=K?
00 —epang (1)
0 0

« A= ): {0} = Ker(f%) C Ker(f!) = Ker(f?) =... = K?
0 0

Lemma 6.3
Seien f,g € Endg (V). Wenn f und g kommutieren, d.h. fog = go f, so sind die UVR Ker(g)

und Im(g) f invariant.

Beweis. Ist © € Ker(f), so ist g(f(z)) = f(g(z)) = f(0) = 0, also f(z) € Ker(g). Fiir g(z) € Im(g) ist
flg(x)) = g(f(x)) € Im(g). O

Satz 6.4 (Lemma von Fitting)
Seien V; = Ker(f?), W; = Im(f?), d = min{i | V; = Vi;1}. Dann sind

(0} =VoCWVi C...CVy=Va1=..

=

V=WoDOW12D..OWyg=Wyi1=..

Folgen f-invarianter UVR und V = V; & W,.
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Beweis. Da f* und f7 fiir beliebige 4, j kommutieren, sind V; und V; nach Lemma 6.3 f-invariant fiir jedes i. Aus
dimg (V;) + dimg (W;) = n folgt d = min{i | W; = Wi,1}, insbesondere ist Im(f¢) = Im(f¢*!) = f(Im(f?)),
somit Wyt = Im(f‘”i) = Wy fiir ¢ > 0, also auch Vi = Vgq; fiir alle 7 > 0.

Insbesondere ist fd|wd : Wa — Waq = Wy surjektiv, also auch injektiv, also Vg N Wy = {0}. Aus der Dimensi-
onsformel 11.4.12 folgt dann dimg (Vg + Wy) = dimg (Vy) + dimg (Wg) = dimg (V). Folglich ist Vg + Wg =V
und Vg N Wy = {0}, also V = V; & Wy. O

Definition 6.5 (nilpotent)

Ein f € Endg (V) heiBt nilpotent , wenn f* = 0 fiir ein & € N. Analog heifit A € Mat, (K)
nilpotent, wenn A* = 0 fiir £ € N. Das kleinste k mit f* = 0 bzw. A* heiBt die Nilpotenzklasse
von f bzw. A.

Lemma 6.6

Ist f nilpotent, so gibt es eine Basis B von V, fiir die Mpg(f) eine strikte obere Dreiecksmatrix ist.

Beweis. Induktion nach n = dimg (V).

n=1:f"=0=f=0

n > 1: Sei k die Nilpotenzklasse von f und U = Ker(f* *). Dann ist U C V. Da f* = f* 1o fist f(V) C U,
insbesondere f|y € Endg (U). Da f|y nilpotent ist, gibt es nach I.H. eine Basis By von U, fiir die Mp(f|v) eine

strikte obere Dreiecksmatrix ist. Erginze By zu einer Basis B von V. Da f(V) C U ist dann auch

Mp, (flv)  *
Ms(f)={ "
0 0
eine strikte obere Dreiecksmatrix. |
Satz 6.7
Fir f € Endg (V) sind dquivalent:
1) f ist nilpotent
2) f*=0firneN
3) Ps(t)=t"fiireinr <n
4) xs(t) =
5) Es gibt eine Basis B von V, mit
0 = *

eine strikte obere Dreiecksmatrix ist.

Beweis.
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o 1 5): Lemma 6.6

o 4 3): Nach Folgerung 5.10 ist Py | x5 = t", also t" = P;(t)Q(¢t) mit @ € K|[t]. Schreibe P;(t) =
t* Pi(t),Q(t) = t* - Q1(t) mit a,b €N, Pi,Q:1 € K[t], P1(0) #0, Q1(0) #0
@) = P ()Qu (1) und (P1Q1)(0) # 0
=n—(a+b)=0= P =1, somit Ps(t) =t°

) =
o 5) = 4): Beispiel 2.8
) =

e 3)=2)t"=0,r<n=f"=0

e 2) = 1): nach Definition O
Folgerung 6.8

Die Nilpotenzklasse eines nilpotenten Endomorphismus f € Endg (V) ist hochstens dim g (V).

Folgerung 6.9
Ist d := min{i | Ker(f?) = Ker(fi*1)}, so ist d < dimg (Ker(f)) = pa(f,0).

Beweis. Sei Vq = Ker(f%), Wy = Im(f?), k = dimg(Vy). Da V = Vy @ Wy ist x5 = Xilv, * Xflw,- Da flv,
nilpotent ist, ist x|, = ¢ nach Satz 6.7. Da flw, injektiv ist, ist Xflw, (0) # 0. Somit ist pa(f,0) = p(xy,0) L0k,
Da dimg (Ker(f%)) > ... > dimg (Ker(f)) > 0 ist k = dim (Ker(f%)) > d, falls d > 0, sonst klar. O

» Bemerkung 6.10

Beweis. Es ist (Jk)r = (6i+r,j)i,j fir » > 1.

Die Bedeutung nilpotenter Endomorphismen beim Finden geeigneter Basen ergibt sich aus der
folgenden Beobachtung:

Ist A eine obere Dreiecksmatrix, so ist A = D + N, wobei D eine Diagonalmatrix ist und N eine
strikte obere Dreiecksmatrix ist. Anders gesagt: Jeder trigonalisierbare Endomorphismus ist Summe

aus einem diagonalisierbaren und einem nilpotenten Endomorphismus.

Definition 6.11 (Jordan-Matrix)
Fiir & € N definieren wir die JORDAN-Matrix

0 1 O 0
J=|: . . 0| € Matg(K)

1

0 0

weiter setzen wir fiir A € K Jp(A\) := A1 + Ji.

Lemma 6.12
Die JORDAN-Matrix Jj, ist nilpotent von Nilpotenzklasse k.
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Satz 6.13

k
Ist f nilpotent von Nilpotenzklasse k, so gibt es eindeutig bestimmte 71, .., ri € Nsomit > drg =n

d=1
und eine Basis B von V mit

MB(f) = diag(Jk, ceey Jk, ceey Jl, ceey Jl)
—— ——

ri viele r1 viele

Beweis. Sei U; = Ker(f*). Nach Satz 6.4 haben wir eine Folge {0} = Uy C Uy C ... C Uy = V mit f(U;) C U;_1
fir alle i > 0.

k
Wir konstruieren eine Zerlegung V = EB Wy mit U; = U1 @ Wi, f(W;) C Wiy, flw, injektiv fiir ¢ > 1.
d=1
V = Uy
V=Up-1® Wi
V=Up2®Wir_1® Wy

V=UpW1D..0Wg

Wihle Wi, mit V = Uy, = Up—1 ® Wi. Ist k > 1, so ist Wi NKer(f) C Wi NUx—1 = {0}, also f|w, ist injektiv.
Des weiteren ist f(W5) C Ux—1 und aus Wi, NUi_1 = {0} folgt f(Wi)NUk—2 = {0}. Wir kénnen deshalb Wj_,
mit Ug—1 = Up—2 @ Wi—1 und f(Wy) C Wi_1 wahlen. Somit ist V = Ug—1 @ Wi = Ug—2 ® Wi—1 & Wj. Wir
setzen dies fort und erhalten V.= Uy @ W1 @ ... @ Wi, mit f(W;) C W;—1 und f|w, injektiv fur ¢ > 1, wobei
Uo = {0} und W1 = Ker(f).

Sie rq = dimg (Wa) — dimg (Wa41), wobei wir Wi41 = {0}. Wahle nun eine Basis (zx,1, ..., Tk,r,) von Wy. Ist
k > 1, so ist f|w, injektiv und wir kénnen (f(zg,1), ..., f(@k,r,)) durch Elemente xx_11,...,Zk—1,r,_, Zu einer

Basis von Wj,_; ergénzen, und so weiter.

k
DaV =@ Wy ist

d=1
B={f(xa;)|d=1,...,k,j=1,...,rq,i=0,...,d — 1}

eine Basis von V| die bei geeigneter Anordnung das Gewiinschte leistet.

Es bleibt zu zeigen, dass r1, ..., 7, eindeutig bestimmt sind. Ist By eine Basis, fir die M, (f) in der gewiinschten

Form ist, so ist

d=

ES
9
Il

-

woraus man sieht, dass r1, ..., durch U, ..., Uk, also durch f eindeutig bestimmt. O
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m Beispiel 6.14 01 3
Sei f = f4 mit A = 0 2 | € Mat3(R)
0
0 0 2
A? = 0 0].,42=0
0

=k=3,Up= {0},U1 =Rey,Us =Re; + Rey,Us = V.
Wihle W3 mit V = U3 = U2 @ Wg, z.B. W3 = Reg.
Wihle Wy mit Uy = Uy @ W und f(W3) C Wa, also
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7. Die Jordan-Normalform

Definition 7.1 (Hauptraum)
Der Hauptraum von f zum EW X der Vielfachheit r = u,(f, \) ist

Hau(f, \) = Ker ((f - )\idv)r>

Lemma 7.2
Hau(f, A) ist ein f-invarianter UVR der Dimension dim g (Hau(f, \)) = ua(f, A), auf dem f— Xidy
nilpotent ist und X flttan(riny) = (t— )\)Ma(fv\)

Beweis. f kommutiert sowohl mit f als auch mit idy, somit auch mit (f — Aidy)". Die f-Invarianz von U =
Hau(f, M) folgt aus Lemma 6.3. Nach Folgerung 6.9 ist dimg (U) = pa(f—Aidy,0) und da x£(t) = x5—xidy (t—A)
ist pa(f,A) = plxy, A) = pa(f — Aidv,0). Da f — Xidv |y nilpotent ist xy_xiay |, (t) = t7, somit xy, () =
(t—N)". O

Satz 7.3 (Hauptraumzerlegung)

Ist xp(t) = [T, (t — \)™ mit Ag,..., A, € K paarweise verschieden und 71, ...,7, € N, so ist
V =@, V; mit V; = Hau(f, \;) eine Zerlegung in f-invariante UVR und fiir jedes 7 ist Xflv. (t) =
(t— )™

Beweis. Induktion nach m.

m=1r=n 7:>2 V =V.

m — 1 — m: Nach Satz 6.4 ist V = Vi @ W1 mit W1 = Im((f — A\;idv)") eine Zerlegung in f-invariante UVR
mit dimg (V1) = 71, dimg (W1) = n — r1. Somit ist x5 = Xflv, * Xoflw, und Xflv, 2 (t —A1)™ also Xflw, =
[[%,(t —Xi)"™. Nach LH. ist also W1 = @, Hau(f|w,, Ai). Es ist fiir i > 2 Hau(f|w,,A:) C Hau(f, i) = Vi
und da dimg (Hau(f|w,, Ai)) = r; = dimg (Hau(f, X;)) gilt Gleichheit. Damit ist

V=VieW

= V1 @& (D Hau(flw:, )
1=2

=viePv
i=2

-G :

i=1
m Beispiel 7.4

f=1rfa

A= 1 41| ¢ Matg(R)
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xa(t) = (t—1)%(t — 2) = R® = Hau(f, 1) ® Hau(f, 2)
—_—

dim=2 dim=1

Hau(f,1) = Ker((f —id)?) = L((A — 1)%,0)
Hau(f,2) = Ker(f — 2id) = Eig(f,2) = L(A — 21, 0)

0 3 0 12
A—1= 1 4 |,(A-1)= 0 4 = Hau(f,1) = Rej + Res
0 1
-1 3 12
A—-21= -1 4 = Hau(f,2) =R | 4
0 1
1 0 12
Mit B = o, 11].,] 4 ist
0 0 1
1 3
Mg(f) = 1

Theorem 7.5 (Jordan-Normalform)
Sei f € Endg (V) ein Endomorphismus, dessen charakteristisches Polynom xy in Linearfaktoren
zerféllt. Dann gibt es r € N, p11, ..., € K und kq, ...,k € Nmit Y, k; = dimg (V) und eine

Basis B von V' mit

Mp(f) = diag(Jr, (11); -5 i, (7))

Die Paare (u1,k1), ..., (f4r, k) heiflen die JORDAN-Invarianten von f und sind bis auf Reihenfolge

eindeutig bestimmt.

Beweis. Schreibe xf(t) = [, (t—Ai)"™ mit A1, ..., A, € K paarweise verschieden, r; € N. Sei V; = Hau(f, \;).
Nach Satz 7.3 ist V = EB:il Vi eine Zerlegung in f-invariante UVR. Fir jedes ¢ wenden wir Satz 6.13 auf

(f — Aiidv)|v; an und erhalten eine Basis B; von V; und ki1 > ... > ki s, mit
MB((f =\ id)|Vi) = diag(Jki,n--'v Jki,si)

Es folgt Mg, (f|v,) = M, (Xiidv,) + Mp,((f — X\iidv)|v;). Ist nun B die Vereinigung der B;, so hat Mg (f) die
gewiinschte Form. Die Eindeutigkeit der JORDAN-Invarianten folgt aus der Eindeutigkeit der k; ; in Lemma 6.3.0]
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» Bemerkung 7.6
Ist K algebraisch abgeschlossen, so haben wir nun eine (bis auf Permutationen) eindeutige Nor-
malform fir Endomorphismen f € Endg (V) gefunden. Aus ihr lassen sich viele Eigenschaften des

Endomorphismus leicht ablesen.

Folgerung 7.7
Sei f € Endg (V) trigonalisierbar mit x(t) = [[/", (t — \i)*a(FA) 0 Pr(t) = [T, (¢ — \i)% und
JorDAN-Invarianten (u1, k1), ..., (b, kr). Mit J; = {j | p; = A;} ist dann

pg(f,Ni) = |Ji]
pa(f X)) = Yk
JEJ:

di = max{kj | ] c Jl}

Bewets. o fig: Klar, da xf(t) = H;Zl(t — ) =TI, - A )Ha(F:A)
* pg: lese Basis von Eig(f, A;) aus JORDAN-NF: Jeder Block J;(A;) liefert ein Element der Basis.
« d;: folgt, da Ji; nilpotent von Nilpotenzklasse k; ist (Lemma 6.12). |

Folgerung 7.8

Genau dann ist f diagonalisierbar, wenn

xf(t) = H(t—g\)” ALy .oy A € K paarweise verscheiden und
i=1

Py(t) = H(t = i)
i=1

Beweis. Genau dann ist f diagonalisierbar, wenn f trigonalisierbar ist und die JORDAN-NF die Diagonalmatrix

ist (Eindeutigkeit der JNF), also k; = 1 fiir alle j. Nach Folgerung 7.7 ist dies dquivalent dazu, dass d; = 1 fiir
alle i, also Py =T (£t — X\). O

» Bemerkung 7.9
Wieder definiert man die JORDAN-Invarianten, etc. von einer Matrix A € Mat,, (K) als die JORDAN-

Invarianten von f4 € Endg(K™).

Folgerung 7.10
Seien A, B € Mat, (K) trigonalisierbar. Genau dann ist A ~ B, wenn A und B die gleichen

JORDAN-Invarianten haben.

Beweis. Existenz und Eindeutigkeit der JORDAN-Normalform. |
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Kapitel VI

Skalarprodukte

In diesem ganzen Kapitel seien
e K=Roder K=C
e nEN

e V ein n-dimensionaler K-VR

1. Das Standardskalarprodukt

Sei zundchst K = R.
Definition 1.1 (Standardskalarprodukt in R)

Auf den Standardraum V' = R™ definiert man das Standardskalarprodukt in R (.) : R” x R™ — R
durch

n
(w,y) =a'y = i
=1

Satz 1.2
Das Standardskalarprodukt erfiillt die folgenden Eigenschaften:

e Fir z,2/,y,y € R” und X € R ist:

(z+2',y) = (z,y) + {z',y)
(Az,y) = Mz, y)

(z,y +y) = (z,9) + (2,9)
(2, \y) = Nz, )

o Fiir z,y € R" ist (z,9) = (y,z)

o Firz e R"ist (z,y) >0und (z,2) =0 < =0

Bewets. o Kklar

e Kklar

n

o (z,@) =171 @} >a] fiir jedes j = (z,2) > 0 und (z,z) > 0 falls z; # 0 fiir ein j.

Definition 1.3 (euklidische Norm in R)
Auf K = R" definiert man euklidische Norm in R || - || : R™ — Rx>( durch

2]l = vz, z)
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Satz 1.4 (Ungleichung von Cauchy-Schwarz)
Fir z,y € R™ gilt

[z, )] <[]l - llyll

Gleichheit genau dann, wenn x und y linear abhéngig sind.

Beweis. siehe Analysis, siche VI.§3

Anmerkung
Der Beweis dieser Ungleichung wird im Skript spéter noch behandelt, war aber fiir mich nicht

verstédndlich, deswegen hier noch mal ein einfach zu verstehender Beweis: Wir betrachten dazu das

Skalarprodukt
0< (x— Ay, —\y)
Mit dem Anwenden der Rechenregeln ergibt sich:

= (z = Ay, z) — (z — Ay, Ay)
= (z— My, ) — Az — Ay, y)
(
(

z,2) — (Ay,z) — Mz, y) + A (g, )

z,2) = Ay, ) — Az, y) + A\ (5, 9)

Jetzt setzen wir

Also ergibt sich

(@,y) < lll® - llyll?
= [z, 9) [ <[l - [lyll
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Satz 1.5
Die euklidische Norm erfiillt die folgenden Eigenschaften:

e Firz e R"ist ||z|| =0 <= =0
e Firz € R™ und X € R ist ||[Az|| = |A| - ||z

o Firz,y e R™ ist ||z +yl| < [l=f| + [ly]|

Bewets. e Satz 1.2
e Satz 1.2

1.4
o llz+yl* =z +y,z+y) = (x,2) +2a,y) + {9 < =)+ 2lllllyl + lyl* = el +1yl)* = llz +yl <
]l + llyll 0

Sei nun K = C.
Definition 1.6 (komplexe Konjugation, Absolutbetrag)

Fir z,y € R und z = x 4+ iy € C definiert man z = x — iy heifit komplexe Konjugation .. Man

definiert den Absolutbetrag von z als

|z| = Vzz =22 + 42 € Rxg

Fir A = (Clij)i,j S Math"(C) sehen wir

A = (aij)i,; € Matmxn(C)

Satz 1.7

Komplexe Konjugation ist ein Ringautomorphismus von C mit Fixkorper
{zeC|z=2z}=R

Bewesis. siehe LAAG1 H47 O

Folgerung 1.8
Fiir A, B € Mat,(C) und S € GL,(C)ist A+ B=A+B AB=A-B,A'=A4,51=§

Beweis. Satz 1.7, einfache Ubung O

Definition 1.9 (Standardskalarprodukt in C)
Auf K = C" definiert man das Standardskalarprodukt in C (-,-) : C" x C" — C durch

n
(r,y) =a'y = Z Ty,
i=1
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Satz 1.10
Das komplexe Standardskalarprodukt erfiillt die folgenden Eigenschaften:

o Fir z,2’,y,’ € C" und X € C ist:

(z+2'y) = (z,y) + (z',y)
(Az,y) == Nz, y)
(,y+9) = (z,y) + (z,9)

<x,)\y) = <-T7y>
e Fiir z,y € C" ist (z,y)

o FirzeC"ist (z,y) € Rsp und (z,2) =0 <= =0

Beweis. o klar
e Kklar
o (ea) = Y0, i = Y0 [l 0
Definition 1.11 (euklidische Norm in C)
Auf V = C definiert man die euklidische Norm in C || - || : C* — R durch

2] = v/ (2, z)

» Bemerkung 1.12
Schrankt man das komplexe Skalarprodukt auf den R™ ein, so erhélt man das Standardskalarpro-
dukt auf dem R"™. Wir werden ab jetzt die beiden Fille K = R und K = C parallel behandeln.
Wenn nicht anders angegeben, werden wir die Begriffe fiir den komplexen Fall benutzen, aber auch

den reellen Fall einschlieflen.
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2. Bilinearformen und Sesquilinearformen

Sei K =R oder K =C.
Definition 2.1 (Bilinearform, Sesquilinearform)

Eine Bilinearform (K = R) bzw. Sesquilinearform (K = C) ist eine Abbildung s: V x V — K fiir
die gilt:

o Firz, 2,y € Vist s(x +a',y) = s(z,y) + s(z',y)
e Fir 2,9/ € V ist 5@y +1) = s(2,9) + 5(2,7)

e Firz,yeV, e K ist s(Ax,y) = As(z,y)

o Firz,yeV, e K ist s(z,\y) = s(:v,y)

» Bemerkung 2.2
Im Fall K = R ist A = \. Wir werden der Einfachheit halber auch in diesem Fall von Sesquilinear-

formen sprechen, vgl. Bemerkung 1.12

m Beispiel 2.3
Fir A = (ai;):; € Mat,(K) ist s4 : K™ x K" — K" gegeben durch

ij=1

n n
salw,y) = Ay =a' | Y aiyy; | =D aimiy;
j=1

eine Sesquilinearform auf V = K".

Definition 2.4

Sei s eine Sesquilinearform auf V und B = (vy, ..., v,) eine Basis von V. Die darstellende Matrix

von s bzgl. B ist

Mp(s) = (s(vi,v)))i,; € Maty, (K)
m Beispiel 2.5
Die darstellende Matrix des Standardskalarprodukts s = s7,, auf den Standardraum V = K" bzgl.
der Standardbasis &£ ist

Lemma 2.6
Seien v,w € V. Mit x = ®5'(v), y = ®3' (w) und A = Mp(s) ist s(v,w) = v* Ay = s4(x,y).

Beweis. Achtung: v; beschreibt das i-te Element der Basis B!
s(u,w) = (301 wivi, 30 yv5) = Y00 wiys(v,v5) = 2t Ay O
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Satz 2.7
Sei B eine Basis von V. Die Abbildung s — Mp(s) ist eine Bijektion zwischen den Sesquilinear-

formen auf V und Mat,, (K).

Beweis. e injektiv: Lemma 2.6

o surjektiv: Fiir A € Mat, (K) wird durch s(v,w) = ®3'(v)" - A- ®5"(w) eine Sesquilinearform auf V mit

Mg(s) = (s(vi,w;))i; = (efAe;)i; = (eiAe;)i; = A definiert. O

Satz 2.8 (Transformationsformel)

Seien B und B’ Basen von V und s eine Sesquilinearform auf V. Dann gilt:

Mp:(s) = (T5) - Mg(s) - T

Beweis. Seien v,w € V. Definiere A = Mg(s), A’ = Mp:(s), T = Tgl und z,y,z’,y’ € K™ mit v = ®p(x) =
bp(z'), w=®p(y) = Pp(y’). Dann ist z = Tx', y = Ty’ und somit

17 2.6

(@) Ay = s(v,w)
L z' Ay
= (T2)' ATy
= (&)'T' ATy
Da v,w € V und somit z’,y" € K beliebig waren, folgt A = T'AT. O

m Beispiel 2.9
Sei s das Standardskalarprodukt auf dem K™ und B = (by, ..., b,) eine Basis des K™. Dann ist

Mp(s) = (TB)t - Me(s)- TE = Bt - 1,,- B = B'B
wobei B = (b1, ...,b,) € Mat, (K).

Satz 2.10

Sei s eine Sesquilinearform auf V. Dann sind dquivalent:

Es gibt 0 # v € V mit s(v,w) = 0 fir alle w € V.

Es gibt 0 # w € V mit s(v,w) =0 fiir alle v € V.

o Es gibt eine Basis B von V mit det(Mp(s)) = 0.

o Fir jede Basis B von V gilt det(Mp(s)) = 0.

Beweis. Sei B eine Basis von V, v = ®p(z) und A = Mp(s). Genau dann ist die (semilineare) Abbildung
w > s(v,w) die Nullabbildung, wenn z‘Ay = 0 fiir alle y € K™, also wenn 0 = 2' 4, d.h. A’z = 0. Somit ist (1)
genau dann erfiillt, wenn A’ nicht invertierbar ist, also wenn 0 = det(A") = det(A). Damit (1) = (4) = (3) = (1)
gezeigt und (2) <= (4) zeigt man analog. O
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Definition 2.11 (ausgeartet)

Eine Sesquilinearform s auf V' heifit ausgeartet , wenn eine der dquivalenten Bedingungen aus
Satz 2.10 erfiillt ist, sonst nicht-ausgeartet.

Definition 2.12 (symmetrisch, hermitesch)

Eine Sesquilinearform s auf V' heifit symmetrisch , wenn bzw. hermitesch , wenn

s(z,y) = s(y,z) furallez,yeV

—t _
Eine Matrix A € Mat,,(K) heifit symmetrisch bzw. hermitesch, wenn A = A* = A = A’.

Mathematica/WolframAlpha-Befehle (symmetrische bzw. hermitesche Matrizen)

Wie fiir vieles Andere auch, hat Mathematica bzw. WolframAlpha auch dafiir eine Funktion:

SymmetricMatrixQ[A]

HermitianMatrixQ[A]
Satz 2.13
Sei s eine Sesquilinearform auf V und B eine Basis von V. Genau dann ist s hermitesch, wenn

Mp(s) dies ist.

Beweis. (=): klar aus Definition von Mp(s).

() z =25, y =25 (w), s(v,w) = s(v,w)" = (¢ Ay)" =y’ A"z = s(w,v) O
Satz 2.14
Fir A, B € Mat,(K) und S € GL,,(K) ist (A+ B)* = A* + B*, (AB)* = B*A*, (A*)* = A und
(S—l)* — (S*)fl.

Beweis. Folgerung 1.8, Lemma 1.14, Satz 1.15 O
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3. Euklidische und unitiare Vektorraume

Lemma 3.1

Sei s eine hermitesche Sesquilinearform auf V. Dann ist s(z,z) € R fiir alle z € V.

Beweis. Da s hermitesch ist, ist s(z,z) = s(z, z), also s(z,z) € R. O

Definition 3.2 (quadratische Form)

Sei s eine hermitesche Sesquilinearform auf V. Die quadratische Form zu s ist die Abbildung

V>R
gs :

x> s(z,x)

» Bemerkung 3.3
Die quadratische Form g5 erfiillt das gs(Az) = |A|? - ¢s(z) fiir alle z € V, A € K. Im Fall K = R,
V=R" z=(21,...,2,)" s = 54, A € Mat,,(R) ist ¢s(2) = sa(z,2) = 2’ Az = 377", aj;z;x; ein

“quadratisches Polynom in den Variablen z1, ..., x,“.

Satz 3.4 (Polarisierung)

Sei s ein hermitesche Sesquilinearform auf V. Dann gilt fir z,y € V:

s(z,y) = s(gs(x +y) —gs(v) —qs(y)) K=R

— N =

s(@,y) = 7(as(x +y) = as(z —y) +igs(z +iy) —igs(z —7y)) K=C

Beweis. Im Fall K = R ist

¢s(z+9y) — ¢s(2) — ¢s(y) = s(z + y,z +y) — s(z,x) — s(y,y)

S(l‘, l’) + S(I, y) + S(y,I) + S(ya y) - 8(1’.’ LK) - S(y7 y)
= s(z,y) + s(y, ) — 2s(z,y)
Im Fall K = C: UA O

Definition 3.5 ((semi)definit, euklidischer Vektorraum, unitérer Vektorraum)
Sei s eine hermitesche Sesquilinearform auf V. Ist s(z,z) > 0 fir alle € V, so heifit s positiv
semidefinit . Ist s(z,z) > 0 fiir alle 0 # € V, so heifit s positiv definit (oder ein Skalarprodukt).

Eine hermitesche Matrix A € Mat,,(K) heifit positiv (semi)definit, wenn s4 dies ist.

FEinen endlichdimensionalen K-Vektorraum zusammen mit positiv definiten hermiteschen Sesquili-

nearformen nennt man einen euklidischen bzw. unitdren Vektorraum (oder auch Prahilbertraum).

Wenn nicht anderes angegeben, notieren wir die Sesquilinearform mit (-, -).
m Beispiel 3.6
Der Standardraum V = K™ zusammen mit dem Standardskalarprodukt ist ein euklidischer bzw.

unitarer Vektorraum.
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m Beispiel 3.7
Ist A = diag(\1, ..., \n) mit A; € R, so ist s4 genau dann positiv definit, wenn A; > 0 fur alle i,

und positiv semidefinit, wenn \; > 0 fiir alle 3.

Satz 3.8
Ist V' ein unitdrer Vektorraum und U C V ein Untervektorraum, so ist U mit der Einschrankung

des Skalarprodukts wieder ein unitdarer Vektorraum.

Beweis. klar, die Einschrankung ist wieder positiv definit. O

Definition 3.9

Ist V ein unitdrer Vektorraum, so definiert man die Norm von x € V als

2]l = vz, z) € Rxo

Satz 3.10

Die Norm eines unitdren Vektorraums erfiillt die folgenden Eigenschaften:
e FirzeVist ||z|| =0 < =0
o Firz e Vund A € K ist ||[Az|| = |A| - [|z]|

o Firz,y e Vist |z +yl <zl + |yl

Beweis. o Das Skalarprodukt ist positiv definit.
e klar
¢ Wie im Fall im R™ O

Satz 3.11

Ist V ein unitdrer Vektorraum, so gilt fiir z,y € V:

| @9 | < =]l - Iyl

Dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn z und y linear abhéngig sind.

Beweis. Fir y =0 ist die Aussage klar.
Sei also y # 0. Fir A\, u € K ist

0 < Az + py, Az + py)
=M\ (@, @) + e (Y, y) + M-, y) + ek (y, )

Setzt man A = A = (y,y) > 0 und = — (x,%) ein, so erhélt man

0 < M- [llPlyll* + pih — At — (z, ) Xy, )
= Mzl lylI” = |, 9) 1)

Teilen durch A und Wurzelziehen liefert die Ungleichung. Gilt dort Gleichheit, so ist || Az 4+ py|| = 0 folglich (da
A # 0) sind dann x,y linear unabhingig. Ist © = ay mit o € K, so ist | (z,y) | = |o| - [Jy]|* = ||z - ||y]| O
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4. Orthogonalitit

Sei V ein euklidischer bzw. unitarer Vektorraum.
Definition 4.1 (orthogonal, orthogonales Komplement)

Zwei Vektoren x,y € V heiflen orthogonal , in Zeichen = 1 y, wenn (z,y) = 0. Zwei Mengen
X,Y C V sind orthogonal, in Zeichen X L Y, wenn « L y fiirallez € X und y € Y.

Fir U C V bezeichnet
Ut ={zcV |z Lufiralleuc U}

das orthogonale Komplement zu U.

UJ_
RZ’)

Lemma 4.2
Fir z,y € V ist

ez ly<=ylzx
e 210

e xlax <— =0
Beweis. klar O

Satz 4.3
Fiir U C V ist U+ ein Untervektorraum von V mit U 1 U+ und U N U+ C {0}.

Beweis. Linearitat des Skalarprodukts im ersten Argument liefert, dass U+ ein Untervektorraum ist. Die Aus-

sage UL L U ist trivial, U L U™ folgt dann aus Lemma 4.2. Ist u € U N U™, so ist insbesondere u L u, also

v = 0 nach Lemma 4.2. (]
Definition 4.4 (orthonormal)
Eine Familie (x;);e; von Elementen von V ist orthogonal, wenn x; L x; fiir alle ¢ # j, und
orthonormal , wenn zusétzlich ||z;|| = 1 fur alle 7. Eine orthogonale Basis nennt man eine Orthogonalbasis,

eine orthonormale Basis nennt man eine Orthonormalbasis.
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» Bemerkung 4.5
Eine Basis B ist genau dann eine Orthonormalbasis, wenn die darstellende Matrix des Skalarpro-
dukts beziiglich B die Einheitsmatrix ist. (Beispiel: Standardbasis des Standardraum beziiglich des

Standardskalarprodukts)

Lemma 4.6
Ist die Familie (z;);e; orthogonal und z; # 0 fiir alle ¢ € I, so ist (x;);cs linear unabhéngig.

Beweis. TIst Ziel Aiz; =0, \; € K, fast alle gleich 0, so ist 0 = <Zi€[ )\ixi,x]—> = Eiel Ai {(xi, x5) = Nj (x5, 25)
Aus z; # 0 folgt (x;,x;) > 0 und somit A\; = 0 fiir jedes j € I. O

Lemma 4.7
Ist (x;)ier orthogonal und z; # 0 fiir alle 4, so ist (y;)iesr mit

1
Yi = 57 77%
[EA|

orthonormal.
Beweis. Fiir alle 7 ist (y;,y;) = ﬁg (i, ;) = 1.
Fiir alle i # j ist (yi, ;) = [zqey (€6 25) = 0.

Satz 4.8

Sei U C V ein Untervektorraum und B = (z1, ..., ) eine Orthonormalbasis von U. Es gibt genau
einen Epimorphismus pry : V. — U mit pry [y = idy und Ker(pry) L U, insbesondere also
x —pry L U fir alle x € V, genannt die orthogonale Projektion auf U, und dieser ist geben durch

T Z (z, ;) 24 (1)

Beweis. Sei zunichst pry; durch ?? gegeben. Die Linearitit von pr; folgt aus (S1) und (S3). Fir u = Zi;l Aixi €
U ist (u,z;) = Zle NiTi, xj ) = Zle Xi (T3, ;) = Aj, woraus pry(u) = u. Somit ist pry |y = idy, und ins-
besondere ist pry; surjektiv. Ist pry(z) = 0, so ist (x,z;) = 0 fiir alle 4., woraus mit (S2) und (S4) sofort z L U
folgt. Somit ist Ker(pr,) L U.

Fiir z € V ist pry; (x—pry (x)) = pry (z) —pry (pryy (z)) = pry (z) —pry (z) = 0, also z —pry; (z) € Ker(pry) C U+,
Ist f: V — U ein weiterer Epimorphismus mit f|y = idy und Ker(f) L U, so ist

pry () — f(x) = pry(z) —z — f(x) —z € UNU" = {0}
—.— N —— ——
cU 2% cU+ cU+

fiir jedes x € V, somit f = pry;.
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Theorem 4.9 (Gram-Schmidt-Verfahren)
Ist (z1, ..., x,) eine Basis von V und k < n mit (x4, ..., xx) orthonormal, so gibt es eine Orthonor-
malbasis (Y1, ..., Yn) von V mit y; = x; fur i = 1, ...,k und spang (y1, ..., y;) = spang (z1, ..., x;) fur

l=1,..n.

Beweis. Induktion nach d = n — k.
d = 0: nichts zu zeigen
d—1 — d: Fiir i # k+1 definiere y; = x;. Sei U = span (1, ..., Tk), Thy1 = Tht1 — Pry(Te—1). Dann ist x4 €

Ker(pry,) C U+ (vgl. Satz 4.8) und span (z1,..., Tk, Tip1) = spang (z1, ..., Tey1). Setze yry1 = mxk’:’»l.

Dann ist (y1, ..., yn) eine Basis von V mit (y1, ..., yx+1) orthonormal (vgl. Lemma 4.7). Nach Induktionshypothese

gibt es eine Orthonormalbasis von V, die das Gewiinschte leistet. O
Folgerung 4.10

I Jeder endlichdimensionale euklidische bzw. unitidre Vektorraum V' besitzt eine Orthonormalbasis.

Beweis. Wihle irgendeine Basis von V' und wende Theorem 4.9 mit £ = 0 an. (]
Folgerung 4.11

I Ist U ein Untervektorraum von V, so ist V =U & U+ und (U+)*+ = U.

Beweis. Wihle eine Orthonormalbasis von U (vgl. Folgerung 4.10), B = (x1, ..., &) und ergénze diese zu einer
Orthonormalbasis (21, ...,2,) von V (vgl. Theorem 4.9). Dann sind zj11,...,z, € U L, da UNU* = {0} ist
somit V = U @ U™. Insbesondere ist dimg(U') = n — dimg (U), woraus dimg ((UH)*) = dimg (U) folgt.
Zusammen mit der trivialen Inklusion U C (U+)* folgt U = (U*)*. O

Folgerung 4.12

Ist s eine positiv definite hermitesche Sesquilinearform auf V' und B eine Basis von V, so ist

det(Mp(s)) € Rsg
Beweis. Wihle eine Orthonormalbasis B’ von V beziiglich s. Dann ist Mg/ (s) = 1,, folglich
det(Mp(s)) = det ((T},?,)f 1, E)
— det ((T2)?) - det (E)
= det (Tg/) - det (Tg’,)
— Jdet (TE)
>0 ]
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5. Orthogonale und unitire Endomorphismen

Sei V' ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum und f € Endg (V).
Definition 5.1 (orthogonale, unitire Endomorphismen)

f ist orthogonal bzw. unitir , wenn

(f(2), f(y) = (z,y) Vo,yeV

Satz 5.2

Ist f unitér, so gelten
o Firx e Vist ||f(x)] = |-
e Sind z,y € V mit L y, so ist f(z) L f(y).

Es ist f € Autg (V) und auch f=! ist unitér.

¢ Das Bild einer Orthonormalbasis unter f ist eine Orthonormalbasis.

o Ist A ein Eigenwert von f, so ist |\| = 1.

Beweis. e Kklar
o Kklar

o f(z)=0 <= ||f(2)]| =0 < ||z|| =0 <= 2 =0, also ist f injektiv, somit f € Autx (V) und
(I @7 ) T U @) AT )) = (@)

e Folgt aus 1, 2 und 3
o Ist f(z) = Az, x #0, so ist

[zl = 1f @) = [Az]l = [A] - [lz]] = [A[ =1 U
Satz 5.3
Ist || f(z)|| = ||z|| fir alle z € V, so ist f unitér.
Beweis. Aus ||f(z)|| = ||lz|| folgt (f(z), f(x)) = (x,z). Die Polarisierung (Satz 3.4) fir (f(x), f(y)) und die

Linearitét von f liefern (f(z), f(y)) = (x,y). Zum Beispiel im Fall K = R:

(f(@), f(y) = % <f(m) + /), f(x) +f(y)> — (f(@), f(2)) = (f(v), f ()

f(z+y) f(z+y)

(z+y,z+y) —(x,2) — (¥, )
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Definition 5.4 (orthogonale, unitire Matrizen)

Eine Matrix A € Mat,,(K) heifit orthogonal bzw. unitir , wenn

A*A =1,

Mathematica/Wolfram Alpha-Befehle (orthogonale bzw. unitire Matrizen)
Auch fiir orthogonale bzw. unitidre Matrizen A gibt es eine Mathematica bzw. WolframAlpha-

Funktion

OrthogonalMatrixQ[A]

UnitaryMatrixQ[A]

» Bemerkung 5.5
Offenbar ist A genau dann unitér, wenn A* das Inverse zu A ist. Die folgenden Bedingungen sind

daher dquivalent dazu, dass A unitér ist:

AA* =1, AA' =1,,A"A=1,, A" = A1

Satz 5.6

Sei B eine Orthogonalbasis von V. Genau dann ist f unitir, wenn Mp(f) unitar ist.

Beweis. Sei A= Mg(f), v=®5(z), ®5(y). Dann ist (v, w) = z* Mp((-,-)) -y = ' - y. Somit ist f genau dann
=1

unitir, wenn (Ax)thy = 2%y fiir alle z,y € K™, also wenn AYA = 1, d.h. A unitér. |

Satz 5.7
Die folgenden Mengen bilden Untergruppen der GL,, (K).

e 0, ={A€GL,(R) | Aist orthogonal} die orthogonale Gruppe

e SO, ={A €0, | det(A) =1} die spezielle orthogonale Gruppe

e U, ={AeGL,(C) | A ist unitér} die unitére Gruppe

e SU, ={A €U, | det(A) = 1} die spezielle unitire Gruppe

Beweis. z.B. fiir U,: Sind A™' = A*, B™! = B*, soist (AB)™' = B™'A™! = B*A* = (AB)*, (A" )™ ' = A=
(A*)—l :(A—l)* D

Satz 5.8
Genau dann ist A € Mat,, (K) unitir, wenn die Spalten (oder die Zeilen) von A eine Orthonormal-
basis des K™ bilden.

Beweis. Sei s das Standardskalarprodukt und B = (a1, ...,a,). Nach Bemerkung 4.5 ist B genau dann eine
Orthonormalbasis, wenn Mp(s) = 1, und Mp(s) = A" -1, ~X, vgl. Beispiel 2.9 O
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Theorem 5.9
Sei K = C und f € Endg (V). Ist f unitér, so besitzt V eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren

von f.

Beweis. Induktion tiber n = dimg (V).

n = 0: klar

n — 1 — n: Da K algebraisch abgeschlossen ist, hat x; eine Nullstelle A, es gibt also einen Eigenvektor x; von f
zum Eigenwert A. Ohne Einschrdnkung nehmen wir ||z|| = 1 an. Sei W = K - z;. Nach Folgerung 4.11 ist dann
V=WaeW" Firve W weW ist

0= (v,w) = (f(v), f(w)) = A(f(v), w)

da A # 0 (f unitdr) also f(W*) L W. Somit ist f(W*) C W+, dh. W ist f-invariant. Da auch f| 1
unitér ist, gibt es nach Induktionshypothese eine Orthonormalbasis (21, ..., ») aus Eigenvektoren von f|y;, 1. Da
V=Wao&W!und W L W ist (z1,...,2,) eine Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren von f. O

Folgerung 5.10
Jeder unitdre Endomorphismus eines unitédren Vektorraums ist diagonalisierbar.

Folgerung 5.11
Zu jeder A € U,, gibt es S € U, so, dass

S*AS = STYAS = diag(\1, ..., \n)

mit [A\;|=1firi=1,..,n.

Beweis. Da A unitér ist, ist fa € Endec(C™) unitdr, nach Theorem 5.9 existiert also eine Orthonormalbasis B
des C™ aus Eigenvektoren von A. Die Transformationsmatrix S = T2 hat als Spalten die Elemente von B und

somit ist S nach Satz 5.8 unitdr. Nach Satz 5.2 ist |A\| =1 fiir alle Eigenwerte von f4. O

» Bemerkung 5.12
Dies (Theorem 5.9) gilt nicht im Fall K = R. Man kann aber auch orthogonale Endomorphismen

immer “fast diagonalisieren®.
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6. Selbstadjungierte Endomorphismen

Sei V' ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum und f € Endg (V).
Definition 6.1 (selbstadjungiert)
f ist selbstadjungiert , wenn

(f(x),y) = (=, fy)) Vo,yeV

Satz 6.2
Sei B eine Orthonormalbasis von V. Genau dann ist f selbstadjungiert, wenn Mpg(f) hermitesch

ist.
Beweis. Seien A = Mp(f),v=®p(z),w = Pp(y). Es ist

(f(v),w) = (Az)y =2'A"y
(v, f(w)) = 2" Ay = 2" Ay

Somit ist (f(v),w) = (v, f(w)) genau dann, wenn A® = A, d.h. A = A*, also A hermitesch. O

Lemma 6.3

Ist f selbstadjungiert und A ein Eigenwert von f, so ist A € R.

Beweis. Ist 0 # x € V mit f(z) = Az, so ist

Mz,z) = (f(),2) = (2, f(x)) = A (z,2)

und mit (z,z) # 0 folgt A = A, also A € R. O

Satz 6.4
Ist f selbstadjungiert, so ist xy € R[¢] und xs zerfallt iber R in Linearfaktoren.

Beweis. Sei B eine Orthonormalbasis von V. Nach Satz 6.2 ist A = Mp(f) € Mat, (K) C Mat,(C) hermitesch.

Da C algebraisch abgeschlossen ist, ist x(¢) [[;_, (t — Ai) mit A1,..., A, € C. Nach Lemma 6.3 ist aber schon
AL, ..oy An € R. Somit zerfallt xsxa € R[t] iber R in Linearfaktoren. O

Theorem 6.5

Ist f selbstadjungiert, so besitzt V eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f.

Beweis. Induktion iiber n = dimg (V).

n = 0: klar

n —1 — n: Nach Satz 6.4 hat f einen reellen Eigenwert A € R. Wahle 1 € V mit f(z1) = Az und ||z = 1.
Sei W =K -x;. Fiir y € W ist

(1, f()) = (f(21),y) = Az1,y) =0
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und folglich ist W+ f-invariant. Nach Folgerung 4.11 ist V = W & W+ und flw ist wieder selbstadjungiert.
Nach Induktionshypothese hat W+ eine Orthonormalbasis (z1,...,zn) aus Eigenvektoren von fly1. Da V =

WaeWL und W L W ist (z1, ..., zn) eine Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren von f. O

Folgerung 6.6
Jeder selbstadjungierte Endomorphismus eines euklidischen oder unitédren Vektorraums ist diago-

nalisierbar.
Folgerung 6.7

Ist
o f selbstadjungiert (K = C oder R)
o f unitdr (K =C)

so ist

V = P Eig(f. )

AEK

eine Zerlegung von V in paarweise orthogonale Untervektorraume.

Beweis. Nach Theorem 5.9 bzw. Theorem 6.5 existiert eine Orthonormalbasis B aus Eigenvektoren. Insbeson-

dere ist f diagonalisierbar, also

Vv = P Eig(f, )
AEK
Zu jedem A gibt es eine Teilfamilie von B die eine Basis von Eig(f, ) bildet. Da B eine Orthonormalbasis ist,

folgt, dass die Eigenrdume paarweise orthogonal sind. O

» Bemerkung 6.8
Um eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren wie in Theorem 5.9 oder Theorem 6.5 zu bestimmen,
kann man entweder wie im Induktionsbeweis vorgehen, oder man bestimmt zunéchst Basen B von
Eig(f,A\;), 7 =1,...,n und orthonormalisiert diese mit Theorem 4.9 zu Basen B’. Nach Folgerung 6.7

ist |J B’ dann eine Orthonormalbasis von V' aus Eigenvektoren von f.
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7. Hauptachsentransformation

Sei V ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum und s eine hermitesche Sesquilinearform auf V.

Satz 7.1
Zu A € Mat,,(K) hermitesch gibt es S € U, (K) so, dass

S*AS = STLAS = diag(\1, ..., \n)
mit )\1, ,)\n € R.

Beweis. Da A hermitesch ist, ist fa € Endx (K") selbstadjungiert, es gibt also nach Theorem 6.5 also eine
Orthonormalbasis B = (x1, ..., ») aus Eigenvektoren von f4. Die Transformationsmatrix S = TEB hat =1, ...,z

als Spalten und ist somit nach Satz 5.8 unitiar. Nach Lemma 6.3 sind die Eigenvektoren A1, ..., \,, reell. O

Folgerung 7.2
Sei A € Mat,,(K) hermitesch. Genau dann ist A positiv definit, wenn alle Eigenwerte positiv sind.

Beweis. Nach Satz 7.1 existiert S € U, (K) mit
S*AS = ST'AS = D = diag(A1,...; An) AL dn ER

Die Eigenwerte von A sind die Eigenwerte von S™'AS | also A1,..., An. Sei T = S. Genau dann ist A positiv
definit, wenn T'AT = S*AS =D positiv definit ist (Satz 2.8), also wenn A; > 0. |

Theorem 7.3 (Hauptachsentransformation)

Zu jeder hermiteschen Sesquilinearform s auf V' gibt es eine Orthonormalbasis B von V, fiir die

MB(S) = diag()\l, 7/\n) ALy ey Ap ER

Beweis. Sei By = (x1, ..., ) eine Orthonormalbasis von V und A = Mp,(s). Da s hermitesch ist, ist auch A
hermitesch (Satz 2.13). Nach Satz 7.1 gibt es deshalb S € U, (K) mit S*AS = D eine reelle Diagonalmatrix. Ist
nun f € Endg (V) mit Mp,(f) = S, so ist auch B = (f(x1), ..., f(z,)) eine Basis von V mit T8 = S unitér.
Da Mg, (f) unitér ist, ist auch f unitdr. Nach Satz 5.2 ist f(Bo) = B somit auch eine Orthonormalbasis. Nach
Satz 2.8 ist

Mp(s) = (T,)" - Mp,(s) - TE, = S*AS = D O

m Beispiel 7.
2 1
A= ,s=54, K=R,V =R?
1 2
= qs(7) = 222 + 27179 + 273
Wie verhilt sich ¢, : R? = R? Wie sehen die “Hohenlinien“

H.={rcR?|q(r)=c} ceR
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aus?
Xa=(t—22-1=(t-1)Ft-3)= A =3X=1
1
=B=|—= =
V2 1) v2\ 1
= Mpg(s) = diag(3,1)

Im neuen Koordinatensystem » = ®5'(z) ist dann

qs(z) = 32% + z%

Mit a; = %, az = 1 erhalt man “Hohenlinien* der Form
21\ 2 20\ 2
(1> + (2> -
aq a2
was fiir ¢ > 0 eine Ellipse beschreibt.
z9 i) z1
T1

Folgerung 7.5

Zu jeder hermiteschen Sesquilinearform s auf V' gibt es eine Basis B von V, fiir die

1

ry(s)

Mp(s) = ~Le_gs)

mit ro(s) +r_(s) < n.

Beweis. Sei By = (x1, ..., %) eine Orthonormalbasis von V mit A = Mp,(s) = diag(A1, ..., An). Setze

L Xi#0
[Aql 7

1 Ai=0

pi =
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Sei ) = pi - @ und B’ = (a},...,},). Dann ist Mp(s) = S'AS mit § = Tg(: = diag(p1, ..., n) also Mp/(s) =
diag(Nf, ..., AL) mit X = pi - N - = piX; € {0,1, —1}. Durch Permutation der Elemente von B’ erhilt man die
gewiinschte Basis B. O

Definition 7.6 (Ausartungsraum)

Der Ausartungsraum von s ist

Vo={zeV|s(z,y)=0 VyeV}

Lemma 7.7

Vo ist ein Untervektorraum von V.

Beweis. Klar aus Linearitit im ersten Argument. O

Lemma 7.8
Seien V; und V_ Untervektorrdume von V mit V =V, & V_ & V und s positiv definit auf V,,
—s positiv definit auf V_. Dann ist

dim g (V) = max{dimg (W) | Untervektorraum von V, s positiv definit auf V'}

dim g (V_) = max{dimg (W) | Untervektorraum von V, —s positiv definit auf V'}

Beweis. Beweis nur fiir V., analog fiir V_.

klar

Ist W < V Untervektorraum mit s(z,z) > 0 Vz € W\{0}, soist WN(V_@ V;) ={0}. Ist z = y + =
mit y € V_, z € Vo, so ist s(z,z) = s(y + 2,y + 2) = w—l—s(y,z)—ks(z,y) +35(2,2) <0 = dimg(W) <

<:
>

<0 =0
dimK(V) — dimK(V_) — dimK(‘/o) = dimK(V+). O

Theorem 7.9 (Trigheitssatz von Sylvester)
Fiir eine hermitesche Sesquilinearform s auf V' sind die Zahlen r(s), r_(s) aus Folgerung 7.5

eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei B eine Basis von V wie in Folgerung 7.5, B = (1, ..., ). Definiere

Vi= SpanK(xla "'axr+(5))
Vo= SpanK(xT+(s)+l7 "'7xr+(s)+7‘_(s))

‘/0/ = spanK(:U”_ (s)+r_(s)+1y-» xn)

Dann ist s positiv definit auf V., —s positiv definit auf V_ und V =V, & V_ & V. Es gilt Vj = W
C: Kklar

D:lstz =) ",
d.h. z € V§. Nach Lemma 7.8 ist r4(s) = dimg (V4) nur von s abhéngig, analog fiir r_(s). O

Aixzi € Vo, s0ist 0 = s(z, i) = Xi-s(zi, @) firi =1, nalso\; =0furi =1, ...,r4(s)+r_(s),
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Definition 7.10 (Signatur)
Die Signatur von s ist das Tripel

(r4-(s);7—(5);70(5))

wobei r9(s) = dimg (Vo).
Folgerung 7.11
Ist s eine hermitesche Form auf V und B eine Basis von V, so ist die Zahl der positiven bzw.

negativen Eigenwerte von Mp(s) gleich 4 (s) bzw. r_(s), insbesondere also unabhéngig von B.

Beweis. Sei A = Mg(s). Nach Satz 7.1 gibt es S € U, (K) mit S*AS eine reelle Diagonalmatrix. Da S* = S~!
haben A und S*AS die selben Eigenwerte. Bringt man S*AS nun in die Form in Folgerung 7.5, so &ndern sich
die Vorzeichen der Diagonale nicht mehr. O
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8. Quadriken

Sein e N.
Definition 8.1 (Quadrik)

Eine Quadrik ist eine Teilmenge von R™ mit

Q={reR"|2"Azx + 2b'x + ¢ = 0}

mit A € Mat,,(R) symmetrisch, b* € R™ und ¢ € R.

» Bemerkung 8.2
e Q={r e R" | 30,  aijwy; + 237 biz; + ¢ = 0} also @ ist die Nullstellenmenge eines

quadratischen Polynoms in x1, ..., 2,
e @ bestimmt A, b, ¢ nicht eindeutig, da Q(A,b,c) = Q(AA, Ab, Ac)

¢ Man kann A, b, ¢ so normieren, dass ¢ =0 oder ¢ =1

» Bemerkung 8.3

Seien A, b, ¢ wie in Definition 8.1, so schreiben wir

~ A b
A=
ot e
x
T =
1

Dann ist Q = {z € R" | #* A% = 0}. Wir schreiben (A, b) fiir
(A b> € Maty, nt1(R)

Es gilt rk(A) < rk(A,b) < rk(A).

» Bemerkung 8.4 (Wiederholung)
Seien V, W K-Vektorrdume. f : V — W heifit affin, wenn 3g € Hom g (V, W) mit f(v) = g(v) + wp
Vv € V. Ist f affin und bijektiv, so ist f~! affin, d.h. Aff (V) = {f : V — V| f affin und bijektiv}.
Im Fall von V =R"™, K =R ist

AffR(R™) ={f =70 fr | T € GL,(R), z € R"}
mit fr(x) =Tz und 7,(x) =z + 2.

Lemma 8.5
Ist @ C R™ eine Quadrik, so ist f(Q) eine Quadrik, fir f € Affg(R™).
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- S 0
Beweis. f = 7.0 fr mit T € GL,(R) und 2z € R". Schreibe S = T ¢ GL,(R), S = ( ) Es gilt
0 1

Sz = Sx.

<~
StTAS St
bt S c
1 =z
Jetzt fur 7.. Sei U, = ( > U.Z = 7-(x). Man folgert analog, dass
0 1
Q) ={yeR"|§ ULAU. g =0} g
——
A Az+b

ZPA+b Az bz 4 b+ c
Definition 8.6 (Typen von Quadriken)
Sei @ gegeben durch (A, b, ¢) wie in Definition 8.1. @ heif}t
« vom kegeligen Typ , wenn rk(A4) = rk(A, b) = rk(A)

« eine Mittelpunktsquadrik , wenn rk(A4) = rk(A,b) < rk(A)

o vom parabolischen Typ , wenn rk(A4) < rk(A4,b)

o ausgeartet , wenn det(A4) =0

Lemma 8.7
Ist @ C R™ eine Quadrik, f € Affgr(R™). Von dem Typ, von dem @ ist, ist auch f(Q).

Beweis. f = fg-1, S € GLn(R). Da S invertierbar ist, ist rk(A) = rk(S*AS), analog auch rk(S*AS) = rk(A).

S 0
(S*AS, S'b) = S'(A,b) ( ) = 1k(S'AS, S'b) = rk(A, b). Fiir f = . analog. O
0 1

Definition 8.8 (Isometrie)
Eine Isometrie des R™ ist f € Affg(R™) mit

flx)=Az+b

mit b € R™ und A € GL,(R) ist orthogonal.

» Bemerkung 8.9
f:R™ — R™ ist eine Isometrie genau dann, wenn || f(z) — f(y)|| = ||lx — y|| fir alle z,y € R™.
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Theorem 8.10 (Klassifikation der Quadriken bis auf Isometrien)
Sei @ eine Quadrik. Es gibt eine Isometrie f € Affg (R™) mit f(Q), die eine der folgenden Formen

annimmt:

e f(Q)= {x e R™| Zi_c:l <%)2 oS (%)2 _ 0} k>r—k

‘ 8

. £(Q) = {x eER" | YN, (%)2 — ikt (a§>2 = 1}

‘ 8

. f(Q)_{ngn|Zf=1 (%)2*2?:“_1 (a:)22xr+1_0} k>r—k,r<n

mit a1,...,a, ERsound 0 < k<r <n

Beweis. Sei Q gegeben durch (A,b,c). Nach Satz 7.1 gibt es eine orthogonale Matrix S € O, mit S'SAS =
diag(A1, ..., A\n). Indem wir @ durch fg-1(Q) ersetzen, kénnen wir also ohne Einschriankung annehmen, dass
A = diag(A1, ..., An). Ohne Einschriankung ist weiter A1,...,A\x > 0 und Ag+1,..., Ar < 0 und Arg1,...,An = 0.
Dann ist (€r+1, ..., €n) eine Orthonormalbasis des Ausartungsraums Vp von s4.

Wenn wir @ durch 7. (Q) ersetzen, wird b durch Az+b ersetzt, wir kénnen deshalb ohne Einschriankung annehmen,
dass b € Vo. Ist n > r, also Vp # {0}, so kénnen wir eine Orthonormalbasis (vy41,...,0,) von Vo mit b €
spang (vr+1) wéhlen.

Indem wir @ durch fg-1(Q) mit S = (eq, ..., €r, Ur41, ..., Un) ersetzen, konnen wir ohne Einschrankung annehmen,

dass b= p - er41 mit p € R.

Ist nun rk(A) = rk(A, b), so gibt es z mit Az = —b, und indem wir @ durch 7 (Q) ersetzen, kbnnen wir annehmen,
dass b = 0.
e Im Fall ¢ = 0 setzt man a; = \/‘lﬁ und ersetzt gegebenenfalls (A, b, ¢) mit (—A, —b, —c), um Form 1 zu

erhalten.

e Im Fall ¢ # 0 ersetzt man (A,b,c) durch (—%A, —%b,—l) und setzt dann a; = , um Form 2 zu

1
VAl

erhalten.

o Ist tk(A) < rk(A,b), so ist insbesondere r < n und g # 0. Nun ersetzten wir @ durch 7.(Q) mit

z = —35 - €ry1 und kénnen somit auch wieder ¢ = 0 annehmen. Ersetzt man (A,b,0) durch (fiA, -1,0)
und setzt wieder a; = \/‘1)\7_‘, so erhdlt man Form 3. (Ist k < r —k, so ersetzt man weiter @ durch f_1,,(Q)
und (A, b,0) durch (—A, —b,0).) O

Folgerung 8.11
Sei @ C R"™ eine Quadrik. Es gibt eine invertierbare affine Abbildung f € Affg(R™) fiir die f(Q)

eine der folgenden 3 Formen annimmt:

k r
. f(Q)={x6R”|Za:?— > x?:O} k>r—k
i=1

i=k+1
k r
@ ={rem iy 3 o)
i=1 i=k+1
k r
.f(Q):{LCERn|Zl‘?—ZCL‘?—2$7~+1=0} k>r—kr<n
i=1 i=k+1

m Beispiel 8.12
QCR?
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|
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_k=0,r=2 {x€R2|—(m) _(m) :1}20
aq a2
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2
. kl,rl:{x€R2| (‘”1) 2x20}
ar

» Bemerkung 8.13
o Ist Q@ C R? eine Quadrik, U C V affiner Untervektorraum, so ist Q@ N U eine Quadrik in dem
Sinne, dass 3f Isometrie : f(U) = R¥ und f(Q N U) ist eine Quadrik.

o Ebene Quadriken sind im wesentlichen Kegelschnitte, Q' = {z € R3 | 23 + 23 = 2%}, aufer
2c und 2d in Beispiel 8.12

» Bemerkung 8.14
Die Situation wird deutlich iibersichtlicher, wenn man den affinen Raum R"™ durch Hinzunahme

von Punkten im Unendlichen zum projektiven Raum P™(R) vervollstiddigt und den Abschluss der

Quadriken darin betrachtet. Es stellt sich dann heraus, dass vom projektiven Standpunkt aus die

meisten ebenen Quadriken &hnlich aussehen. (Siehe Vorlesung Elementare Algebraische Geometrie)

124



Kapitel VII
Dualitat

1. Das Lemma von Zorn

Sei K ein Korper und U, V, W seien K-Vektorrdume. Zudem sei X eine Menge.
Definition 1.1 (Relation)
Eine Relation ist eine Teilmenge R C X x X. Man schreibt (z,2’) € R als Rx’. R heifit

e reflexiv , wenn Vx € X: xRz
e transitiv , wenn Vx,y,z € X: xRy und yRz = xRz
o symmetrisch , wenn Vz,y € X: zRy = yRz

o antisymmetrisch , wenn Vz,y € X: Ry und yRx =y ==z

o total , wenn Va,y € X: (z,y) ¢ R= (y,x) € R

m Beispiel 1.2 (Aquivalenzrelation)

Eine Aquivalenzrelation ist eine reflexive, transitive und symmetrische Relation. Wir haben schon

verschiedene Aquivalenzrelationen kennengelernt: Isomorphie von K-Vektorraumen und Ahnlichkeit

von Matrizen.

Definition 1.3 (Halbordnung)

Eine Halbordnung (oder partielle Ordnung ) ist eine reflexive, transitive und antisymmetrische

Relation <. Eine totale Halbordnung heifit Totalordnung oder lineare Ordnung . Man schreibt

r<yfire<yAz#y.
m Beispiel 1.4
1. Die natiirliche Ordnung < auf R, Q, Z und N ist eine Z Totalordnung.

2. Teilbarkeit | ist eine Halbordnung auf N, aber Teilbarkeit ist keine Halbordnung auf Z, da
1] = 1 und —1|1, aber 1 # —1!

3. P(X) ist die Potenzmenge. “C” ist eine Halbordnung auf P, aber fiir |X| > 1 ist “C” keine

Totalordnung.
4. Sei (X, <) eine Halbordnung, sei Y C X, so ist (Y, < |y) eine Halbordnung.

Definition 1.5 (Kette)
Sei (X, <) eine Halbordnung, ¥ C X. Y heifit Kette , wenn (Y, < |y) total ist.

z € Y heif3t ein minimales Element von Y, wenn V2’ € Y: z < .

x € Y heifit untere Schranke von Y, wenn Vy € Y: y > «x.

x € Y heifit kleinstes Element von Y, wenn z untere Schranke von Y ist.

Analog: maximales Element , obere Schranke , grofites Element .
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32
Q Y = {2" | n € N} ist eine Kette

» Bemerkung 1.6

o Hat Y ein kleinstes Element, so ist dies eindeutig bestimmt. Ein kleinstes Element ist minimal.

o Jede endliche Halbordnung hat minimale Elemente. Jede endliche Totalordnung hat ein kleins-

tes Element. Analog fiir maximale Elemente und gréfites Element.

m Beispiel 1.7

(N, <) hat als kleinstes Element die 1, aber kein grofites Element oder maximale Elemente.

m Beispiel 1.8
V = R?, X die Menge der Untervektorriume des R3. (X, <) ist eine Halbordnung auf ¥ C X mit
Y ={U € X | dimg(U) < 2}.

e Y hat ein kleinstes Element: {0}.

e Es gibt unendlich viele maximale Elemente in Y, ndmlich die Untervektorrdume von V', die

die Dimension 2 haben. Es gibt also kein grofites Element.

o V ist die obere Schranke von Y.

Theorem 1.9 (Das Lemma von Zorn)
Sei (X, <) eine Halbordnung, die nicht leer ist. Wenn jede Kette eine obere Schranke hat, dann

hat X ein maximales Element.

Beweis. Das Lemma von Zorn hat axiomatischen Charakter - es ist dquivalent zum Auswahlaxiom, seine
Gultigkeit ist somit abhéngig von unseren grundlegenden mengentheoretischen Annahmen. Fiir einen Beweis
des Lemmas von Zorn aus dem Auswahlaxiom siehe die Vorlesung Mengenlehre. Wir zeigen hier zumindest die

andere Richtung, ndmlich dass das Auswahlaxiom aus dem Lemma von Zorn folgt. O
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Folgerung 1.10 (Auswahlaxiom)
Zu jeder Familie (z;), nicht leer, gibt es eine Auswahlfunktion , das heifit eine Abbildung:

fiI—|JXimit f(i) € X; Vi
el
Beweis. Sei F die Menge der Paare (J, f) bestehend aus einer Teilmenge J C I und einer Abbildung f : [ —
Uie; Xo mit f(i) € X; Vi € J. Definieren wir (J, f) < (J',f') <= J C J und f'|; = f, so ist < eine
Halbordnung auf F. Da (0, ) € F ist F nichtleer. Ist G C F eine nichtleere Kette, so wird auf J' := U(J,f)eg J
durch f'(j) = f(j) falls (J,f) € G und j € J eine wohldefinierte Abbildung f" : J — J,., Xs mit f'(i) €
X, Vie J gegeben. Das Paar (J', f') ist eine obere Schranke der Kette G. Nach dem Lemma von Zorn besitzt

F ein maximales Element (J, f). Wir behaupten, dass J = I. Andernfalls nehmen wir ein i’ € I\J und ein

j e J
2’ € Xy und definieren J' := U U {i'} und f' : J — UiEJ, X, j {fl(]) j - Dann ist (J', f') € F und
x j=1

(J, f) < (J', f) im Widerspruch zur Maximalitit von (J, f). O
Folgerung 1.11 (Basiserginzungssatz)
Sei V ein K-Vektorraum. Jede linear unabhéngige Teilmenge Xy C V ist in einer Basis von V

enthalten.

Beweis. Sei X = {X C V | X ist linear unabhéngig, Xo C X} geordnet durch Inklusion. Dann ist X, € X,
also X # (. Ist ) eine nichtleere Kette in X, so ist auch Y = U)J C V linear unabhéingig. Sind y1,...,yn € Y
paarweise verschieden, so gibt es Yi,...,Y, € Y mit y; € Y; fir i = 1,...,n. Da ) total geordnet ist, besitzt
{Y1,...,Yn} ein groBtes Element, o.E. Yi. Also sind yi1,...,y» € Y1 und somit linear unabhingig. Folglich ist
Y1 € X eine obere Schranke von ). Nach dem Lemma von Zorn besitzt X ein maximales Element X. Das heift,

X ist eine maximal linear unabhéngige Teilmenge von V', nach Satz 3.5 also eine Basis von V. O
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2. Der Dualraum

Sei V ein K-Vektorraum.
Definition 2.1 (Dualraum)

Der Dualraum zu V ist der K-Vektorraum

V* =Homg(V,K) ={p:V — K linear}

Die Elemente von V* heiflen Linearformen auf V.
m Beispiel 2.2
Ist V = K™ = Mat, «1(K), so wird V* = Homg (V, K) durch Mat x,(K) = K™. Wir kénnen also

die Elemente von V' als Spaltenvektoren und die Linearformen auf V' als Zeilenvektoren auffassen.

Lemma 2.3

Ist B(z1):ecs eine Basis von V, so gibt es zu jedem ¢ € I genau xf € V* mit

xf(xj) = 6ij VJ el
Beweis. Siehe Satz 5.1, angewandt auf die Familie (y;);er, y;0i.; in W = K. O

Satz 2.4
Ist B = (21);es eine Basis von V, so ist B* = (z});ecr linear unabhéngig. Ist I endlich, so ist B*

eine Basis von V*.

Beweis. Ist ¢ = Y., iz}, \i € K, fast alle gleich 0, so ist (z;) = >_.;
also ¢ =0, so ist \; = p(z;) =0 Vj € I, B* ist somit linear unabhéngig.

Ist zudem [ endlich und ¢ € V™, soist o =" =), b(xi)a], denn ' (z;) = 3, d(wi)z] (x5) = (x:) Vi€
I, und somit ist B* ein Erzeugendensystem von V™. O

Ajzi(x;) = A; fiir jedes j € 1. Ist

I Definition 2.5 (duale Basis)

Ist B = (x;);cs eine endliche Basis von V, so nennt man B* = (x});c; die zu B duale Basis .

Folgerung 2.6

Zu jeder Basis B von V gibt es einen eindeutig bestimmtem Monomorphismus

fv — V* mit f(B) = B*

Ist dimg (V) < oo, so ist dieser ein Isomorphismus.
Folgerung 2.7
Zu jedem = 0 # x € V gibt es eine Linearform ¢ € V mit ¢(x) = 1.

Beweis. Ergénze x1 = x zu einer Basis (z;):cr von V (Folgerung 1.11) und ¢ = z7. O

m Beispiel 2.8

Ist V = K™ mit Standardbasis £ = (eq, ..., €, ), so konnen wir V* mit dem Vektorraum der Zeilen-
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vektoren identifizieren, und dann ist

Definition 2.9 (Bidualraum)

Der Bidualraum zu V ist der K-Vektorraum
V* = (V*)" = Homg (V*, K)

Satz 2.10
Die kanonische Abbildung

V=V
L: wobei ¢, (¢) = ()
T —> Ly

ist ein Monomorphismus. Ist dimg (V) < oo, so ist ¢ ein Isomorphismus.

Bewets. o 1 €V
— (e + ) = (¢ + ) (@) = o) + P(2) = ta(p) + 1 (¥)
= e (Ap) = (Ap)(2) = Ap(x) = A ()
e ¢ linear:
= toty(0) = (@ +y) = 0(x) + 0(y) = ta(p) + 1y(0) = (ta + 1y) ()
= ta(®) = p(Az) = M) = (M) ()
o ¢ injektiv: Sei 0 # = € V. Nach Folgerung 2.7 existiert ¢ € V* mit t5(¢) = ¢(z) = 1 # 0. Somit ist ¢tz # 0.

26 2.6
o Ist dimg (V) < 0o, s0ist V & V* = V** insbesondere dimg (V') = dimg (V**). Der Monomorphismus ¢

ist somit ein Isomorphismus. O

» Bemerkung 2.11
Sei dimg (V') < oo. Im Gegensatz zu den Isomorphismen V' — V* die von der Wahl der Basis B
abhéngen, ist der Isomorphismus ¢ : V' — V** kanonisch (von der Wahl der Basis B unabhéingig).

Die Voraussetzung, dass dimg (V) < oo ist hier essentiell: Fiir dimg (V') = oo ist ¢ nicht surjektiv.
Definition 2.12 (Annulator)

Fiir eine Teilmenge U C V' bezeichne

U'={pecV*|p(x)=0 VrecU}

den Annulator von U.
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Anmerkung
Fiir eine Gerade L = z - R C R? sind a = (a1, az) € (R?)* gesucht mit

a121 + asrs =0
LO

R2 z (R?)"

a = (a1, a2)

Diese a € (R?)* liegen auf einer Geraden L in (R?)*, die senkrecht auf L steht, wenn man R? und

(R?)* nicht unterscheidet.

Lemma 2.13

U ist ein Untervektorraum von V*.

Beweis. Klar. O

Satz 2.14
Ist dimg (V) < co und U C V ein Untervektorraum, so ist

dimg (V) = dimg (U) + dim g (U°)

Beweis. Erginze eine Basis (z1, ..., ) von U zu einer Basis B = (21, ...,z,) von V. Dann ist B*(z7, ..., z;,) eine
Basis von V*. Sei C' = (z;,1, ..., ). Dann ist C' eine Basis von U°:

e B ist Basis = C' ist linear unabhéngig.

e CCU%Firl<j<r<i<nista(r;)=0dy;=0.

o U° Cspang(C): Ist o= 1" Niwy € U°, 50 0 =(z;) = A, fiir alle j <r,

also ¢ € spang (zri1,...,Zn). |

Folgerung 2.15
Ist dimg (V) < co und U C V ein Untervektorraum, so ist

WUy =0

Beweis. Es ist klar, dass «(U) < U%.
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Fiir ¢ € U° und x € U ist 1, (p) = p(x) = 0. Mit Satz 2.14 ist

dimg (U”) = dimg (V*) — dimg (U°)
= dimg (V") — (dimg (V) — dimg (U))

2.6

= dimK(U)

und da ¢ injektiv ist, folgt ¢(U) = U, O
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3. Die duale Abbildung

Sei f € Homg (V, W).

» Bemerkung 3.1
Ist ¢ € W* = Homg (W, K) eine Linearform auf W, so ist ¢ o f € Homg(V,K) = V* eine

Linearform auf V.

f
\% w
N - o
(@),
K
Definition 3.2 (duale Abbildung)
Die zu f duale Abbildung ist
L, W=V
prrof

Lemma 3.3
Es ist f* € Homg (W*,V*).

Beweis. Sind ¢,y € W* und X € K ist

flotd)=(p+¥)of
=pof+yof
= [ (o) + (@)
(@) = (Ap) o f
=X-(pof)
=X f"(p) 0

Satz 3.4
Sind B = (z1, ..., ) und C = (y1, ..., ym) Basen von V bzw. W, so ist

t

MG (f) = (ME(f))

Beweis. Sei A = MCB(f) = (aij),-,j und B = MBi (f*) = (bﬁ)jyi. Dann ist f(x]) = E:n:l @i5Yi, also aji =
yi (f(23)) = f(yi) (xy) und f(y7) = 307, bjizj, also bji = f*(y7)(2;) = aij. g
Folgerung 3.5

Sind V und W endlichdimensional, und identifizieren wir V.= V** und W = W** so ist f = f**,
das heiit o f = f** o
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\%4 w
Ly = lLW =
V** W**
f**

Beweis. Seien B und C Basen von V bzw. W. Unter der Identifizierung ist B** = B und C = C**, das heif}t
v(xi) = 27" bzw. (y;) = y;~, denn o(x:)(x]) = 2} (x:) = 0y = 27" (x}) Vi,j und somit

tt

ME() 2 (M) E (ME)" = ME()
Also f* = f. O

Folgerung 3.6
Sind V, W endlichdimensional, so liefert die Abbildung f +— f* einen Isomorphismus von K-

Vektorrdumen.
Hompg (V, W) — Homg (W*, V*)
Beweis. Sind f,g € Homg(V, W) und A € K, p € W*, so ist

(f+9) (@) =¢o(f+g) =vof+pog=[f(e)+9 ()= +39")(¢)
AN (@) =po(Af)=X-(pof)=Xof () =(Af )

Die Abbildung ist somit linear. Nach Folgerung 3.5 ist sie injektiv. Da

dimK(V, W) = dimK(V) . dimK(W)
= dimg (V") - dimg (W)
= dimg (Homg (W™, V"))

ist sie auch ein Isomorphismus. O

Satz 3.7

Sind V, W endlichdimensional so ist

Im(f*) = Ker(f)°
Ker(f*) = Im(/)°
Beweis. o Im(f*) C Ker(f)°: Ist p € W*, z € Ker(f), so ist
[ (@) (@) = (po f)(z) =¢(0) =0

o Ker(f)? C Im(f*): Sei p € Ker(f)°. Setze eine Basis (1, ..., z.) von Ker(f) zu einer Basis (21, ..., Tn) von
V fort. Dann sind f(xr41),..., f(zn) linear unabhingig nach der Kern-Bild-Formel (Folgerung 7.13), es
gibt also ¥ € W* mit

V(f(x:)) = p(x;) Vi
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Es folgt
Fr @) () = o(f(2:) = p(xs) Vi

also ¢ = f*(1).
o Mit der Identifizierung V = V** ist

w

Im(f)” = Tm(f*)" = Ker(f)" "= Ker(/f") 0

Folgerung 3.8

Sind V, W endlichdimensional, so ist

rk(f) = rk(f7)

Bewets.

rk(f) = dimg (Im(f))
2 dimg (W) — dimx (Im(£)°)
"L Qimg (W*) — dimg (Ker(f*))
=rk(f7) D

Folgerung 3.9
Ist dimg (V) < oo und U C V ein Untervektorraum, so lisst sich jede Linearform auf U zu einer

Linearform auf V fortsetzen.

Beweis. Ist f: U — V die Inklusionsabbildung, so ist f*: V* — U*, ¢ + ¢|v und
rk(f*) = rk(f) = dimg (U) = dimg (U™)
f* ist somit surjektiv. O

» Bemerkung 3.10
Folgerung 3.9 gilt auch ohne die Voraussetzung dimg (V') < oo, siehe Ubung.

» Bemerkung 3.11

Ein homogenes lineares Gleichungssystem Az = 0 hat als Losungsraum L(A,0) C K™ ein Un-
tervektorraum des K™. Unter der Identifizierung K™ = (K™)** ist L(A,0) der Annulator der
Linearformen beschrieben durch die Zeilen aq,...,a,, € (K™)* von A. Wir wollen umgekehrt zu
einem Untervektorraum W C K" ein A = (aq,...,am) € Mat, xm(K) mit W = L(A4,0) finden. Ist
W = spang (b1, ...,br), so ist W = Im(fp) mit B = (b1, ...,b,) € Mat,,»,(K).

W Ker(f3)? und Mg:(f3) = B'. Wenn man also eine Basis (ay, ..., as) von L(B*,0) bestimmt
und daraus eine Matrix A = (a, ..., a%) € Matsx,,(K) bildet, so ist W = L(4,0).
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4. Die adjungierte Abbildung

Sei K = R oder K = C und V ein endlichdimensionaler unitarer K-Vektorraum.
Definition 4.1 (weitere Skalarmultiplikation)

Wir definieren auf V' eine Skalarmultiplikation

AxT =\

und schreiben V = (V, +, %).

Lemma 4.2
V ist ein K-Vektorraum und Endg (V) = Endg (V).

Beweis. Mit LAAG1 VI.1.7 nachpriifen, zum Beispiel:

e Ax(z+y)=A-(Z+yY)=Ar+Ay=Axz+Axy
e A (pxx)=Ap-z) = Az = () * O

Weiterhin sei: f € Endg(V),z €V, A€ K
= f(Axz) = fAz) = A f(2)

= f € Endg (V).

Umgekehrt sei g € Endg(V), 2z € V, A€ K
=gA-z) =gAxz) =X g(2)

= g € Endg (V).

Lemma 4.3
Fir y € V ist

V - K

T = (z,y)

eine Linearform auf V.

Die Abbildung y — @, liefert einen Isomorphismus & : VoV

Bewezs. e @, € V*: Linearitit in ersten Argument.
e ® € Homg(V,V*): Firy,y’ €V, A€ K, x € V ist
= Pypy(z) = (Y +y) = (2,y) + (2, ¢) = y(2) + Py (2)
— Driy(x) = (T, A% 2) = <x,Xy> = Az, y) = APy (x)

e & injektiv: Skalarprodukt ist nicht ausgeartet.

e Dadimg (V) = dimg (V) = dimg (V™) ist & somit ein Isomorphismus. O
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Satz 4.4
Zu f € Endg (V) gibt es ein eindeutig bestimmtes f*¥ € Endg (V) mit

(f(@),y) = (=, f*U(y)) Va,yeV

Beweis. Existenz und Eindeutigkeit sind zu zeigen.

o Existenz:

_ f _
4 fa,dj
4 l‘p
1% \%
f*

Fir f*Y =®d—1o0 f* o ® € Endg (V) = Endg (V) ist
®yo = (f"o®)(y) = (P o f*)(y) = Praui(y)
also
(f(@),y) = (By 0 [)(@) = Ppaaiyy(2) = (2, f*V(y)) Vz,yeV
« FEindeutigkeit: Erfiillen f1, fo fiir Gleichung
(f@)y) = (2, () VayeV
50 ist
0=(z, i(y)) — (=, fo(y)) = (2, /i(y) — f2(y)) Vz,yeV

da (-,-) nicht ausgeartet ist, folgt daraus, dass f1 = fa. O

Definition 4.5 (adjungierter Endomorphismus)
Die Abbildung f*¥ heifit der zu f adjungierte Endomorphismus .

m Beispiel 4.6
o Ist f selbstadjungiert, so ist f*¥ = f.

o Ist f unitér, so ist f € Autx (V) und
(f(x),y) =z, f'(y) Ya,yeV

also fod = f—1,

Lemma 4.7

Ist B eine Orthonormalbasis vin V, so ist

Mp(f*Y) = Mp(f*)
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Beweis. Ist A= Mp(f) und B = Mp(f*¥), v = ®p(z), w = ®p(y), so ist

(Az)'y = (f(v),w) = (v, f*¥ (w))
#' A%y = 2'By

:>B:E:A*

Lemma 4.8
Fiir f,g € Endg (V) und \, u € K ist

(Af +1g)™ = Af*Y + g ¥
(fodiyes = g

Beweis. Fiir z,y € V ist

(A +19) (@), y) = A(f(2),y) + p{g(z), y)
=Mz, f*Yy)) + p(z,9"Y)
= (2. (" + Tig™)(w))

und

(£*¥ (@), y) = (v, *Y () = (f (W), z) = (z, f(v))
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5. Der Spektralsatz

Sei V ein endlichdimensionaler unitédrer K-Vektorraum und f € Endg (V).
Definition 5.1 (normaler Endomorphismus, normale Matrix)

Der Endomorphismus f heiit normal , wenn

fofuli=fuiof

Entsprechend heifit A € Mat,,(K) normal , wenn

AA* =A"A

Mathematica/Wolfram Alpha-Befehle (normale Matrix)
Ob eine Matrix A normal ist, beantwortet folgende Funktion fiir Mathematica bzw. Wolfram Alpha:

NormalMatrixQ[A]

m Beispiel 5.2

o Ist f selbstadjungiert, so ist f®¥ = f, insbesondere ist f normal.

o Ist f unitdr, so ist f*% = f~! insbesondere ist f normal.

Lemma 5.3

Genau dann ist f € Endg (V) normal, wenn
(f(), f(y)) = (f*¥ (), f*U(y)) Va,yeV

Beweis. o Hinrichtung: Ist f normal, so ist

(f(@), f(y))

{z, (£ o )(¥))
=(z,(fo f*“)())
= ("), F*y)) VayeV

o Riickrichtung: Ist umgekehrt <f“dj (x), fo¥ (y)>7 S0 ist

(z,(f*% o f)(w)) = (2, (fo £*“) ()
0=z, (f*“of=Forf“)y)
[0 f=fofY n

Lemma 5.4

Ist f normal, ist ist

Ker(f) = Ker(f*¥)

138



5. Der Spektralsatz Kapitel VII: Dualitét

Beweis. Nach Lemma 5.3 ist

1 @)l = 1Y ()

| VzeV
Insbesondere gilt

fl@)=0 <= @) =0 m)

Lemma 5.5

Ist f normal, so ist

Eig(f,\) = Eig(f*¥,)) VA€ K

Beweis. Da (\-id —f)*% BN id —fo% jst auch X - id —f normal. Somit ist

Eig(f,\) = Ker(Aid —f)
= Ker((Aid — £)°¥)
= Ker(\id — f2%)
= Eig(f*¥, ) O

Theorem 5.6 (Spektralsatz)
Sei f € Endg (V) ein Endomorphismus, fiir den x ¢ in Linearfaktoren zerfallt. Genau dann besitzt

V' eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f, wenn f normal ist.

Beweis. e Hinrichtung: Ist B eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f, so ist A = Mp(f) eine

4.7

Diagonalmatrix. Dann ist auch Mp(f*¥) = A* eine Diagonalmatrix und AA* = A*A. Somit ist f

normal.

« Riickrichtung: Sei f normal und x(t) = [["_, (¢ — A:). Beweis nach Induktion nach n = dimg (V).
n = 0: klar
n — 1 — n: Wahle Eigenvektor zum Eigenwert A1, o.E. ||z1]] = 1. Sei U = K - z;. Nach Lemma 5.5 ist

o9 (z1) = )\_1361, insbesondere ist U f-invariant und f°%-invariant. Fiir z € UL ist
(f(@),21) = (, [V (21)) = <x)\_33> — A1 (z,1) = 0
also f(z) € U* und
(F9 (@), 1) = (z, f(21)) = (&, \z1) = A1 (2,21) = 0

also f*%(z) € U*. Somit ist V = U @ U™ eine Zerlegung in Untervektorraume, die sowohl f-invariant als

auch f*¥-invariant sind. Insbesondere st f¥ |1 = (f|,1)*¥, woraus folgt, dass auch f|,1 normal ist:

flox °(f|UL)adj = fofadj|Ul Zfadj oflyL = fadj|U¢ oflyr = (f|Ul)adj o flys

AuBerdem zerfillt auch x flys = H?:2(t — X;) in Linearfaktoren. Nach Induktionshypothese existiert eine
Orthonormalbasis (zz,...,z,) von U~> bestehend aus Eigenvektoren von f|,. und (z1,...,2,) ist dann

eine Orthonormalbasis von V' aus Eigenvektoren von f. O
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Folgerung 5.7
Sei A € Mat,,(C). Genau dann gibt es S € U,, mit S*AS = D eine Diagonalmatrix, wenn A normal
ist.

» Bemerkung 5.8

Theorem 5.6 ist eine gemeinsame Verallgemeinerung von Theorem 5.9 und Theorem 6.5
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6. Tensorprodukte

Definition 6.1 (billineare Abbildung)
Eine Abbildung £ : V x W — U ist bilinear , wenn fiir jedes v € V' die Abbildung

W —=U

w — &(v,w)
und fiir jedes w € W die Abbildung

V->U

v = &(v,w)

linear sind.

Wir definieren

Bilg (V,W,U) = {£ € Abb(V x W,U) | £ bilinear}
m Beispiel 6.2
Seien V =W = K|t]<q, U = K|[t]<24. Die Abbildung

VXW U
(f-.9)— fg

ist bilinear

Wir sehen, dass Im(§) im Allgemeinen kein Untervektorraum von U ist. Ist zum Beispiel K = Q,
d =1, so liegen t? = £(t,t) und —2 = £(—2,1) im Im(&) nicht jedoch t? — 2, denn wiire t2 — 2 = fg
mit f,g € Q[t] linear, so hiitte t2 — 2 eine Nullstelle in Q, aber v/2 ¢ Q.

Lemma 6.3
Bilg (V, W, U) bildet einen Untervektorraum des K-Vektorraum Abb(V x W, U).

Beweis. klar, zum Beispiel

(€ +&) (M, w) = £, w) + &' (A, w) = A(v,w) + A(v,w) = A + &) (v, w) U

Lemma 6.4
Ist £ € Bilg (V,W,U) und f € Homg (U, U’) fir einen K-Vektorraum, so ist

f o€ € Bilg(V,W,U’)

Bewets. klar, zum Beispiel

(f Oé)()\UJU) = f(é()\’l)/w)) = f()\f(v,w)) =X (f © 5)(’07'“}) U
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Lemma 6.5

Sei (v;)ier eine Basis von V und (wj);jes eine Basis von W. Zu jeder Familie (u;) j)erxs in U
gibt es genau ein & € Bilg (V, W, U) mit

§(vi,wi):uij Vie],jEJ

Beweis. o Eindeutigkeit: Ist £ bilinear, v = Ziel AivVi, W = Zje.] pjw; so ist

E(v,w) =¢ (Z Aii, ZMW)

iel jeJ
= Z Ai <vu ZMW)
iel jeJ

= Nipugg (1)
i

durch die Familie (u;;);,; bestimmt.

o Existenz: Wird & durch (1) definiert, so ist £ bilinear: Fir festes w = Zje] pjw; ist

\%4 —U

v=>Y Aivi = E(v,w) =D N\ (Z Mjuij>
iel iel jEJ

linear (Satz 5.1), analog fiir festes v.

Definition 6.6 (Tensorprodukt)

Ein Tensorprodukt von V und W ist ein Paar (7, 7) bestehend aus einem K-Vektorraum T und
einer bilinearen Abbildung 7 € Bilg (V, W, T) welche die folgende universelle Eigenschaft erfiillt:

Ist U ein weiterer K-Vektorraum und § € Bilg (V,W,U) so gibt es genau ein {g € Homg (T, U)
mit{ =&gorT.

VW —r

T
U
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Anmerkung

Sind V und W zwei Vektorrdume und K ein gemeinsamer Korper, so kann man das Tensorprodukt
V ® W, was auch ein Vektorraum ist, wie folgt konstruieren: Wenn B = (b1, ..., b, ) eine Basis von
V und C = (¢q,...,¢m) eine Basis von W ist, dass ist V' ® W ein Vektorraum, genannt Tensor-
produktraum, in dem es eine Basis gibt, die auf eindeutige Weise mit den geordneten Paaren des

kartesischen Produkts
B x C={(bi,c;)}

der Basen der Ausgangsrdume identifiziert werden kann. Die Dimension von V ® W ist dann das
Produkt der Dimensionen von V' und W. Ein Element der Basis von V @ W, das dem Paar (b;, ¢;)
entspricht, wird als b; ® c¢; notiert, das ® hat also keine tiefere Bedeutung. Ein Element des Ten-
sorproduktes V' ® W hat dann die Gestalt:

D i (bi®c)
4,

mit /\ij e K.

Lemma 6.7

Sind (T, 7) und (I”,7') Tensorprodukte von V und W, so gibt es einen eindeutig bestimmten

Isomorphismus © : T — T’ mit 7/ = © o 7.

V xW
T 7'/
(C]
T=_______22T
i

Beweis. Da (T, ) die universelle Eigenschaft erfiillt, gibt es ein eindeutig bestimmtes © = (7')g € Homxg (T, T")
mit 7/ = © o 7. Analog gibt es ©' € Homg (T',T) mit 7 = ©' o 7’. Es folgt, dass 7 = © o7’ =0’ 0O o71. Da
auch 7 = idr o7 liefert die Eindeutigkeitsaussage in der universellen Eigenschaft von (T, 7), fir U =T, £ = T,

dass © 0 ©' = idr. Analog sieht man, dass © o © = idy/. Somit ist © ein Isomorphismus. ]

Definition 6.8 (Vektorraum mit Basis X)
Sei X eine Menge. Der K-Vektorraum mit Basis X ist der Untervektorraum V = spang ((dz)zex)

1 2=y

des K-Vektorraum Abb(X, K) mit §,(y) = 05y =
0 z#y

Lemma 6.9
Sei X eine Menge und V' der K-Vektorraum mit Basis X. Dann ist V' ein K-Vektorraum und
(0z)zex ist eine Basis von V.
Beweis. Zu zeigen ist nur, dass (0z)sex linear unabhingig ist. Ist f = Z:L'EX Azbz, Ae € K, fast alle gleich 0,
und f =0, so ist Ay, = f(z) = 0 fiir jedes = € X. O
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Lemma 6.10

Sei (v;);er eine Basis von V und (w;) e eine Basis von W. Sei T' der K-Vektorraum mit der Basis
I x J (im Sinne von Definition 6.8) und 7 : V x W — T die bilineare Abbildung gegeben durch
(vs, wj) — 6; 5, vergleiche Lemma 6.5. Dann ist (T, 7) ein Tensorprodukt von V und W.

Beweis. Wir schreiben v; ® w; fir d;,;. Sei U ein weiterer K-Vektorraum und § € Bilg(V,W,U). Da (v; ®
wj)(ijyerxs eine Basis von T ist, gibt es genau ein £y € Homg (T, U) mit &g (vi ® w;) = &(vs, wy) fiir alle 4, j,
also mit £g o 7 = £ nach Lemma 6.5. Die universelle Eigenschaft ist somit erfillt. O

Satz 6.11

Es gibt ein bis auf Isomorphie (im Sinne von Lemma 6.7) eindeutig bestimmtes Tensorprodukt
(Vor W, Q)
von V und W. Sind V und W endlichdimensional, so ist

dimK(V QK W) = dlmK(V) . dlmK(W)

Beweis. Lemma 6.10 und Lemma 6.7 O

m Beispiel 6.12

Durch die Wahl der Standardbasis erhélt man einen kanonischen Isomorphismus K™ ®px K" =
Maty, xn (K).

m Beispiel 6.13
Ist V' ein R-Vektorraum mit Basis (21, ...,2,), so ist C ®g V ein R-Vektorraum der Dimension 2n
mit Basis (1 ® 21...,1 ® T, i @ X1,...,1 @ ). Durch A 2@ 2 = (A\z) @ z fur \,z € C, z € V wird
C®r V zu einem C-Vektorraum der Dimension 1®x1, ..., 1 @ x,, V¢, genannt die Komplexifizierung
von V.

Satz 6.14

Sei V ®x W ein Tensorprodukt von V' und W. Fur jeden weiteren K-Vektorraum U liefert die
Abbildung & — &g ein Isomorphismus

Bilg (V, W, U) S Homg (V ®x W,U)

Beweis. Diese Abbildung heifle A.
e A ist linear: klar aus Eindeutigkeitsaussage, z.B.
(o +€e)o®=Epo@+Ego®@=E6+E =(+E)p0®

und somit g + &5 = (€ + ).
e A ist injektiv: Ist € # 0, so wegen £ = {g 0 ® auch {g # 0.

o A ist surjektiv: Ist f € Homg(V @k W,U), so ist £ = f o ® bilinear, die universelle Eigenschaft liefert
somit f = {g € Im(A). O
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Folgerung 6.15

Sind V und W endlichdimensional, so ist

V ®@x W = Bilg (V, W, K)*

Beweis. Es ist dimg (V ® x W) < oo und deshalb

6.14

Veor W (Ver W)™ = Bilg(V,W,K) O

» Bemerkung 6.16

Wihrend obige Konstruktion des Tensorprodukts von der Wahl (und Existenz) von Basen abhéngt,
ist die folgende Konstruktion “basisfrei“:

Sei T} der K-Vektorraum mit Basis V x W und Ty der Untervektorraum von 7; erzeugt von

Elementen der Form:

5v+v’,w - 6v,w - 6v’,w
5v,w+w’ - 5v,w - 5v,w/
5)\v,w - A 5v,w
61),)\10 - A 6v,w

mit v,v" € V, w,w’ € W und A € K. Sei weiter T'= Ty /To und 7 : V x W — T gegeben durch
(v, W) — 6y + Tp. Dann ist (7', 7) ein Tensorprodukt von V und W.

s
-

T
\\
\
\
Trg
\
\
\
T |
VxW Tl/TQ |
I "
! /
! /
! /
! ’
3 Vo
|
Yk
U

» Bemerkung 6.17

Analog kann man fiir £ > 2 und die K-Vektorrdume V7, ..., Vi k-lineare Abbildungen V; x ... x V}, —
U definieren und erhélt dann Tensorprodukte Vi QR ... ®x V.
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Kapitel VIII
Moduln

In diesem ganzen Kapitel sei R ein kommutativer Ring mit Einselement.

1. Moduln

Definition 1.1
Ein R-Modul ist ein Tripel (M, +,-) bestehend aus einer Menge M, einer Verkniipfung + : M x
M — M und der Abbildung - : R x M — M (Skalarmultiplikation) fiir die gelten:

o (M1): (M,+) ist eine abelsche Gruppe

o (M2): Addition und Skalarmultiplikation sind vertriglich. Fir alle ,y € M und a,b € R
gelten

1. a(z+y) =ax +ay
2. (a+b)x =ax + bz

3.a-bx=ab-x

4. 1. z==x
m Beispiel 1.2
1. Ist R = K ein Korper, so sind die R-Moduln genau die K-Vektorrdume.

2. Ist R = Z, so sind die R-Moduln genau die abelschen Gruppen mit der einzig mdoglichen
Skalarmultiplikation

ZxA— A (kja)—~ka=1+...4la=a+..4+a
N——— ———
k-mal k-mal
vergleiche Beispiel 2.3

3. Jedes Ideal M C R ist ein R-Modul mit Einschrédnkung der Multiplikation als Skalarmulti-
plikation.

4. Ist K ein Korper, V ein K-Vektorraum und f € Endg (V'), so wird V durch P(t)-xz := P(f)(x)
zu einem Modul iiber dem Ring R = K[t], sieche auch Bemerkung 5.2

» Bemerkung 1.3
Sei M ein R-Modul. Wie fiir Vektorrdume iiberzeugt man sich leicht, dass 0z = 0, a0 = 0, (—a)z =
a(—z) = —ax fir allea € R, x € M.

Im Gegensatz zu Vektorrdumen folgt aber aus ax = 0 nicht, dass a = 0 oder x = 0, siehe zum
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Beispiel das Z-Modul M = Z/nZ. Es ist
n-1=n=0¢€2Z/nZ

aber 0 #n € Z.

Definition 1.4 (Homomorphismus von R-Moduln)
Seien M, M’ R-Moduln. Eine Abbildung f : M — M’ ein Homomorphismus von R-Moduln (oder

R-Homomorphismus oder R-linear), wenn

flx+y) = f(x)+ fy)
flaz) =a- f(x)

Wir bezeichnen die Menge der R-Homomorphismen f : M — M’ mit Homg (M, M’). Wie tiblich

definiert man den Kern eines R-Homomorphismus, sowie die Begriffe Monomorphismus , Epimorphismus

, Isomorphismus , Endomorphismus und Automorphismus von R-Moduln.

m Beispiel 1.5

e Ist R = K, so sind die R-Homomorphismen genau die lineare Abbildungen.
e Ist R = Z, so sind die R-Homomorphismen genau die Gruppenhomomorphismen.

m Beispiel 1.6
Fiir jedes a € R ist die Abbildung

M — M

T — ax

einen Endomorphismus von M.

Definition 1.7 (Untermodul, Erzeugendensystem)

Fin Untermodul ist eine nichtleere Teilmenge N C M, fiir die gilt:
e Sind z,y € N, soist auch x +y € N.
e Ist a € Rund x € N, so ist auch ax € N.
Fir eine Familie (x;);e; ist
Z Rz; = {Z az; | a € R, fast alle gleich 0}
iel i€l

der von (z;);cs erzeugte Untermodul von M. Ist Y., Rz; = M, soist (x;);er ein Erzeugendensystem

il
von M. Der R-Modul M ist endlich erzeugt , wenn er ein endliches Erzeugendensystem besitzt.

» Bemerkung 1.8
Wieder ist der Kern eines R-Homomorphismus f : M — M’ ein Untermodul von M. Leicht sieht

man auch hier, dass >_._; Rx; ein Untermodul von M ist, und zwar der kleinste, der alle z; enthélt.

i€l
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m Beispiel 1.9

o Ist R = K ein Korper, so sind die Untermoduln von M genau die Untervektorrdume.

e Ist R = Z, so sind die Untermoduln von M genau die Untergruppen und der von einer Familie
erzeugte Untermodul ist genau gleich der davon erzeugten Untergruppe.

Ist zum Beispiel M = Z, so sind alle nZ Untermoduln von M.

Definition 1.10 (freie Familie, Basis)
Eine Familie (x;);es in M ist frei oder (R-linear unabhingig), wenn es keine Familie (A;);e; von

Elementen von R, fast alle gleich 0, aber nicht alle gleich 0, mit »,_; \iz; = 0 gibt.

Ein freies Erzeugendensystem heiflt Basis . Besitzt M eine Basis, so nennt man M frei .

Satz 1.11
Seien M, M' R-Moduln, (x;);cs eine Basis von M und (y;);cs eine Familie in M’. Dann gibt es
genau eine R-lineare Abbildung f : M — M’ mit f(x;) = y; fur alle 1.

Beweis. klar, siehe Satz 5.1 O

m Beispiel 1.12
e Fiirn € Nist M = R™ mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation ein endlich

erzeugter freier R-Modul mit der {iblichen Standardbasis.

e Allerdings ist zum Beispiel der Z-Modul Z/nZ zwar endlich erzeugt aber nicht frei. Fir

@ € Z/nZ ist na = 0, also a linear abhingig.

Definition 1.13 (Summen von Moduln)

Die Summe einer Familie (V;);c; von Untermoduln von M ist

ZNi = {le | x; € Ny, fast alle gleich O}

iel i€l

Lésst sich jedes x € >, ;
direkt und schreibt dafiir auch @, .; N;.

N; eindeutig als ), ; 2; mit 2; € N; schreiben, so nennt man die Summe

Ist (M;);ecr eine Familie von R-Moduln, so definiert man deren (externe) direkte Summe als das
R-Modul

@Mi = {(:ci)ig € HM’ | z; = 0 fir fast alle ¢ € I}

i€l i€l

mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation.

» Bemerkung 1.14
Wie auch fiir Vektorrdume ist eine externe direkte Summe eine direkte Summe der entsprechenden

Untermoduln und ist M = @, _; N;, so ist M isomorph zur externen direkten Summe der N;.

iel
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Definition 1.15 (Torsionsmodul)

Fir a € R definiert man den a-Torsionsmodul von M als
Mla) :={zx € M | ax =0}
Die Elemente des Torsionsmoduls

Mior = U Mla] = {z € M | ax =0 fiir ein a € R\{0}}
0#a€R

nennt man die Torsionselemente von M.

Satz 1.16
Fiir a € R ist MJa] ein Untermodul von M. Ist R nullteilerfrei, so ist auch My, ein Untermodul
von M.

Beweis. M|a] ist der Kern des Endomorphismus z — ax (Beispiel 1.6), somit ein Untermodul (Bemerkung 1.8).
Seien a,b € R\{0} und = € M|a], y € M[b]. Ist R nullteilerfrei so ist ab # 0 und

(ab) - (x+y)=b- ax +a- by =0

=0 -0

also © +y € M[ab] C Myor. Somit ist Myor in diesem Fall einer Untermodul von M. O

m Beispiel 1.17

Sei R=7Z und M = Z/nZ, dann ist My, = M = M|n].
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2. Teilbarkeit

Definition 2.1 (Teilbarkeit)
Seien a,b € R.

1. a teilt b (in Zeichen a | b): Es existiert € R mit b = az.

2. a und b sind assoziiert (in Zeichen a ~ b): Es existiert © € R* mit b = ax.

Mathematica/Wolfram Alpha-Befehle (Teiler)
Mochte man mit Mathematica bzw. WolframAlpha tiberpriifen, ob n von m geteilt wird, also m | n

(1), kann man folge Funktion aufrufen:
Divisible[n,m]
Eine Liste der Teiler einer Zahl x erhélt man mit

Divisors[x]

Lemma 2.2
Fiir a,b,c,d € R gelten

l.ala
2. albundb|c=alc
3.albundalc=al(b+c)

4. a|bund c|d= (ac) | (bd)

Beweis. klar 0O
Lemma 2.3
Fiir a,b,c,d € R gelten
1. a~a
2.a~bundb~c=a~c
3.a~b=b~a

4. a~bund ¢ ~d = (ac) ~ (bd)

Beweis. klar, da (R*,-) eine Gruppe ist. O

» Bemerkung 2.4
Teilbarkeit auf R ist insbesondere eine Praordnung , das heifit reflexiv und transitiv, und Assozi-

iertheit ist eine Aquivalenzrelation.
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Lemma 2.5
Sei R nullteilerfrei und seien a,b € R. Genau dann ist a ~ b, wenn a | b und b | a.

Beweis. o Hinrichtung: b = az mit ¢ € R* = a = bz~ ..
« Riickrichtung: b = ax, a = by mit =,y € R*
a=by = axy
a(l—=2zy)=0
Also a = 0 und damit b = 0 oder zy = 1, also z,y € R*. In beiden Fillen folgt a ~ b.

m Beispiel
Offenbar 2 | —2 und —2 | 2. Es gilt 2 ~ —2 und —2 ~ 2.

Satz 2.6
Sie R nullteilerfrei. Mit [a] := {a’ € R | a ~ da'} wird durch [a][b] <= a | b eine wohldefinierte

Halbordnung auf R/ ~ := {[a] | a € R} gegeben.

Beweis. o wohldefiniert: a |b,a~a', b~V = a' |V:ax =b,au=a’, bv = b mit € R und u,v € R*
bV =bv=azv=0du ‘vz
——
€R
also a’ | b'.

o reflexiv: klar
o transitiv: aus Transitivitit von |
e antisymmetrisch: Lemma 2.5

Definition 2.7 (groflter gemeinsamer Teiler, kleinstes gemeinsames Vielfaches)
Seien a,b € R. Ein ¢ € R ist ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b in Zeichen ¢ = ggT(a, b),

wenn gilt: ¢ | a und ¢ | b und ist d € R mit d | a und d | b, so auch d | c.

Ein ¢ € R ist ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b, in Zeichen ¢ = kgV(a,b), wenn

gilt: a | cund b | cund ist d € R mit a | d und b | d, so ist ¢ | d.

Mathematica/WolframAlpha-Befehle (ggT und kgV)
Die Funktionen fiir den gréfiten gemeinsamen Teiler und das kleinste gemeinsame Vielfache in

Mathematica bzw. WolframAlpha sind

GCD[6,12,4,32]
LCcM[6,12,4,32]

» Bemerkung 2.8
Wenn ggT und kgV in einem nullteilerfreien Ring R existieren, sind sie eindeutig bestimmt, aber

nur bis auf Assoziiertheit (Lemma 2.5).
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Definition 2.9 (Primzahl, irreduzibel)
Sei x € R.

o zist prim <= x ¢ R*U{0} und Va,b € Rgilt x| (ab) = x |aVz|b.
o 1z ist irreduzibel <= = ¢ R* U {0} und Va,b € Rgilt t =ab=a€ R*Vbe R*.

» Bemerkung 2.10
Leicht sieht man: Ist p € R prim und ay,...,a, € R mit p | (a1 ...ay), so gilt p | a; fir ein 3.

m Beispiel 2.11
e In R = Z gilt: p prim <= p irreduzibel

o Sei f e R=Q[t].
— deg(f) =1= f ~ (t — a) ist irreduzibel und prim (denn (¢t —a) | g <= g(a) =0)

— deg(f) = 2: f =t? — 1 ist nicht irreduzibel, t? — 2 ist irreduzibel

Satz 2.12
Sei R nullteilerfrei und 0 # p € R\R*. Ist p prim, so ist es auch irreduzibel.

Beweis. Sei p = ab mit a,b € R. Da insbesondere p | ab und p prim ist, folgt p | a oder p | b. Sei ohne
Einschréankung p | a, das heiit a = pa’ mit o’ € R.

= p=ab=pa'b
=p(l—ab)=0

= a'b =1, insbesondere b € R*
Somit ist p irreduzibel. |

» Bemerkung 2.13
Erinnerung: Ein Ideal von R ist eine Untergruppe I C (R, +) mit

acl,reR=racl

also genau ein Untermodul des R-Moduls R.

Definition 2.14 (erzeugtes Ideal, Hauptideal)
Sei A C R. Das von A erzeugte Ideal mit

(A) := {Zriai |n €N, ay,...,an € A1y, .0y € R}

=1

Ist A = {aq,...,an}, so schreibt man auch (ay,...,a,) fir (A). Ein Ideal der Form I = (a) ist ein

Hauptideal .

» Bemerkung 2.15
Das von A erzeugte Ideal (A) ist gleich dem von A erzeugten Untermodul des R-Moduls R, und ist
das kleinste Ideal von R, das A enthélt.
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» Bemerkung 2.16
Fiir a € R ist (a) = Ra und fiir a,b € R sind dquivalent:

1l.alb
2. b€ (a)
3. (b) € (a)
Fiur R nullteilerfrei sind zudem &dquivalent:

1. a~b

m Beispiel 2.17
Jeder Ring hat die Ideale (0) = {0} und (1) = R. Fir jedes a € R* ist (a) = (1), ist R also ein

Korper, so hat R keine weiteren Ideale.

m Beispiel 2.18
InR=2Z:FirneZist (n)=2Z-n=nZ.
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3. Hauptidealringe

Sei R nullteilerfrei.
Definition 3.1 (Hauptidealring)

Ein Ring R ist ein Hauptidealring , wenn R nullteilerfrei ist und jedes Ideal von R ein Hauptideal
ist.

m Beispiel 3.2
Ist R = K ein Korper, so hat R nur die Ideale (0) und (1), und somit ist R ein Hauptidealring.

Definition 3.3 (euklidische Gradfunktion)
Eine euklidische Gradfunktion auf R ist eine Abbildung § : R\{0} — Ny fiir die gilt:
Fir jedes a € Rund 0 # b € R gibt es ¢, € R mit a = bq + r, wobei r = 0 oder §(r) < §(b).

Ein nullteilerfreier Ring R ist euklidisch , wenn es eine euklidische Gradfunktion auf R gibt.
m Beispiel 3.4
1. Auf R = Z ist der Absolutbetrag

eine euklidische Gradfunktion. (Theorem 4.6)

2. Auf R = K[t], K ein Korper, ist der Grad

6(f) = deg(f)
eine euklidische Gradfunktion. (Theorem 6.5)
3. R = K ein Korper ist
d(z)=0

eine euklidische Gradfunktion, da man in einem Korper jedes Element durch jedes Element

(Ausnahme: 0) teilen kann.

Lemma 3.5
Sei § : R\{0} — Ny eine euklidische Gradfunktion und (0) # <R ein Ideal. Ist 0 # a € I mit
0(a) = min{d(b) | 0 #b € I}, soist I = (a).

Bewets. o “D*:a€l=(a)CI
o “C“: Sei b € 1. Schreibe b = it d r =0 oder § 0(a). Dar=_b — 1
C“: Sei 0 # b € I. Schreibe ga+r mit g,7 € R und r = 0 oder 6(r) < 6(a). Dar I q aI €
€ €
folgt wegen der Minimalitat von §(a), dass r = 0, also b € (a). O

Satz 3.6
Ist R euklidisch, so ist R ein Hauptidealring.

Beweis. Sei I < R ein Ideal. Ist I = (0), so ist I ein Hauptideal. Andernfalls existiert ein 0 # a € I mit d(a)
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minimal. Nach Lemma 3.5 ist I = (a) ein Hauptideal. O

Folgerung 3.7
Die Ringe Z und K|t], K ein Koérper, sind Hauptidealringe.

Lemma 3.8 (Lemma von Bézout)
Sei R ein Hauptidealring und a,b € R. Es existiert ein ¢ € R mit ¢ = ggT(a,b) und (¢) = (a,b).
Insbesondere gibt es z,y € R mit ¢ = azx + by und ggT(z,y) = 1.

Beweis. R Hauptidealring = 3¢ € R mit (¢) = (a,b), insbesondere ¢ = ax + by mit z,y € R.

o c=ggT(a,b):a,b€ (c)=c|laundc|b. Ist d€ Rmitd|aundd|b, soistd]| (ax+by)=c

o ggT(x,y) =1:Ist d € Rmit d |z und d | y, so gelten (cd) | (az) und (cd) | (by) = (cd) | (ax + by) = ¢ =
de R*, alsod ~ 1. O

Satz 3.9
Sei R ein Hauptidealring, p € R. Ist p irreduzibel, so auch prim.

Beweis. Seien a,b € R mit p | (ab). Angenommen p { a. DA p irreduzibel ist, ist ggT(p,a) = 1, also 1 = pz + ay
mit z,y € R nach Lemma 3.8. Also p | (pbz + aby) = b. O

155



4. Faktorielle Ringe Kapitel VIII: Moduln

4. Faktorielle Ringe

Sei R nullteilerfrei.
Definition 4.1 (faktorielle Ringe)

R ist faktoriell <= jedes 0 # x € R\R* ist ein Produkt von Primelementen.

Lemma 4.2

Sei R faktoriell und « € R. Ist « irreduzibel, so auch prim.

Beweis. Sei x irreduzibel, insbesondere 0 # = € R\R*. Da R faktoriell, ist x = p1, ..., pn mit p1,...,pn € R

prim. Da z irreduzibel ist und p; ¢ R ist n = 1 und somit = p; prim. O

Lemma 4.3

Sei R ein Hauptidealring und
L CL C..

eine Kette von Idealen in R. Dann existiert ein n € N mit I,, = I, fiir alle m > n.

Beweis. Behauptung: I = UZO:I I, ist wieder ein Ideal von R.

Beweis: schon in den Ubungen zum Teil behandelt, aber hier noch mal kurz bewiesen

. ieI,TER:>x€Infijreinnlgrxelngl
. m,yelﬁxeln,yeImmitn,mENKg;ex+y€Ikgmitk:max{n,m}

Da R Hauptidealring ist, ist somit I = (z) fiir ein x € R. Mit I = UHGN I, folgt x € I,, fir ein n, und somit
(x) €I, C I, CI=(z),firm >n,also I, = In. O

Satz 4.4
Ist R ein Hauptidealring, so ist R faktoriell.

Beweis. Sei X := {a € R | a ist Produkt von Primelementen} U {0} U R*. Zu zeigen ist X = R. Angenommen,
es gebe a € R\ X. Da nicht prim ist, insbesondere nicht irreduzibel (Satz 3.9), ist a = a1 - a] mit a1,a] € R\R*.
Wiiren a; und aj in X, so auch a, also ohne Einschrinkung a; ¢ X. Fihrt man nun mit a; so fort, erhélt
man eine Folge a1, as,... von Elementen von R\X mit a;4+1 | a; und ai+1 ~ a; fur alle i. Die entsprechenden

Hauptideale bilden eine Kette

(@) G (a1) G (a2) & ...

im Widerspruch zu Lemma 4.3. Somit ist X = R, also R faktoriell. ]

Anmerkung
Es gilt also euklidisch = Hauptidealring = faktoriell.
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Lemma 4.5

Sind p1, ..., pr € R prim, q1,...,qs € R irreduzibel mit

T S
sz‘ = H a;
i=1 j=1

ist » = s und nach Umnummerierung ist

pi~qi Vi

Beweis. Wir zeigen die Behauptung unter der schwécheren Annahme

™ S
Hpi ~ H q;
i=1 j=1

durch Induktion nach r.
s « . qj irred.
r=01~J[_,¢=q¢ RV = s=0
r—1—7r: p| H:Zl pi ~ Hj‘:l q; PR | g; fiir ein j. Nach Umnummerierung ist 5 = 1. Da ¢ irreduzibel

und p1 ¢ R ist p1 ~ q1, also ¢1 = p1 - u mit uw € R*. Es folgt

p1 - (Hpi—u'an) =0
=2 j=2
[[r = I[o~Io
i=2 j=2 j=2

Nach Induktionshypothese ist 7 — 1 = s — 1, und nach Umnummerierung ist p; ~ ¢; fiir i =2, ..., 7. O

Satz 4.6
Ist R faktoriell, so lasst sich jedes 0 # = € R\R* auf eindeutige Weise (bis auf Reihenfolge und

Assoziiertheit) als Produkt von Primelementen schreiben.

Beweis. Sei x = H:Zl pi = szl q; mit p;, g; prim. Da die g; nach Satz 2.12 irreduzibel sind, folgt r = s und
pi ~ q; fur alle ¢ aus Lemma 4.5. O
Folgerung 4.7

Sei R faktoriell und enthalte P C R fiir jede Aquivalenzklasse assoziierter Primelemente genau

einen Vertreter. Dann lésst sich jedes 0 # a € R als

a=c- Hpu(p)

pEP

mit eindeutig bestimmten ¢ € R* und p(p) € Ny, fast alle gleich 0, schreiben.
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m Beispiel 4.8
1. Jedes n € N lasst sich eindeutig als

n:Hp”P

peP

schreiben, wobei P die Menge der Primzahlen ist (Hauptsatz der Arithmetik ).

2. Bezeichnet M die Menge der normierten irreduziblen Polynome in Kt] (K Korper), so lasst
sich jedes 0 # f € K|t] eindeutig als

f=c- H P

PeM

mit ¢ € K* und n, € Ny, fast alle gleich 0, schreiben.
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5. Quotienten von Ringen und Moduln

Seien M und M’ zwei R-Moduln und N C M ein Untermodul.
Definition 5.1 (Quotientenmodul)

Fir x € M schreiben wir
x+N:={x+y|lye N}

Der Quotientenmodul (oder Faktormodul) von M modulo N ist

M/N:={x+ N |xec M}
zusammen mit der Addition
(z+N)+(@y+N)=(@x+y)+N (r,yecM)
und der Skalarmultiplikation

r-(x+N):=rx+N (x€M,r €R)

Sei mn : M — M/N die Abbildung gegeben durch x — = + N.

Lemma 5.2
Addition und Skalarmultiplikation sind wohldefiniert und machen /N zu einem R-Modul. Die

Abbildung 7y : M — M/N ist ein R-Epimorphismus mit Kern

Ker(my) = N

Bewets. ¢ wohldefiniert: wie in Lemma 7.5

o M/N ist R-Modul: wie in Satz 7.7 O

» Bemerkung 5.3
Durch z ~y 2’ <= z — 2’ € N wird eine Aquivalenzrelation ~pn auf M definiert, und = + N ist

eine ~y-Aquivalenzklasse [z]., = {y € M | z ~n y}.

Satz 5.4 (Homomorphiesatz fiir Moduln)
Sei f € Homg(M,M') und N C M ein Untermodul mit N C Ker(f). Dann gibt es genau ein
f € Homg (M/N,M') mit f = fomy.

159



5. Quotienten von Ringen und Moduln Kapitel VIII: Moduln

Beweis. Analog zu Theorem 7.9. Man zeigt, dass jedes f € Homg (M/Nn, M")

fle+N)=f(z) (zeM)
erfiillen muss, und dass dies wiederum eine wohldefinierte Abbildung liefert. O

Lemma 5.5

Durch U — 7y (U) wird eine Bijektion gegeben zwischen
e den Untermoduln von M, die N enthalten

o den Untermoduln von #/N.

Beweis. Sei U die Menge der Untermoduln von M, die N enthalten, U die Menge der Untermoduln von M/N.

e UceU=nn{) € U: Klar, da mn ein Homomorphismus ist
« UclU = 7y' €U: Klar, da my ein Homomorphismus ist und N = Ker(rn) = 75" ({0}) € 75 (U)
e UclU =7y (my" (E)) = U: Klar, da 7y surjektiv

e UcU= 7y (nn(U)) =U:

' (v () = | 73! (7w (@)

zeU
=J '@+ N)
zeU
=J@+N)
zeU
=U+N=U O

» Bemerkung 5.6
Das Ideal I < R ist ein Untermodul des R-Moduls R, somit haben wir ein R-Modul ®/r definiert.

Man kann £/r mit einer Ringstruktur ausstatten.

Definition 5.7 (Quotientenring)
Sei I < R ein Ideal. Fiir € R schreiben wir

c+I={z+a|lacl}
Dann ist
Rlr={x+1|x <€ R}
der Quotientenring von R modulo I mit Addition und Skalarmultiplikation

(x+I)+ @' +I)=(x+2")+1 Va2’ €R
(x+1)- (' +I1)=(x-2)+1 Vz,z’ €R

Und wieder 77 : R — B/r mit @ — z + I.
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Satz 5.8
Addition und Multiplikation sind wohldefiniert und machen £/r zu einem kommutativen Ring mit

Einselement. 77 ist ein Ringhomomorphismus mit Kern

Ker(mp) =1

Beweis. o Addition wohldefiniert: Lemma 5.2

o Multiplikation wohldefiniert: Sind z,z’, %,y € R mit

c+I=a+1
y+I=y +1
Dann ist
r—2 =a€R =z=2+a
y—y =beR =y=y +a
Also

zy= (' +a)(y +b) =2'y +ay +2'b+ab
——_———
er

éwy—}—[zw'y’—i—[

e R/rist Ring: R1 bis R3 folgen aus den entsprechenden Eigenschaften von R.
o R/r ist kommutativ: folgt auch aus den Eigenschaften von R.

o FEinselement: 141

e 7y ist ein Ringhomomorphismus: folgt nach Definition

o Ker(rr): klar O

Satz 5.9 (Homomorphiesatz fiir Ringe)
Sei ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus, I < R ein Ideal mit I C Ker(p). Dann gibt es genau

einen Ringhomomorphismus mit ¢ : 8/r — R/, sodass ¢ o 1; = .

M’
A

Beweis. Man sieht, dass
plx+1)=p(x) VreER

gelten muss, und das dies auch ein wohldefinierter Ringhomomorphismus ist. O

161



5. Quotienten von Ringen und Moduln Kapitel VIII: Moduln

m Beispiel 5.10
e R=27,VYn € Nist nZ ein Ideal.

Z[(n) = Z\nZ

e Sei K ein Korper und sei ¢ € K. Dann ist K[t] - K, P — P(a) ist ein Ringepimorphismus.
Der Kern Ker(p) = (¢t — a), also alle Polynome, die in a eine Nullstelle haben. Es folgt

Kl /t—a) 2 K

® Z ist der Herr der Ringe ®
m Beispiel 5.11
Sei 0 # p € K[t]. Xltl/(p) ist ein Ring, aber auch ein K[t]-Modul und damit ein K-Vektorraum.

dimg (K[/p)) = n = deg(p)

Ist B = (1,t,...,t""1) eine Basis wobei 7 = m(,)(z) Vz € K[t].
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6. Der Elementarteilersatz

Sei R Hauptidealring.
Definition 6.1

Seien a,b,z,y € R. Fiir i,j € {1,...,n} ist
Eij = (0,is s 0p,j) o € Mat, (R)

Sei

E;j (a,b,2,y) =1, — By — Ejj +aBy; +bE;; +xEj; +yEj;

Lemma 6.2

Ist ax — by € R*, so ist

Eij (a7 b) z, y) € GLn(R)

Beweis. Folgt aus Folgerung 3.4, da
det(E;j(a,b,z,y)) = ax — by € R*

Oder direkt: Das Inverse ist Eyj(zc™", be™", ac™", —yc™'), zum Beispiel

a b zct —be! (ax — by)c™! 0

y T —yc ac 0 (ax — by)c™!

» Bemerkung 6.3
Multiplikation von E;;(a,b,z,y) von links an A fiihrt eine Zeilenumformung durch: Sind a4, ..., a,
die Zeilen von A, so wird a; durch aa; + ba; ersetzt, und gleichzeitig a; durch ya; + za; ersetzt. Ist

ax — by = 1, so sind diese Zeilenumformungen invertierbar.

Spezialfille: elementare Zeilenumformungen von Typ II und IIT aus Kapitel 11T (LAAG 1). War-
nung: Im Gegensatz dazu sind tiber einem Ring R die elementaren Zeilenumformungen vom Typ I

(Multiplikation mit einem Skalar) nicht immer invertierbar!

Multiplikation mit E;;(a, b, z,y) von rechts fithrt entsprechende Spaltenumformungen durch.
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Theorem 6.4 (Elementarteilersatz fiir Matrizen, Smith-Normalform)
Sei A € Maty,xn(R). Es gibt 0 < r < min{n,m}, S € GL,,(R), T € GL,(R) mit

dq

SAT =
dr

0 € Maty—rxn—r

wobei d; € R\{0} mit d; | d;1; fixi=1,....,n—1

Beweis. Induktion nach min{m,n}. Fir a € R sei d(a) € Ng U {00} die Anzahl der Primelemente in der
Primfaktorzerlegung von a, mit 6(0) := oo, und 6(A) := min;;{d(as;;)}. Wir kénnen annehmen, dass 6(A) <
0(SAT) fir alle S € GL,,(R) und T € GL,(R). Durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen erreichen wir, dass
6(@11) = (5(14)

o 1. Behauptung: a11 | a;1 fiir alle . Gibe es ein ¢ > 1 fiir dass a11 { as1, so sei ¢ = ggT(a11,ai1) = zai1+yai
mit ggT(x,y) = 1, also ax — by = 1 mit a,b € R. Multiplikation mit E1;(z,y,a,b) von links erzeugt an
der Position (1, 1) das Element ¢, und §(c) < §(a11) = §(A), im Widerspruch zur Minimalitidt von §(A).
Analog zeigt man, dass ai11 | aq; fir alle j. Durch Zeilen- und Spaltenumformungen kénnen wir deshalb

nun a;; = 0 fiir alle ¢ > 1 und a1, fiir alle j > 1 erreichen.

o 2. Behauptung: ai1 | a;; fir alle 4,j. Gdbe es 4 > 1 und j > 1 mit a11 t as; := b, so kénnen wir die j-te
Spalte zur ersten Spalte addieren, was a11 nicht d&ndert und a1; = b bewirkt. Wider kénnen wir Behauptung

1 anwenden und erhalten den Widerspruch, dass a11 | b. Damit ist nach diesem Umformungen

ail - A/

mit A" € Mat(;,—1)x (n—1)(R). Wir wenden nun die Induktionshypothese auf A" an und sind fertig. O

Mathematica/Wolfram Alpha-Befehle (Smith-Normalform)

Elementarteiler einer Matrix A lassen sich mit Mathematica mit der Funktion
SmithDecomposition[A]

die als einziges Argument eine Matrix braucht. Allerdings ist der Output unformatiert, mit folgen-
den Befehl sieht das deutlich besser aus:

MatrixForm/@ ({u,r,v} = SmithDecomposition[A])

Der Output sind 3 Matrizen, wobei u fiir S, v fiir 7' und r fir das Ergebnis von SAT steht.
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» Bemerkung 6.5
Man kann zeigen, dass die d, ..., d, bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmt sind. Man nennt sie
deshalb Elementarteiler der Matrix A.

m Beispiel 6.6

Sei R = Z. Die Elementarteiler von

2 00
A=10 4 0
0 0 6
sind
4 0 4 0 4 0 2 —6 2 0 2 0
— — — — —
0 6 4 6 -2 6 4 0 4 12 0 12
2, 2 und 12.

Anmerkung (Teil 1)
Um die Elementarteiler der Matrix Ag zu ermitteln, muss man geschickt mit Matrizen S und 7'
multiplizieren. Dazu starten wir links oben bei Element a1 # 0 und versuchen nun, auf der ersten

Spalte und auf der ersten Zeile nur Nullen zu produzieren, aber a;; # 0 zu erhalten.

Dazu fangen wir mit der ersten Spalte an. Ziel ist es, das letzte Element dieser Spalte durch
geschickte Addition der vorletzten Spalte zu 0 werden zu lassen. Wir schauen uns die letzten 2
Elemente, nennen wir sie  und y, dieser ersten Spalte an und bestimmen ggT(x,y). Weiterhin

suchen wir v und v, sodass folgende Gleichung erfillt ist:
geT(z,y) =u-z4v-y

Da wir eine Zeilenoperation durchfithren wollen, brauchen wir eine Matrix Sy, die wir von links an
A ranmultiplizieren. Dabei miissen wir auf die richtige Dimension von Sy aufpassen. Dazu setzen

wir Sy auf 1,, und fiigen an der richtigen Stelle die Matrix S ein:

U v
Sh =
_ Y T
ggT(z,y) geT(z,y)
Jetzt bestimmen wir A; := Ay - Sp. Jetzt haben wir das letzte Element der ersten Spalte zu

0 verwandelt. Wir arbeiten uns jetzt in der ersten Spalte nach oben, versuchen also das vorletzte
Element zu 0 zu verwandeln, aber mithilfe der vorvorletzten Zeile. Auch dazu bestimmen wir wieder

Matrizen S1,Ss, ... bis die erste Spalte 0 ist, mit Ausnahme von aq;.
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Anmerkung (Teil 2)
Jetzt wenden wir uns der ersten Zeile zu: Auch hier versuchen wir das letzte Element zu 0 zu ver-
wandeln, aber eben mit Benutzung der vorletzten Spalte. Die Vorgehensweise ist nahezu identisch,

wir bestimmen auch wieder ggT(z,y) und 16sen
ggT(z,y) =u-z+v-y

Damit bauen wir uns wieder 7{, die wir an der passenden Stelle in Ty = 1,, einsetzen

Y
. ggT(z,y)
T

=

T
v —Z
geT(z,y)

Die Matrix Ty multiplizieren wir aber diesmal von rechts an A,,. So arbeiten wir uns wieder von
hinten nach vorne. Es kann passieren, dass wir uns damit leider wieder in der ersten Spalte ein
paar Nullen kaputt machen, aber dann bauen wir wieder eine S,-Matrix mit der wieder Nullen
erscheinen. Falls das wieder die Spalten kaputt macht, dann multiplizieren wir wieder mit einer

T,-Matrix. Das Theorem 6.4 garantiert uns, dass wir irgendwann fertig werden.

Anmerkung (Teil 3)

Haben wir nun die erste Zeile und die erste Spalte zu 0 verwandelt, aufler a;; natirlich, kiimmern
wir uns um die Untermatrix in Richtung rechts unten. Hier geht der Algorithmus von vorne los; das
Schone ist, dass er uns die erste Zeile/Spalte nicht mehr kaputt machen kann. Irgendwann sind wir
rechts unten angekommen und haben nur noch Elemente auf der Hauptdiagonalen stehen. Diese
sollten, wie in Theorem 6.4 behauptet eine solche Teilerkette bilden. Tun sie das nicht, kann man

wieder mit Matrizen S,, und 7T, nachhelfen.

vy
g — v Y T — L ggT(z,y)
" _ Y T " 1 uzT
geT(z,y)  geT(z,y) geT(z,y)
1 1
unter Vorbehalt! ], =
vy uxr

~ eeT(zy) geT(z.y)
Und dann sind wir endlich fertig! Die Transformationsmatrizen S und 7" sind dann einfach

S=51:852-..
=T -Ty-..

Weitere Informationen und Beispiele findet man auf http://www.igt.uni-stuttgart.de/eiserm/
lehre/2010/Algebra/Matrizenringe.pdf, ab Abschnitt §7D
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Lemma 6.7
Ist M ein endlich erzeugter freier R-Modul und N € M ein Untermodul, so ist auch N endlich

erzeugt.

Beweis. Sei (z1,...,Zm) eine Basis von M. Induktion nach m.

m = 1: Durch 1 — z; wird nach Satz 1.11 eine R-lineare Abbildung f : R — M gegeben, die ein Isomorphismus
ist. Der Untermodul N C M entspricht einem Ideal I := f~!(N) von R. Da R ein Hauptidealring ist, ist I = (a)
fiir ein @ € R, somit N = f(I) = R- f(a). Insbesondere ist N endlich erzeugt, sogar von einem Element.

m — 1 — m: Definiere M’ = EZ’;IR%, M" = Rxpm, N' = NN M'. Sei unter 7 : M — M" die R-lineare
Abbildung gegeben nach Satz 1.11 durch w(z;) = §i,mZm. Nach Induktionshypothese ist N’ endlich erzeugt,
etwa N = Z;Zl Ry;. Aus dem Fall m = 1 sehen wir zudem, dass N” = n(N) = Rmw(y) fiir ein y € N. Sei
N = Ry—l—Z?:l Ry; C N. DaKer(n|y) = M"NN =N'C Nund 7|n(N) D Rr(y) = N =x|y(N)ist N =N
nach Lemma 5.5 und Satz 5.4. Somit ist N endlich erzeugt. |

Satz 6.8 (Elementarteilersatz fiir Moduln)
Sei R ein Hauptidealring, M = R™ ein endlich erzeugter freier R-Modul, N C M ein Untermodul.
Dann existiert r € N, eine Basis B’ = (2], ...,z.,) von M und dy, ...,d, € R\{0} mit d; | d;;; fiir

i=1,..,r—1 fiir die (dy21,...,d,z.) eine Basis von N ist.

Beweis. Sei B = (z1,...,2m) eine Basis von M. Nach Lemma 6.7 ist N endlich erzeugt, also

N = ZRyj mit  y; = Zaijmi ai; € R
j=1 i=1
Wir betrachten die lineare Abbildung f : R™ — M gegeben durch f(e;) = y;. Dann ist Im(f) = N und
M5 (f) = A= (ai;) € Matyxn(R)
Nach Theorem 6.4 existieren S € GL,,(R), T € GL,(R) mit

SAT = D = diag(dy, ..., dr, 0)

Es gibt somit Basen £ = (e}, ..., e}) von R", B = (', ..., zl,) von M mit M§,(f) = D. Somit ist N = Im(f) =
T R-f(e)) = 22:1 Rd;x}. Da (27, ..., z;) frei und R nullteilerfrei ist, ist auch (di21, ..., drx;.) frei, also eine

Basis von N. O
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m Beispiel
Sei R=7Z, M =7? N=7Z

(1)
) 0 o) (1o

— —
2 2 —4 0 4
1 1
= B = , = B = ,
0 4 2 1
) 1 1
=C=11- 4 - ist Basis von N
2 1
o L L ]
/ { L
@ @ @

» Bemerkung 6.9

Wieder kann man zeigen, dass dy, ..., d, bis auf Einheiten eindeutig bestimmt sind.

Folgerung 6.10
Ist R ein Hauptidealring, so ist ein Untermodul eines endlich erzeugten freien R-Moduls wieder
frei.

» Bemerkung 6.11
Folgerung 6.10 wird falsch ohne “ R Hauptidealring®. So ist zum Beispiel N = (z,y) < Q[z,y] =
(Q[z])[y] = R = M kein Hauptideal und somit ein nicht freier Untermodul des freien R-Moduls R

Je zwei Elemente von R sind linear abhéngig, fiir a,b € R ist
b-a+(—a)-b=0

Deshalb kann N keine Basis mit mehr als einem Element besitzen.

Die Voraussetzung “endlich erzeugt® ist hingegen nicht notwendig, aber der Beweis wird dadurch

einfacher.
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Folgerung 6.12

Ist R ein Hauptidealring, so ist ein Untermodul eines endlich erzeugten R-Moduls M wieder endlich

erzeugt.

Beweis. Ist M = Z;n:l Ryj, so betrachte die R-lineare Abbildung f : R™ — M gegeben durch f(e;) = y;
fir j = 1,...,m. Nach Lemma 6.7 ist f~'(N) C R™ endlich erzeugt, etwa f~'(N) = Yo, Rxi. Somit ist
N =f(f~'(N)) =", R f(x:) endlich erzeugt. 0

Theorem 6.13 (Hauptsatz iiber endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen)
Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann ist

M =F & M,

wobei F' = R" ein endlich erzeugter freier R-Modul ist und

n

Mo = @ R/Rdi

=1

mit Nichteinheiten dy, ...,d, € R\{0}, die d; | d;4; fiir i = 1,...,n — 1 erfiillen.

Beweis. Sei M = E;":l Ry;. Betrachte die lineare Abbildung f : R™ — M gegeben durch f(e;) = y; und dem
Untermodul N = Ker(f) C R™. Nach Satz 6.8 existiert eine Basis (z1,...,2s) von R™, n < s und di,...,d, €
R\{0} mit d; | di41 fiir die (di1, ..., dnxy) eine Basis von N ist. Nach dem Homomorphiesatz ist

= é;R/Rdz @&5’_/

i=1 F
Ist d; € R™, soist R/Rrd; = 0, wir kénnen diese 7 daher weglassen. Dabei ist @?:1 R/Rrd; genau der Torsionsmodul
Mtor:
o “C*:Mitd:=dy-...-dn € R\{0} ist d- (zi)1,...n = (dxi)1,....n. = (0, ...,0) (Vielfache von Rd; machen das
Element zu 0)

o “D“Istde R\{0}, z € @] | B/rd;, y € R° " mit d- (z,y) =0, soist d-y = 0 und deshalb y =0. [

» Bemerkung 6.14

Auch hier sind dy, ..., d,, (bis auf Einheiten) sowie r eindeutig bestimmt. Man nennt r den (freien)
Rang von M.
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m Beispiel 6.15
Eine endlich erzeugte abelsche Gruppe A ist von der Form

k
A7 ® @Z/diz

=1

mit (eindeutig bestimmten) dy, ...,dr € N, dy | da | ... | dj.
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7. Zyklische Vektorraume

Sei K ein Korper, V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, f € Endg (V).

» Bemerkung 7.1
Wir betrachten V als K[t]-Modul mit P(t) - x = P(f)(z), vergleiche .
Erinnerung: V heifit f-zyklisch <= 3z € V mit V = spany (z, f(z), f2(z),...). Ist k¥ minimal mit
fF(z) € spang (x, f(x), f2(x), ..., fF=1(x)), so ist (x,..., fF71(x)) eine Basis von V und Mp(f) =

B
M.

Xf:

Satz 7.2
Es gibt einen K [t]-Modul-Isomorphismus

m
V @ K[t]/(p;)
i=1
mit normierten Polynomen Pi, ..., P, € K|[t], die P; | P4 Vi erfiillen.
Beweis. Nach Theorem 6.13 (K[t] Hauptidealring) ist
VK[ @ @ Kl /K[t - P,
=1

mit P; € K[t|\K, P; | Piy1 Vi. Da dimg (K[t]) = oo > dimg (V) ist, ist » = 0, und wir konnen ohne Ein-

schrankung P; normiert annehmen. O

Lemma 7.3

Fir P € K[t] sei W := K[t]/(p). Durch fi(z) = tz wird f; € Endg (W) definiert, wobei ¢t =
t+ (P) = m(py(t) € Kl/(P). Genau dann ist ¢ € Homg (V, W) ein K[t]-Modul-Homomorphismus,
wenn (@) = fulie(a)) Yo & V.

Beweis. o fi € Endg(W): klar

o Es gilt
¢ ist K[t]-Modul-Homomorphismus <= ¢(az) = ap(x) Va € K[t],Vz €V
<~ o(tz) =tp(z) VeV
= ¢(f(2)) = fi(p(x)) VeeV 0
Satz 7.4

Genau dann ist X[t/(p) (als K[t]-Modul), wenn V' f-zyklisch ist. In diesem Fall ist
Xxg=bp=r

Beweis. o Hinrichtung: Der K-Vektorraum W = K[t]/(p) ist erzeugt von 1,t = ft(l),z2 = f2(1), ..., wobei
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- =2 -n—1

t =t + (P) und somit ist W fs-zyklisch mit Basis C' = (1,¢,t ,...,t ), wobei n = deg(P). Auch ist

Mc(f:) = Mp. Ist V = K[t]/(P) so ist dann V' f-zyklisch.

« Riickrichtung: Ist umgekehrt V ein K-Vektorraum mit Basis B = (z, f(z), ..., "' (z)), so ist Mp(f) =

Mp fiir P = ;. Der K-Vektorraum-Homomorphismus ¢ : V — W = KI[t]/(p) gegeben durch ¢(f*(z))

ist dann ein K[t]-Modul-Isomorphismus.

o Ist VW als K[t]-Modul, so ist x5 = xy,, Pf = Py,. Aus Mc(f:) = Mp folgt somit
Xf=xp =P
Ist 0 # Q € K[t] mit deg(Q) < deg(P), so ist
QA1) = Q) #0
da @ # 0 und C Basis, insbesondere Q(f;) # 0 € Endx (K[tl/(P)). Da Py, | x, gilt, folgt
Py =Py =xp =P

I Folgerung 7.5

V ist direkte Summe f-zyklischer Untervektorrdume.

Folgerung 7.6
Es gilt

x| (Pp)"

Insbesondere haben x; und Py die selben irreduziblen Faktoren.

Beweis. In der Situation von Satz 7.2 ist
xi =]~
i=1
P; =kgV(P1,...,Pn) = Pn

Da P; | Py, fir alle i folgt x5 | (Pm)™, insbesondere xyf | (Pn)", denn m < n.

Folgerung 7.7 (Frobenius-Normalform)
Es gibt eine Basis B von V, fiir die

MB(f) = diag(Mpl, coey Mpm)

mit Py, ..., P, € K[t] normiert, die P; | P, erfiillen.

» Bemerkung 7.8

Im Gegensatz zur JORDAN-Normalform existiert die FROBENIUS-Normalform fiir beliebige Koérper

K und beliebige Endomorphismen f. Man kann zeigen, dass die Frobenius-Normalform eines En-

domorphismus f eindeutig bestimmt ist.
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Aquivalenzrelation, 40, 125 direkte Summe, 32
dhnlich, 74 duale Basis, 128
JORDAN-Invarianten, 97 Dualraum, 128

JORDAN-Matrix, 93
Eigenraum, 77

Abbildung, 5 Eigenvektor, 77
bilinear, 141 Eigenwert, 77
gleich, 5 Einheit, 15
identische Abbildung, 5 Einheitsmatrix, 36
Inklusionsabbildung, 5 Einschrankung, 6
konstante Abbildung, 5 Elementarmatrizen, 60
Absolutbetrag, 101 Elementarteiler, 165
adjungierte Matrix, 70 Endomorphismen, 42

affiner Unterraum, 52 Endomorphismus

algebraisch abgeschlossen, 21 adjungierte Endomorphismus, 136

allgemeine Gruppe, 37 Determinante, 74

alternierende Gruppe, 64

Annulator, 129 orthogonal, 111
assoziiert, 150 Spur, 75

normal, 138

Ausartungsraum, 118
ausgeartet, 105, 121
Auswahlfunktion, 127

unitar, 111
Epimorphismus, 40
Erzeugendensystem, 24
Automorphismus, 44 euklidische Gradfunktion, 154
euklidische Norm in C, 102
euklidische Norm in R, 99
euklidischen, 106
externe Produkt, 34

Basis, 29
Basismatrix, 36
Bidualraum, 129
bijektiv, 6

Bild, 6 externe Summe, 34
Bilinearform, 103

faktoriell, 156
Blockmatrix, 68

Familie, 7
Charakteristik, 15 frei, 148
charakteristische Funktion, 5 Faser, 52
charakteristische Polynom, 80 Fehlstand, 63
darstellende Matrix, 50 grofiter gemeinsamer Teiler, 151
definit, 106 Grad, 18
Definitionsmenge, 5 Graph, 8
Determinantenabbildung, 66 Gruppe, 9
diagonalisierbar, 82 abelsch, 9
Diagonalmatrix, 36 Halbgruppe, 9
Dimension, 31 symmetrische Gruppe, 10
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Gruppenhomomorphismus, 39

Halbordnung, 125

Hauptideal, 152
Hauptidealring, 154
Hauptraum, 96

Hauptsatz der Arithmetik, 158
hermitesch, 105

homogen, 58

Ideal, 43

erzeugte Ideal, 152
inhomogen, 58
injektiv, 5
invariant, 85
inverses Element, 9
irreduzibel, 152
Isometrie, 121
isomorph, 40

Isomorphismus, 40

Korper, 16

Kern, 41

Kette, 125
grofites Element, 125
kleinstes Element, 125
maximales Element, 125
minimales Element, 125
obere Schranke, 125
untere Schranke, 125

kleinstes gemeinsames Vielfaches, 151

komplexe Konjugation, 101
Komplexifizierung, 144
Komposition, 6
konstanten Term, 18

Koordinatensystem, 48

Loésungsraum, 58
Leitkoeffizienten, 18
linear, 44

linear abhéngig, 26
linear unabhéngig, 26
lineare Komplement, 33
lineare Ordnung, 125

Linearen Gleichungssystem, 58

Linearformen, 128

Linearkombination, 25

Matrix, 35

Addition, 36
invertierbar, 37
Koeffizienten, 35
Matrizenmultiplikation, 36
normal, 138

orthogonal, 112
quadratisch, 35

regular, 37

singular, 37
Skalarmultiplikation, 36
Spur, 75

transponierte Matrix, 35
Typ, 35

unitar, 112

Mengenoperationen, 4
Minimalpolynom, 88
Minor, 72

Modul, 146

(externe) direkte Summe, 148
(freien) Rang, 169
Automorphismus, 147
Basis, 148

direkt, 148

endlich erzeugt, 147
Endomorphismus, 147
Epimorphismus, 147
Erzeugendensystem, 147
frei, 148
Homomorphismus, 147
Isomorphismus, 147
Kern, 147
Monomorphismus, 147

Summe, 148

Monoid, 9

Monomorphismus, 40

neutrales Element, 9
nilpotent, 92
Nilpotenzklasse, 92
Normalteiler, 41

normiert, 81
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Nullmatrix, 36
Nullstelle, 19
Nullteiler, 15

orthogonal, 108
orthogonale Gruppe, 112

orthogonale Komplement, 108

orthogonale Projektion, 109

orthonormal, 108

partielle Ordnung, 125
Permutationsmatrix, 36
Pivotelemente, 59
Polynom, 18
konstant, 18
linear, 18
quadratisch, 18
Praordnung, 150
prim, 152

projektiven Raum, 124

quadratische Form, 106
Quadrik, 120
kegeligen Typ, 121

Mittelpunktsquadrik, 121

parabolischen Typ, 121
Quotientenmodul, 159
Quotientenraum, 53

Quotientenring, 160

Rang, 55
Matrix, 55
Spaltenrang, 56
Zeilenrang, 56
Relation, 125
antisymmetrisch, 125
reflexiv, 125
symmetrisch, 125
total, 125
transitiv, 125
Restklasse, 14
Ring, 13
euklidisch, 154

Ringhomomorphismus, 42

selbstadjungiert, 114

semidefinit, 106

Sesquilinearform, 103
darstellende Matrix, 103

Signatur, 119

Signum, 63

Spaltenvektor, 36

spezielle lineare Gruppe, 69

spezielle orthogonale Gruppe, 112

spezielle unitare Gruppe, 112

Standardbasis, 29

Standardskalarprodukt in C, 101

Standardskalarprodukt in R, 99

surjektiv, 5

symmetrisch, 105

Teilkorper, 16

Teilmenge, 4

teilt, 82, 150
Tensorprodukt, 142
Torsionselemente, 149
Torsionsmodul, 149
Totalordnung, 125
Transformationsmatrix, 51

trigonalisierbar, 85

Umkehrabbildung, 7
unitidre Gruppe, 112
unitaren, 106
universelle Eigenschaft, 142
Untergruppe, 11

erzeugte Untergruppe, 12
Untermodul, 147

erzeugte Untermodul, 147
Untervektorraum, 23
Urbild, 6

Vektorraum, 22
Summe, 32
Vektorraum mit Basis X, 143
Vielfachheit, 83
algebraische Vielfachheit, 84
geometrische Vielfachheit, 84
Vorzeichen, 63
gerade, 63
ungerade, 63

179



INDEX INDEX

Zeilenstufenform, 59 Zielmenge, 5
Zeilenvektor, 36 zyklisch, 89
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