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Kapitel I
Grundbegriffe der Linearen Algebra

1. Logik und Mengen

Definition 1.1 (Teilmenge)
Sind X und Y zwei Mengen, so heifit X eine Teilmenge von Y, wenn jedes Element von X auch
Element von Y ist, dass heifit wenn fiir alle z (r € X = z € Y) gilt.

Definition 1.2 (Mengenoperationen)
Seien X und Y Mengen. Man definiert daraus weitere Mengen wie folgt (Mengenoperationen ):

e XUY ={z|zeXVzeY}
XnY ={z|lzeXAxeY}
X\Y ={zeX|z¢Y}

XxY ={(z,y) |lre XANyeY}
PX)={Y|Y CX}

2. Abbildungen

Definition 2.1 (Einschrinkung)
Sei f : x> y eine Abbildung. Fiir A C X definiert man die Einschriinkung /Restrikton von f auf

A als die Abbildung
A—-Y
fla: {

ar f(a)

Das Bild von A unter f ist f(A) :={f(a):a € A}.
Das Urbild einer Menge B C Y unter f ist f~! :={z € X : f(z) € B}.
Man nennt Im(f) := f(X) das Bild von f.

Definition 2.2 (Komposition)
Sind f: X - Y und g : Y — Z Abbildungen, so ist die Komposition g o f die Abbildung

Of.{X—>Z
P27 e e flo(@)

Man kann die Komposition auffassen als eine Abbildung o : Abb(Y, Z) x Abb(X,Y) — Abb(X, Z).

Definition 2.3 (Umkehrabbildung)
Ist f: X — Y bijektiv, so gibt es zu jedem y € Y genau ein z, € X mit f(z,) =y (?7), durch

fl_{Y—>X

yl—>$y

wird also eine Abbildung definiert, die Umkehrabbildung zu f.
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Definition 2.4 (Familie)
Seien I und X Mengen. Eine Abbildung x : I — X, +— x; nennt man Familie von Elementen von
X mit einer Indexmenge I (oder I-Tupel von Elementen von X) und schreibt diese auch als (z;);e;.
Im Fall I = {1,2,...,n} identifiziert man die I-Tupel auch mit den n-Tupeln aus Definition 1.1. Ist
(2;)icr eine Familie von Teilmengen einer Menge X, so ist

e UX,={zeX|JellzxeX)}

e NX,={zeX|Viel(lzxeX)}

o [[X;={f€Abb(I,X) |VieI(f(i) € X,)}
Die Elemente von [] X; schreibt man in der Regel als Familien (z;);e;s.

Definition 2.5 (Graph)
Der Graph einer Abbildung f : X — Y ist die Menge

Lf :{(z,y) e X xY |y=f(z)}

3. Gruppen

Definition 3.1 ((Halb-)Gruppe)
Sei G eine Menge. Eine (innere, zweistellige) Verkniipfung auf G ist eine Abbildung * : G x G —
G, (z,y) — x xy. Das Paar (G, %) ist eine Halbgruppe , wenn das folgende Axiom erfiillt ist:

e (Gl) Fir z,y,z € Gist (xxy) %z =x * (y * 2).
Eine Halbgruppe (G, *) ist ein Monoid , wenn zusétzlich das folgende Axiom gilt:

e (G2) Es gibt ein Element e € G, welches fiir alle x € G die Gleichung x xe = exx = x erfiillt.
Dieses Element heifit dann neutrales Element der Verkniipfung x.

Satz 3.2 (Eindeutigkeit des neutralen Elements)
Ein Monoid (G, *) hat genau ein neutrales Element.

Beweis. Nach Definition besitzt (G, *) mindestens ein neutrales Element. Seien e, e € G neutrale Elemente.
Dann ist e1 = e1 * e2 = ez. Damit besitzt (G, *) hochstens ein neutrales Element, also genau ein neutrales
Element. 0O

Definition 3.3 ((abelsche) Gruppe)
Eine Gruppe ist ein Monoid (G, x) mit dem neutralen Element e, in dem zusitzlich das folgende
Axiom gilt:

e (G3) Fiir jedes z € G gibt es ein 2’ € G mit 2’ xz =z x 2’ =e.
Gilt weiterhin

e (G4) Fiir alle z,y € G gilt x *y = y * x, so heifit diese Gruppe abelsch .

Satz 3.4 (Eindeutigkeit des Inversen)
Ist (G, *) eine Gruppe, so hat jedes z € G genau ein inverses Element.

Beweis. Nach Definition hat jedes x € G mindestens ein Inverses. Seien 2, 2" € G inverse Elemente zu z. Dann
ista' =a'xe=12"x(zx2") = (2’ xx)x 2" = exa” =2". Es gibt also genau ein Inverses zu =. O
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Definition 3.5 (Untergruppe)
Eine Untergruppe einer Gruppe (G, ) ist eine nichtleere Teilmenge H C G, fiir die gilt:

¢ (UG1) Fir alle z,y € H ist -y € H (Abgeschlossenheit unter Multiplikation).

e (UG2) Fiir alle x € H ist #71 € H (Abgeschlossenheit unter Inversen).

Definition 3.6 (erzeugte Untergruppe)

Ist G eine Gruppe und X C G, so nennt man diese kleinste Untergruppe von G, die X enthilt,
die von X erzeugte Untergruppe von G und bezeichnet diese mit (X), falls X = {z1,29,...,2n}
enthilt auch mit (zq, 2, ..., 2,). Gibt es eine endliche Menge X C G mit G = (X), so nennt man
G endlich erzeugt.

4. Ringe

Definition 4.1 (Ring)

Ein Ring ist ein Tripel (R, +,-) bestehend aus einer Menge R, einer Verkniipfung +: R x R — R
(Addition) und einer anderen Verkniipfung - : R x R — R (Multiplikation), sodass diese zusammen
die folgenden Axiome erfiillen:

¢ (R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.
¢ (R2) (R,-) ist eine Halbgruppe.
e (R3) Fiir a,z,y € R gelten die Distributivgesetze a(x 4+ y) = ax + ay und (z +y)a = za+ya.

Fin Ring heiffit kommutativ, wenn xy = yx fiir alle z,y € R.

FEin neutrales Element der Multiplikation heifit Einselement von R.

Ein Unterring eines Rings (R, +,-) ist eine Teilmenge, die mit der geeigneten Einschréinkung von
Addition und Multiplikation wieder ein Ring ist.

Theorem 4.2
Sei b # 0 € Z. Fiir jedes a € Z gibt es eindeutig bestimmte ¢, € Z (r ist “Rest“), mit a = gb+r
und 0 < r < [b].

Beweis. Existenz und Eindeutigkeit

e Existenz: o0BdA nehmen wir an, dass b > 0 (denn ist a = gb+ r, so ist auch a = (—¢q)(=b) + 7). Sei ¢ € Z
die grofite Zahl mit ¢ < ¢, und sei r =a —gb € Z. Dann ist a < § — ¢ < 1, woraus 0 < r < b folgt.

e Eindeutigkeit: Sei a = gb+ 1 = ¢'b + ' mit ¢,¢',r,7’ € Z und 0 < r,7’ < |[b|. Dann ist (¢ — ¢ )b=17—1'
und |r — 7’| < |b|. Da q — ¢’ € Z ist, folgt r — " = 0 und daraus wegen b # 0, dann q — ¢’ = 0. O

m Beispiel 4.3 (Restklassenring)
Wir fixieren n € N. Fiir a € Z sei a := a +nZ := {a + nz | x € Z} die Restklasse von "a mod n”.
Fiir a,a’ € Z sind dquivalent:

e a+nZ=adad +nzZ
ed ca+nZ

e n teilt @’ — a (in Zeichen nla’ —a), dh. o/ =a+nk fir k € Z

Bewets. e 1) = 2): klar,denn 0 € Z
e 2)=3)rd €a+nZ=d =a+nkmitkezZ
e3)=1)rd =a+nkmithk€eZ=a+nZ={a+nk+nzx|zeZt={a+nlk+z)|z€Z}t=a+nZ

Insbesondere besteht a + nZ nur aus den ganzen Zahlen, die bei der Division durch n den selben Rest lassen
wie a. O
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Sei R ein Ring mit Einselement. Man definiert die Charakteristik von R als die kleinste natiirliche
Zahl n mit 141+ ...+ 1 =0, falls so ein n existiert, andernfalls ist die Charakteristik 0.

| Definition 4.5 (Nullteiler)

| Definition 4.4 (Charakteristik)

Sei R ein Ring mit Einselement. Ein 0 # = € R ist ein Nullteiler von R, wenn er ein 0 # y € R

mit zy = 0 oder yz = 0 gibt. Ein Ring ohne Nullteiler ist nullteilerfrei.

Definition 4.6 (Einheit)
| Sei R ein Ring mit Einselement. Ein « € R heifit invertierbar (oder Einheit von R), wenn es ein

2’ € R mit xa’ = 2’z = 1 gibt. Wir bezeichnen die invertierten Elemente von R mit R*.

5. Korper

Ein Korper ist ein kommutativer Ring (K, +,-) mit Einselement 1 # 0, in dem jedes Element
x # x € K invertierbar ist.

| Definition 5.2 (Teilkérper)

| Definition 5.1 (Korper)

Ein Teilkorper eines Korpers (K, +,-) ist die Teilemenge L C K, die mit der geeigneten Ein-
schrinkung von Addition und Multiplikation wieder ein Korper ist.

m Beispiel 5.3 (Endliche Primkérper) B
Fir jede Primzahl p ist Z/pZ ein Korper. Ist a # 0, so gilt p teilt nicht a und somit gibt es nach
7?70,k € Z mit

ab+kp=1
(ab+kp)=1=(ab)=a-b
und somit ist @ invertierbar in Z/pZ. Somit sind fiir n € N #quivalent:
e Z/nZ ist ein Korper
e 7Z/nZ ist nullteilerfrei

e 1 ist Primzahl

Beweis. e 1=2:77
e 2=3:77
e 3 = 1: gegeben
Insbesondere ist Z/pZ nullteilerfrei, d.h. aus p|ab folgt p|a oder pld. O

6. Polynome

In diesem Abschnitt sei R ein kommutativer Ring mit Einselement.

Definition 6.1 (Polynom)
Sei R[X] die Menge der Folgen in R (siehe ?7), die fast iiberall 0 sind, also

R[X] = {(ak)keNo | Vk(ak S R) A dng : Vk > no(ak = 0)}
Wir definieren Addition und Multiplikation auf R[X]:
o (arp)reno + (bk)ren, = (ar + bi)ren,

. k
* (ar)reny - (bk)wen, = (Ck)ken, mit cx = 75 o ajbi—;
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Theorem 6.2 (Polynomdivision)
Sei K ein Korper und sei 0 # g € K[X]. Fiir jedes Polynom f € K[X] gibt es eindeutig bestimmte
g,h,r € K[X] mit f = gh + r und deg(r) < deg(g).

Beweis. Existenz und Eindeutigkeit

e Existenz: Sei n = deg(f), m = deg(g), f = > p_,ar X", g =31 b X"
Induktion nach n bei festem g.
TA: Ist n < m, so wahlt man h =0 und r = f.
IB: Wir nehmen an, dass die Aussage fiir alle Polynome vom Grad kleiner als n gilt.
IS: Ist n > m, so betrachtet man f; = f — g—; - X" . g(X). Da g—; - X"™ . g(X) ein Polynom
vom Grad n —m + deg(g) = n mit Leitkoeffizient ;> - b, = a, ist, ist deg(f1) < n. Nach IB gibt es also
hi,r1 € K[X] mit fi = ghi+71 und deg(r) < deg(g). Somit ist f(X) = fi(X)+ 3= - X" g(X) = gh+r
mit A(X) = hi(X) + 32 - X" r =11

e Eindeutigkeit: Sei n = deg(f),m = deg(g). Ist f = gh+ 17 = gh’ + 7' und deg(r),deg(r’) < m, so ist
(h—h")g =7r"—r und deg(r’ — r) < m. Da deg(h — h') = deg(h’ — h) + m muss deg(h — k') < 0, also
h' —h =0 sein. Somit h’ = h und v’ = 7. O

Definition 6.3 (Nullstelle)
Sei f(X) = > k>0 apX* € R[X]. Fiir A € R definiert man die Auswertung von f in A\ f()\) =

> k>0 axA® € R. Das Polynom f liefert auf diese Weise eine Abbildung f:R > Rund A — f(\).
Ein A € R f(A\) = 0 ist eine Nullstelle von f.

I Definition 6.4 (algebraisch abgeschlossen)
Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen , wenn er eine der dquivalenten Bedingungen erfiillt.

Theorem 6.5 (Fundamentalsatz der Algebra)
Der Korper C ist algebraisch abgeschlossen.




Kapitel 11
Vektorraume

1. Definition und Beispiele

In diesem Kapitel sei K ein Korper.

Definition 1.1 (Vektorraum)

Ein K-Vektorraum (auch Vektorraum iiber K) ist ein Tripel (V,+,-) bestehend aus einer Menge
V', einer Verkniipfung + : V' x V — V| genannt Addition, und einer Abbildung - : K x V — V|,
genannt Skalarmultiplikation, fiir die gelten:

e (V1): (V,+) ist eine abelsche Gruppe
e (V2): Addition und Skalarmultiplikation sind vertréiglich:
S M@y =)+ ()
S tp)z=(A2) + ()
—Ap-z)=0A-p)-w
—l-z=x
Definition 1.2 (Untervektorraum)

Sei V' ein K-Vektorraum. Ein Untervektorraum (Untervektorraum) von V' ist eine nichtleere Teil-
menge W C V mit:

e (UV1): Firz,ye Wistx+y e W.

e (UV2): Firz e Wund Ae Kist \-z € W.

Definition 1.3 (Erzeugendensystem)

Ist V ein K-Vektorraum und X C V, so nennt man den kleinsten Untervektorraum von V', der X
enthilt den von X erzeugten Untervektorraum von V' und bezeichnet diesen mit (X). Eine Mengen
X CV mit (X) =V heifit Erzeugendensystem von V. Der Vektorraum V heifit endlich erzeugt,
wenn er ein endliches Erzeugendensystem besitzt.

2. Linearkombinationen

Sei V ein K-Vektorraum.
Definition 2.1 (Linearkombination)
e Sein € Ny. Ein & € V ist eine Linearkombination eines n-Tupels (z1, ..., 2,) von Elementen
von V, wenn es Aq,...,\, € K gibt mit x = Ay - z1, ..., A\, - ©,,. Der Nullvektor ist stets eine
Linearkombination von (z1, ..., %,) auch wenn n = 0.

e Ein © € V ist eine Linearkombination einer Familie (z;) von Elementen von V, wenn es
n € No und i1, ..., i, € I gibt, fiir die x Linearkombination von (x - iy, ..., x - iy) ist.

e Die Menge aller x € V, die Linearkombination von F = (x;) sind, wird mit spang(F)
bezeichnet.
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Definition 2.2 (linear (un)abhingig)
e Sei n € Ng. Ein n-Tupel (z1,...,2,) von Elementen von V ist linear abhingig , wenn es
ALy ooy An € K gibt, die nicht alle 0 sind und A - 21 +... + Ay - 2, = 0 (*) erfiillen. Andernfalls

heifit das Tupel linear unabhingig .

e Eine Familie (x;) von Elementen von V ist linear abhéingig, wenn es n € Ny und paarweise
verschiedene i1, ...,4, € I gibt, fiir die (x;,,...,2;,) linear abhingig ist. Andernfalls linear
unabhingig.

3. Basis und Dimension

Definition 3.1 (Basis)

Eine Familie (z;) von Elementen von V ist eine Basis von V, wenn gilt:
e (B1): Die Familie ist linear unabhéngig.
e (B2): Die Familie erzeugt V, also spang (z;) = V.

Theorem 3.2 (Basisauswahlsatz)
Jedes endliche Erzeugendensystem von V besitzt eine Basis als Teilfamilie: Ist (z;) ein endliches
Erzeugendensystem von V, so gibt es eine Teilmenge J C I, fiir die (z;);cs eine Basis von V ist.

Beweis. Sei (x;) ein endliches Erzeugendensystem von V. Definiere 7 := {J C I | (z;)ics J ist Erzeugendensystem von V'}.
Da I endlich ist, ist auch J endlich. Da (x;) Erzeugendensystem ist, ist I € J, insbesondere J # 0. Es gibt
deshalb ein beziiglich Inklusion minimales Jo € J, d.h. J1 € J so gilt nicht J; C Jo. Deshalb ist (z;)ic., eine
Basis von V' (77). O

Lemma 3.3 (Austauschlemma)
Sei B = (z1,...,xy) eine Basis von V. Sind A1, ...\, € K und y = Y7 | \; - a;, so ist fiir jedes
j€{1,2,...,n} mit \; # 0 auch B’ = (z1,...,%j_1, Y, Tj+1, ..., Ty) eine Basis von V.

Beweis. oBdA.seij =1,also B’ = (y, 22, ..., Tn). Wegen \; # Qist 1 = Afl-y—ZLQ AiZi € spany (Y, T2, ..., Tn)
und somit ist B’ ein Erzeugendensystem. Sind p1,...,pn € K mit p1 -y — >0 o ps - @i = 0, so folgt 0 =
P (i N @i Y i @) = pn - A @1+ 9o (g - Ai + pi)as und aus der linearen Unabhéngigkeit von B
somit g1 - A1 =0, g1 - A2+ p2 =0, ..oy 1 - Ap + i, = 0. Wegen A1 # 0 folgt 1 = 0 und daraus p,; = 0. Folglich
ist B’ linear unabhingig. O

Theorem 3.4 (Steinitz’scher Austauschsatz)

Sei B = (x1,...,2y) eine Basis von V und F = (y1, ..., ¥,) eine linear unabhéngige Familie in V.
Dann ist 7 < n und es gibt 1, ...,4,— € {1,...,n}, fiir die B’ = (y1, ..., Yr, Ti, , .-, 5, _) €ine Basis
von V ist.

Bewets. Induktion nach r
Fiir » = 0 ist nichts zu zeigen.
Sei nun r > 1 und gelte die Aussage fiir (yi,...,yr—1). Insbesondere ist r — 1 < n und es gibt i1,..,9,_(r—1) €

{1,...,n} fir die B" = (Y1, Yr, Tiy, -, Ti,,_(,_,,) €ine Basis von V ist. Da y, € V = spang(B’') ist y, =
Z:;ll Aicy1 + Z;.:O(T*l) uj - ;- Da (y1,..., yr) linear unabhéngig, ist y- ¢ spang (y1,...,yr—1). Folglich gibt es
jo €{1,...,n—(r—1)} mit p;, # 0. Insbesondere ist n — (r — 1) > 1, also r < n. 0BdA. jo = 1, dann ergibt sich

mit dem Austauschlemma (Lemma 3.3), dass auch (Y1, ..., Yr—1, Yr, Tig, .- xini(Til)) eine Basis von V ist. O

Folgerung 3.5 (Basiserginzungssatz)
Ist V' endlich erzeugt, so ldsst sich jede linear unabhéngige Familie zu einer Basis ergénzen: Ist
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I (21, ..., ) linear unabhéngig, so gibt esm > nund &1, Tni2, vy Ty Tr die (21, ooy Ty Tty ooy Tin)
eine Basis von V ist.

Bewets. Nach dem Basisauswahlsatz (Theorem 3.2 und ??) besitzt V eine endliche Basis, die Behauptung folgt

somit aus dem STEINITZ’schen Austauschsatz (Theorem 3.4). O

4. Summen von Vektorriumen

Sei V ein K-Vektorraum und (W;) eine Familie von Untervektorrdumen von V.

Definition 4.1 (Summe von Vektorriumen)
Die Summe der W; ist der Untervektorraum

Z W; := spany (U WZ-)

icl

Im Fall I = {1, ...,n} schreibt man auch Wy + ... + W, fiir Y., W;.

Definition 4.2 (direkte Sumime)

Ist jedes x € > W; eindeutig als Summe von z; mit z; € W; darstellbar, so sagt man, dass > W;
die direkte Summe der Untervektorrdume W; ist und schreibt @W; fiir Y W;. Im Fall T = {1, ...,n}
schreibt man auch W7 @ Wy & ... & W, fir &W;.

Theorem 4.3 (Dimensionsformel)
Sei dimg (V) < oo. Fiir Untervektorridume Wy, Wy von V gilt:

dimK(W1 + WQ) + dimK(W1 n WQ) = dimK(Wl) + dimK(Wz)

Bewets. Da dimg (V) < oo haben alle Untervektorrdume von V' Basen. Sei also By = (X1, ..., Z,) eine Basis von
Wi1NWs. Nach dem Basisergidnzungssatz (Folgerung 3.5) kénnen wir By zu den Basen B1 = (21, ..., Tn, Y1, -+, Yp)

von Wi und Bz = (21, ..., Tn, 21, ..., 2g) von Wy ergénzen. Wir behaupten, dass B = (21, ..., Tn, Y1, -y Yp, 21, -+, Zq)

eine Basis von W1 +W5 ist. Offenbar ist B ein Erzeugendensystem von W1+W5. Seien nun A1, ..., An, f1, .., p, My .., Mg €
Komit 3770 Niwi + 3503 s + Dy mezk = 0. Dannist 350 ) Niwa + 328y pyy; = — 305 mkak € Wi Wa.

Da spany (By) = Wi N W, und Bj linear unabhiingig ist, ist u; = 0. Analog zeigt man auch, dass 7, = 0. Aus

By linear unabhéngig folgt dann auch, dass A; = 0. Somit ist B linear unabhéngig. Wir haben gezeigt, dass B

eine Basis von W7 + W5 ist.

= dimg (W1) +dimk (W2) = |Bi1| + |B2| = (n+p) + (n—q) = (n+p+q) +n = [B|+|Bo| = dimx (W1 + W2) +
dlmK(Wl M Wg) |:|

Definition 4.4 (externes Produkt)

Das externe Produkt einer Familie (V;) von K-Vektorrdumen ist der K-Vektorraum [ ] V; bestehend
aus dem kartesischen Produkt der V; mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation,
() + (x}) = (x; + 2}) und Ma;) := (Ax;).

Definition 4.5 (externe Summe)

Die externe Summe einer Familie (V;) von K-Vektorrdumen ist der Untervektorraum @V :=
{(z:) € [IVi | @; = 0; fiir fast alle i} des K-Vektorraum [[V;.




Kapitel II1
Lineare Abbildungen

1. Matrizen

Sei K ein Korper.

Definition 1.1 (Matrix)
Seien m,n € Ny. Eine m x n-Matrix iiber K ist ein rechteckiges Schema:

ail A1n

Am1 .- Amn

Man schreibt dies auch als A = (a;j)i=1,...n j=1,...,m oder A = (ai;);;, wenn m und n aus dem
Kontext hervorgehen. Die a;; heiflen die Koeffizienten der Matrix A und wir definieren 4; ; = a;.
Die Menge der m x n-Matrizen iiber K wird mit Mat,, x, (K) oder K™*" bezeichnet. Man nennt
das Paar (m,n) auch den Typ von A. Ist m = n, so spricht man von quadratisch en Matrizen und
schreibt Mat,, (K). Zu einer Matrix A = (a;;) € Maty, x»(K) definiert man die zu A transponierte
Matrix A? := (aij)j’i S Matnxm(K).

Definition 1.2 (Addition und Skalarmultiplikation)

Seien A = (a;;) und B = (b;;) desselben Typs und A € K. Man definiert auf Mat,, x, (K) eine
koeffizientenweise Addition und Skalarmultiplikation .

Definition 1.3 (Matrizenmultiplikation)

Seien m,n,r € Ny. Sind A = (a;;) € Maty,xn(K), B = (bjr) € Mat,«,(K) so definieren wir die
Matrizenmultiplikation C' = AB als die Matrix C = (¢;x) € Mat,, x(K) mit ¢, = Z;’:l aij - bj.
Kurz geschrieben “Zeile - Spalte“.

Definition 1.4 (invertierbar)

Eine Matrix A € Mat,, (K) heifit invertierbar oder reguléir , wenn sie im Ring Mat,, (K) invertierbar
ist, sonst singulédr . Die Gruppe GL,(K) = Mat,, (K)* der invertierbaren n x n -Matrizen heifit
allgemeine Gruppe .

2. Homomorphismen von Gruppen

Seien G, H zwei multiplikativ geschriebene Gruppen.

Definition 2.1 (Gruppenhomomorphismus)
Eine Abbildung f : G — H ist ein Gruppenhomomorphismus , wenn gilt:

o (GH): f(zy) = f(z) - f(y)
Die Menge der Homomorphismen f : G — H bezeichnet man mit Hom(G, H).
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Definition 2.2 (Arten von Homomorphismen)
Ein Homomorphismus ist

e ein Monomorphismus , wenn [ injektiv ist

e ein Epimorphismus , wenn f surjektiv ist
e ein Isomorphismus , wenn f bijektiv ist.

Die Gruppen G und H heiflen isomorph , in Zeichen G = H, wenn es einen Isomorphismus G — H
gibt.
Definition 2.3 (Kern)
Der Kern eines Gruppenhomomorphismus f : G — H ist Ker(f) := f71({1}) = {z € G | f(z) =
1u}.
Definition 2.4 (Normalteiler)
I Ist N < G mit 271y € N fiir alle x € G und y € N, so nennt man N einen Normalteiler von G
und schreibt N < G.

3. Homomorphismen von Ringen

Seien R, S und T Ringe.

Definition 3.1 (Ringhomomorphismus)
Eine Abbildung f: R — S ist ein Ringhomomorphismus , wenn fiir x,y € R gilt:

e (RHL) f(z+y) = f(x) + f(y)
e (RH2:) f(zy) = f(z) - f(y)

Die Menge der Ringhomomorphismen f : R — R wird mit Hom(R, S) bezeichnet. Ein Homo-
morphismus f : R — S ist ein Mono-, Epi- oder Isomorphismus, wenn f injektiv, surjektiv oder
bijektiv ist. Gibt es einen Isomorphismus f : R — S, so nennt man R und S isomorph und schreibt
R = S. Die Elemente von End(R) := Hom(R, R) nennt man Endomorphismen . Der Kern eines
Ringhomomorphismus f : R — S ist Ker(f) := f~1({0}).

Definition 3.2 (Ideal)

Ist I eine Untergruppe von (R,+) und za,ax € I mit x € R und a € I, so nennt man I ein Ideal
von R und schreibt I < R.

4. Homomorphismen von Vektorrdumen

Seien U, V, W drei K-Vektorraum.

Definition 4.1 (linear)
Eine Abbildung f : V' — W heifit K-linear er Homomorphismus von K-Vektorraum, wenn fiir alle
z,y € V und ) € K gilt:

o (L1): flx+y) = f(z)+ f(y)
o (L2): f(Ax) =\~ f()

Die Menge der K-linearen Abbildungen f : V' — W wird mit Homg (V, W) bezeichnet. Die Elemen-
te von Endg (V') := Homg (V, V') nennt man die Endomorphismen von V. Ein f € Homg (V, W) ist
ein Mono-, Epi- bzw. Isomorphismus, falls f injektiv, surjektiv bzw. bijektiv ist. Einen Endomor-
phismus der auch ein Isomorphismus ist, nennt man Automorphismus von V und bezeichnet die
Menge der Automorphismen von V' mit Autg (V). Der Kern einer linearen Abbildung f:V — W

ist Ker(f) == f~1({0}).
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5. Der Vektorraum der linearen Abbildungen Kapitel III: Lineare Abbildungen

5. Der Vektorraum der linearen Abbildungen

Seien V und W zwei K-Vektorrdume.
Definition 5.1 (Koordinatensystem)
Die Abbildung ®p heifit Koordinatensystem zu B. Fiir v € V ist (z1,...,2,)" = ®5' (v) € K" der
Koordinatenvektor zu v beziiglich B und (z1, ..., z,) sind die Koordinaten von v beziiglich B.

6. Koordinatendarstellung linearer Abbildungen

Seien V, W endlichdimensionale K-Vektorrdume mit den Basen B = (21, ...,z,) und C' = (y1, ..., Ym)-

Definition 6.1 (darstellende Matrix)

Sei f € Homg (V,W). Fiir j =1, ...,n schreiben wir f(z;) = Y_.", a;;y; mit eindeutig bestimmten
ai; € K. Die Matrix ME(f) = (a;;) € Mat,,xn(K) heiflt die darstellende Matrix von f beziiglich
der Basen B und C.

Definition 6.2 (Transformationsmatrix)

Sind B und B’ Basen von V, so nennt man 75, := MZ, (idy) € GL( K) die Transformationsmatrix
des Basiswechsels von B nach B’.

7. Quotientenridume

Seien V, W K-Vektorrdume und U C V ein Untervektorraum.

Definition 7.1 (affiner Unterraum)
Fin affiner Unterraum von V ist eine Teilmenge der Form

x+U:={z+u|luelU}CV

wobei U C V ein beliebiger Untervektorraum von V ist und x € V.

Definition 7.2 (Quotientenraum)
Der Quotientenraum von V modulo U ist die Menge der affinen Unterrdume

Viv={z+U|zeV}

mit der Addition (x1 +U) + (z2 + U) = (21 + 22) + U und der Multiplikation \(x + U) = Az + U.
Dies ist wohldefiniert nach ?7.

Wir definieren die Abbildung 7y : V — V4 durch 7y (z) =z + U.

» Bemerkung 7.3
Die Untervektorraum sind also genau die Kerne linearer Abbildungen! Ist f : V' — W linear, so ist
Ker(f) C V ein Untervektorraum. Ist U C V ein Untervektorraum, so ist 7y : V' —V/ linear mit
Kern U.
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8. Rang Kapitel III: Lineare Abbildungen

Theorem 7.4 (Homomorphiesatz) 5
Sei f € Homg (V, W) mit U C Ker(f). Dann gibt es genau eine lineare Abbildung f : Vo— W

mit f = fomy, d.h. es kommutiert:

Diese erfiillt Ker(f) =Ker(/o= {z + U | z € Ker(f)} C".

Beweis. Ist f = f ony, so gilt f(z 4+ U) = f(mv) = f(x) (*), somit ist f dann eindeutig bestimmt. Um-
gekehrt wird durch (%) eine wohldefinierte Abbildung f erkldrt: Sind z,2’ € V mit z + U = ' + U, so ist
x — 2’ € U C Ker(f) und deshalb f(z) = f(z').

e Linearitit: Fiir 2,y € V und X € K ist fMz+U) + ply+U)) = fOru (@) + pro(y) = Az +U) +
wfly+U).
e Kern: f(z+U) =0 < f(z) =0 < z € Ker(f). O

8. Rang

Seien V, W zwei endlichdimensionale K-Vektorrdume und f € Homg (V, W).
I Definition 8.1 (Rang)
Der Rang von f ist rk(f) = dimgx (Im(f)).

Definition 8.2 (Rang einer Matrix)
Der Rang einer Matrix A € Mat,,xn(K) ist tk(A) = rk(fa), wobei fa : K™ — K™ die durch A
beschriebene lineare Abbildung ist.

9. Lineare Gleichungssysteme

Sei A € Mat,,xn(K) und b € K™.

Definition 9.1 (Lineares Gleichungssystem)

Unter einem Linearen Gleichungssystem verstehen wir eine Gleichung der Form Az = b. Diese heifit
homogen , wenn b = 0, sonst inhomogen und L(A,b) = {x € K™ | Az = b} ist sein Losungsraum .
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9. Lineare Gleichungssysteme Kapitel III: Lineare Abbildungen

Definition 9.2 (Zeilenstufenform)
Die Matrix A = (a;;) hat Zeilenstufenform , wenn es ganze Zahlen 0 <r <mund 1 <k < ... <
k. < n gibt mit:

o fir 1<i<rund1<j<kista;=0
e fiir 1 <i <ristaz, # 0 (sogenannte Pivotelemente )

e firr<i<mund1l<j<nista;=0

0 ... 0 awp, * ... ... %

0 ... ... 0 A2k, * *
Ark,.

0

Definition 9.3 (Elementarmatrizen)
Fiir i,5 € {1,....,m}, A € K* und p € K definieren wir m x m-Matrizen, die sogenannten

Elementarmatrizen :
e S;(N) =1, +(AN-1)Ey;
o Qij(p) = Ly + pk;
e Pj:=1,+FEj;+E; —E; —Ej;

Theorem 9.4 (Eliminierungsverfahren nach Gaufl)
Zu jeder Matrix A € Mat,, x,(K) gibt es | € Ny und Elementarmatrizen Ej, ..., E; vom Typ II
und III fiir die Ej - ... - B - A in Zeilenstufenform ist.

Beweis. Seien ay, ..., a, die Spalten von A.

Ist A = 0 so ist nichts zu tun.

Sei nun A # 0 und sei k; minimal mit ax, # 0. Es gibt also ein ¢ mit a;x, # 0. Durch Vertauschen der ersten
und der i-ten Zeile erreichen wir, dass a1y, = 0, d.h. wir multiplizieren A mit £1 = Pp;. Nun addieren wir fiir
i =2,..,m ein geeignetes Vielfaches der ersten Zeile zur i-ten Zeile, um a;x;, = 0, d.h. wir multiplizieren A mit

E; = Qi1 (i) fiir p; = Z;ii . Nach diesen Umformungen haben wir eine Matrix der Form:

0o ... 0 air, * ... *
0 ... ... 0 * .. %k
0 ... ... 0 * .. %

und kénnen nun mit dem Rest der Matrix A =: A" von vorne beginnen. Die nun folgenden Zeilenumformungen
werden die erste Zeile und die ersten k1 Spalten nicht mehr #ndern, und weil A" weniger Zeilen und Spalten als
A hat, bricht das Verfahren nach endlich vielen Schritten ab. O
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Kapitel IV
Determinanten

1. Das Vorzeichen einer Permutation

In diesem Kapitel sei K ein Korper und R ein kommutativer Ring mit Einselement.

Definition 1.1 (Fehlstand, Vorzeichen)
Seio € 5,.

¢ Ein Fehlstand von o ist ein Paar (4,7) mit 1 <i < j < nund o(i) > o(j).

e Das Vorzeichen (oder Signum ) von o ist sgn(c) = (—1)f(?) € {—1,1}, wobei f(o) die Anzahl
der Fehlsténde von o ist.

e Man nennt ¢ gerade , wenn sgn(o) = 1, sonst ungerade .

2. Determinante einer Matrix

Definition 2.1 (Determinantenabbildung)
Eine Abbildung ¢ : Mat,,(R) — R heifit Determinantenabbildung , wenn gilt:

e (D1): 0 ist linear in jeder Zeile: sind ay, ..., a,, die Zeilen von A und ist ¢ € {1,...,n} und a; =
Naj+N'a mit X, X" € Rund den Zeilenvektoren a}, al/, soist §(A) = N-d(a1, ..., al, ...,an)+
X' det(a,...,al, ... an).

e (D2): § ist alternierend: sind ay, ..., a,, die Zeilen von A und 4,5 € {1,...,n}, ¢ # j mit a;, = qa;,
so ist 6(A) = 0.

e (D3): ¢ ist normiert: 6(1,) = 1.

Theorem 2.2
Es gibt genau eine Determinantenabbildung ¢ : Mat,,(R) — R und diese ist gegeben durch die
Leibnitzformel

det(a;;) = Z sgn(o) - Hai,o(i) = Z Hai,a(i) - Z Hai,a(i)
i

oESy, c€A, i=1 oc€Sp\A, i=1

Beweis. Eindeutigkeit der Abbildung folgt wegen D3 aus ??. Bleibt nur noch zu zeigen, dass det auch die Axiome
D1 bis D3 erfiillt.

D1: klar

D3: klar

D2: Seien p # v mit ay = ay. Mit 7 = Ty st Sp\An = A, 7, somit

det(ai;) = Z Hai,a(i) - Z Hai,v‘r(i)

ocEA, i=1 ocEA,T =1
n n
= g Hai,a(i) - Hai,o-r(i)
c€EAn \i=1 i=1
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3. Minoren Kapitel IV: Determinanten

nach ?7. Da a;; = a,(;,; fiir alle 4, j ist

H Qi,o(i) = H Ar(i),07(i)
i=1 lil
Hai,o'f(i)
i=1

fiir jedes o € S,,, woraus det(a;;) = 0 folgt.

Theorem 2.3 (Determinantenmultiplikationssatz)
Fiir A, B € Mat,(R) ist

det(AB) = det(A) - det(B)

Beweis. Fixiere A und betrachte die Abbildung & : Mat, (R) — R mit B + det(AB™"). Diese Abbildung erfiillt
die Axiome D1 und D2. sind by, ..., b, die Zeilen von B, so hat AB~! die Spalten Ab, ..., Ab%, es werden die

Eigenschaften von det auf § iibertragen.
= det(AB) = §(B") = §(1,,) - det(B") = det(A) - det(B). O

3. Minoren

Seien m,n € N.

Definition 3.1 (adjungierte Matrix)
Sei A = (a;5) € Mat,(R). Fir ¢,j € {1,...,n} definieren wir die n x n-Matrix:

ail a1,5—1 0 1,541 A1n
ai—11 - @151 0 G141 - Gioipn
Ajj = 0 0 1 0 0
@i41,1 e Qi41,5.1 0 Ai41,541 -+ Qitln
An1 Qn,j—1 0 Qn,j+1 Ann

die durch Ersetzen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte durch e; aus A hervorgeht, sowie die

(n—1) x (n — 1)- Matrix:

ail a1,5—-1 ai,j+1 QA1n
A — Ai—1,1 -+ @i—1,451 QAi—1454+1 - QAi—1n
ij —

i41,1 e Qi41,5.1 Q41,541 .- Gigln

an1 Up,j—1 An,j+1 Ann

die durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalten entsteht. Weiterhin definieren wir die zu
A adjungierte Matrix als A% = (aj’;) € Mat, (R), wobei af; = det(4j;).
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3. Minoren Kapitel IV: Determinanten

Lemma 3.2
Sei A € Mat,,(R) mit Spalten aq, ..., a,. Fir i,j € {1,..,n} gilt:

. det(Aij) = (—1>i+j ‘det(Ag])

o det(A;;) =det(a1,...,a;-1, €, Ajt+1, .-, Gn)

Beweis. e Durch geeignete Permutation der ersten ¢ Zeilen und der ersten j Zeilen erhélt man
1 0 ... O
) _ 0
det(Ayy) = (- DD ey | )
: Al
ij
0

??

= (—1)""7 - det(1,) - det(A};)

e Man erhilt A;; aus (a1, ..., €, ..., an) durch elementare Spaltenumformungen vom Typ II.

Satz 3.3
Fiir A € Mat,,(R) ist

A* . A=A A% =det(A) - 1,

Beweis.

(AT A)i; = all - ax

k=1
n

= E akj-det(Akj)
k=1
n

3.2

= ag; - det(a, ..., @i—1, a5, Qit1, ..y an)
k=1

n

:det(al,...,ai_l, E akjek,ai+1,...,an)
k=1

= det(al, ey Q=15 Qg Q41 eeey an)
= 61']' . det(A)
= (det(A) - 1n)i;

Analog bestimmt man die Koeffizienten von AA%¥, wobei man det(A;x) = det(A%,) = det((A")r;) benutzt.

I Folgerung 3.4

Es ist GL,(R) = {A € Mat,,(R) | det(A) € R*} und fiir A € GL,,(R) ist A= = #(A) .

Beweis. Satz 3.3 und 77

O
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3. Minoren Kapitel IV: Determinanten

Satz 3.5 (Laplace’scher Entwicklungssatz)
Sei A = (a;j) € Mat,(R). Fiir jedes i,j € {1,..,n} gilt die Formel fiir die Entwicklung nach der
i-ten Zeile:

det(A Z 1)+ - a;; - det(Aj;)

Jj=1

Gleiches gilt auch fiir Spalten.

Beweis. Nach Satz 3.3 ist

det(A) = (AA%);; = Za” ot
Jj=1

n

= Z Qg * det(Aij)

Jj=1
=D iy (-1 - det(A}))
j=1

Analog auch fiir Spalten. O

Satz 3.6 (Cramer’sche Regel)
Sei A € GL,(R) mit Spalten ai,...,a, und sei b € R". Weiter sei z = (x1,...,2,)" € R" die
eindeutige Losung des Linearen Gleichungssystems Ax = b. Dann ist fiir i = 1,...,n

det(al, ey Qj—1, b, Ajt1y eey an)
det(A)

T =

Beweis.

det Z af; s

det E b det al,.. ,a¢,1,ei,ai+1,...,an)

. 1
"~ det(A)

~det(a1, ..., @i—1, b5, Qit1, .oy an) O

Definition 3.7 (Minor)
Sei A = (ai;) € Matyxn(R) und 1 <7 < m, 1 < s < n. Eine r X s- Teilmatrix von A ist eine
Matrix der Form (@i, jv)pu,o € Mat,xs(R) mit 1 <i; < ... <i, <mund 1 < j; < ... < js <n. st
A’ eine r x r-Teilmatrix von A, so bezeichnet man det(A’) als einen r-Minor von A.

m Beispiel 3.8
Ist A € Mat,(R) und i,j € {1,...,n}, so ist Aj; eine Teilmatrix und det(Aj;) = (—1)"*7 - aﬁ ein
(n — 1)-Minor von A.
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4. Determinante und Spur von Endomorphismen Kapitel IV: Determinanten

Satz 3.9
Sei A € Mat,,(R) und r € N. Genau dann ist tk(A) > r, wenn es eine r x r- Teilmatrix A’ von A
mit det(A’) # 0 gibt.

Beweis. e Hinrichtung: Ist tk(A) > 7, so hat A r linear unabhingige Spalten ax, ..., a,. Die Matrix A=
(ai,...,ar) hat den Rang r und deshalb r linear unabhéngige Zeilen au, ..., a,. Die r x r-Matrix A hat dann
Rang r, ist also invertierbar, und det(A4) # 0.

e Riickrichtung: Ist A" eine r x r-Teilmatrix von A mit det(A’) # 0, so ist tk(A) > rk(A’) = r. O

Folgerung 3.10
Sei A € Mat, xn(K). Der Rang von A ist das grofite » € N, fiir das A einen von Null verschiedenen
r-Minor hat.

4. Determinante und Spur von Endomorphismen

Sei n € N und V ein K-Vektorraum mit dimg (V) = m.

Satz 4.1
Sei f € Hompg (V,W), A’ eine Basis von V und A = Ma/(f). Sei weiter B € Mat,,(K). Genau
dann gibt es eine Basis B’ von V mit B = Mp/(f), wenn es S € GL,(K) mit B = SAS™! gibt.

Beweis. Tst B’ eine Basis von V mit B = Mg/ (f), so ist B = SAS™" mit S = Tg,/. Sei umgekehrt B = SAS™!
mit S € GL,,(K). Es gibt eine Basis B’ von V mit Tf, = S, also Mp/(f) = T4 - M/ (f)-(Tf) ' = SAS™' = B:
Mit B = (D4 (£ (e1)), oo ®ar (f (en))) ist ®ar 0 fi ' = idy o®p/, also Th = M7, (idy) = S~1. Folglich ist
T = (T8 =(S7')~! = S nach ??. ]

Definition 4.2 (Ahnlichkeit)
Zwei Matrizen A, B € Mat,,(R) heien dhnlich , wenn (in Zeichen A ~ B) es S € GL,(R) mit
B =SAS! gibt.

Satz 4.3 )
Ahnlichkeit von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation auf Mat,, (R).

Beweis. o Reflexivitit: A =1, -A- (]ln)f1
e Symmetrie: B = SAS™' => A=8"'BS=5"'B(s™ ™!
e Transitivitit: B = SAS™!, C =TBT ' = C =TSAS™'T~! = (TS)A(ST)™! O

Satz 4.4
Seien A, B € Mat,,(R). Ist A ~ B, so ist

det(A) = det(B)

Beweis. B=SAS™!, S € GL,(R), det(B) = det(S) - det(A) - det(S)™* = det(A) nach Theorem 2.3 und ?? [

Definition 4.5 (Determinante eines Endomorphismus)
Die Determinante eines Endomorphismus f € Endg (V) ist

det(f) = det(Mp(f))

wobei B eine Basis von V ist. (Diese ist wohldefiniert nach Satz 4.1 und Satz 4.4)
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4. Determinante und Spur von Endomorphismen Kapitel IV: Determinanten

Satz 4.6
Fiir f,g € Endg (V) gilt:

e det(idy) =1
o det(fog) = det(f) - det(g)
e Genau dann ist det(f) # 0, wenn f € Autg (V). In diesem Fall ist det(f~1) = det(f)~!

Beweis. e klar
e folgt aus ?? und Theorem 2.3
e folgt aus 77 und 77 ]

Definition 4.7 (Spur einer Matrix)
Die Spur einer Matrix A = (a;;) € Mat,(R) ist

tI'(A) = zn: (0777
i=1

Mathematica/WolframAlpha-Befehle (Spur einer Matrix)
Auch fiir die Spur einer Matrix hat Mathematica bzw. WolframAlpha eine Funktion:

Tr({{1, 2, 3}, {4, 5, 6}, {7, 8, 9}}]

Lemma 4.8
Seien A, B € Mat,,(R)

e tr: Mat,(R) — R ist R-linear
o tr(At) =tr(A)
e tr(AB) =tr(BA)

Beweis. in den Ubungen bereits behandelt (]

Satz 4.9
Seien A, B € Mat,,(R). Ist A ~ B, so ist tr(A4) = tr(B).

Beweis. B=SAS™', S € GLn(R) = tr(B) = tr(SAS™ ") £ tr(AS'S) = tr(A) O

Definition 4.10 (Spur eines Endomorphismus)
Die Spur eines Endomorphismus f € Endg (V) ist

tr(f) = tr(Mp(f))
wobel B eine Basis von V ist (Diese ist wohldefiniert nach Satz 4.1 und Satz 4.9)

» Bemerkung 4.11
Im Fall K = R kann man wie in 7?7 den Absolutbetrag der Determinante eines f € Endg (K™)
geometrisch interpretieren, ndmlich als das Volumen von f(Q), wobei @ = [0, 1] der Einheitsquader
ist, und somit als Volumenéinderung durch f. Auch das Vorzeichen von det(f) hat eine Bedeutung;:
Es gibt an, ob f orientierungserhaltend ist. Fiir erste Interpretationen der Spur siehe A100.
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Kapitel V
Endomorphismen

1.

3

Eigenwerte

Definition 1.1 (Eigenwert, Eigenvektor, Eigenraum)
Sind 0 # 2z € V und A € K mit f(z) = Ax so nennt man A einen Eigenwert von f und x einen

Eigenvektor von f zum Eigenwert A. Der Eigenraum zu A € K ist Eig(f,\) = {z € V | f(z) = A\z}.

Definition 1.2 (EW und EV fiir Matrizen)
Sei A € Mat,,(K). Man definiert Eigenwerte, Eigenvektoren, etc von A als Eigenwerte, Eigenvek-
toren von fa € Endg (K™).

Das charakteristische Polynom

Definition 2.1 (charakteristisches Polynom)
Das charakteristische Polynom einer Matrix A € Mat,, (K) ist die Determinante der Matrix ¢- 1,, —
A € Mat,, (K[t]).

xa(t) =det(t- 1, — A) € K[t

Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus f € Endg (V') ist x7(t) = X, () (), wobei
B eine Basis von V ist.

Definition 2.2 (normiertes Polynom)

Ein Polynom 0 # P € K|t] mit Leitkoeffizient 1 heift normiert .

. Diagonalisierbarkeit

Definition 3.1 (diagonalisierbar)

Man nennt f diagonalisierbar , wenn V' eine Basis B besitzt, fiir die Mp(f) eine Diagonalmatrix
ist.

Definition 3.2 (a teilt b)

Sei R ein kommutativer Ring mit seien a,b € R. Man sagt, a teilt b (in Zeichen a | b), wenn es
z € R mit b = ax gibt.

Definition 3.3 (Vielfachheit)

Fir 0 # P € K[t] und A € K nennt man u(P,\) = max{r € Ny | (¢t —r)" | P} die Vielfachheit
der Nullstelle A von P.

Definition 3.4 (algebraische und geometrische Vielfachheit)

Man nennt pq(f,A) = p(xr,A) die algebraische Vielfachheit und py(f, A) = dimg (Eig(f, A)) die
geometrische Vielfachheit des Eigenwertes A von f.

4. Trigonalisierbarkeit

Definition 4.1
Man nennt f trigonalisierbar , wenn V' eine Basis B besitzt, fiir die Mp(f) eine obere Dreiecks-
matrix ist.
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5. Das Minimalpolynom

Kapitel V: Endomorphismen

I Definition 4.2 (invariant)

Ein Untervektorraum W <V ist f-invariant , wenn f(W) < W.

. Das Minimalpolynom

Definition 5.1

fo=idv, fl=f,f2=fof, ..
Analog definiert man P(A) fir A € Mat,, (K).
Definition 5.2 (Minimalpolynom)

man das Minimalpolynom Py von f.

__U‘

Definition 5.3 (f-zyklisch)

Ein f-invarianter UVR W < V heifit f-zyklisch , wenn es ein x € W mit W = spany (z, f(z), f*(z), ...

gibt.

6. Nilpotente Endomorphismen

Definition 6.1 (nilpotent)

Fiir ein Polynom P(t) = Y1 ¢;t" € K]|t] definieren wir P(f) = >\"¢;f* € Endg(V), wobei

Das eindeutig bestimmte normierte Polynom 0 # P € K[t] kleinsten Grades mit P(f) = 0 nennt

Analog definiert man das Minimalpolynom P4 € K[t] einer Matrix A € Mat,, (K).

Ein f € Endg (V) heifit nilpotent , wenn f* = 0 fiir ein k& € N. Analog heifit A € Mat,, (K)
nilpotent, wenn A* = 0 fiir & € N. Das kleinste k mit f¥ = 0 bzw. A* heiBt die Nilpotenzklasse

von f bzw. A.

Definition 6.2 (Jordan-Matrix)
Fiir £ € N definieren wir die JORDAN-Matrix

Ji =

0

weiter setzen wir fiir A € K Ji(A) := A1 + Jj.

7. Die Jordan-Normalform

Definition 7.1 (Hauptraum)

€ Matk(K)

Der Hauptraum von f zum EW X der Vielfachheit r = u,(f, \) ist

Hau(f, \) = Ker ((f - )\idV)T)
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Kapitel VI
Skalarprodukte

In diesem ganzen Kapitel seien
e K =Roder K=C
eneN

e V ein n-dimensionaler K-VR

1. Das Standardskalarprodukt

Sei zunéchst K = R.

Definition 1.1 (Standardskalarprodukt in R)

Auf den Standardraum V = R™ definiert man das Standardskalarprodukt in R (.) : R” x R™ — R
durch

n
(@,y) = a'y =Y i
=1

Sei nun K = C.

Definition 1.2 (komplexe Konjugation, Absolutbetrag)

Fir z,y € R und z = x + 1y € C definiert man z = x — iy heiit komplexe Konjugation .. Man
definiert den Absolutbetrag von z als

|z| = Vzz =22 + 32 € Rxg

Fir A = (aij)i,; € Maty,xn(C) sehen wir

A = (ai;)ij € Mat,,xn(C)

Definition 1.3 (Standardskalarprodukt in C)
Auf K = C" definiert man das Standardskalarprodukt in C (-,-) : C" x C* — C durch

n
(r,y) =a'y = Z Ty,
i=1

Definition 1.4 (euklidische Norm in C)
Auf V = C definiert man die euklidische Norm in C || - || : C* — Rx>( durch

2]l = v/ (z,z)

2. Bilinearformen und Sesquilinearformen

Sei K =R oder K =C.
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3. Euklidische und unitére Vektorrdume Kapitel VI: Skalarprodukte

Definition 2.1 (Bilinearform, Sesquilinearform)
Eine Bilinearform (K = R) bzw. Sesquilinearform (K = C) ist eine Abbildung s : V x V — K fiir
die gilt:

e Fiir z,2',y € Vist s(x + 2/, y) = s(x,y) + s(a’,y)
o Fiir z,y,y € Vist s(z,y +y') = s(z,y) + s(z,y')
e Firz,ye V, A € K ist s(A\x,y) = As(z,y)

e Firz,yeV, A€ K ist s(z, \y) = s(x,y)

Definition 2.2
Sei s eine Sesquilinearform auf V und B = (v, ..., v,) eine Basis von V. Die darstellende Matrix
von s bzgl. B ist

Mg(s) = (s(vi,v5))i,; € Maty, (K)

Definition 2.3 (ausgeartet)
FEine Sesquilinearform s auf V' heiffit ausgeartet , wenn eine der dquivalenten Bedingungen aus 77
erfiillt ist, sonst nicht-ausgeartet.

Definition 2.4 (symmetrisch, hermitesch)
Eine Sesquilinearform s auf V' heifit symmetrisch , wenn bzw. hermitesch , wenn

s(z,y) = s(y,x) firallex,yeV

—t _—
Eine Matrix A € Mat,,(K) heifit symmetrisch bzw. hermitesch, wenn A = A* = A = A'.

3. Euklidische und unitire Vektorriaume

Definition 3.1 (quadratische Form)
Sei s eine hermitesche Sesquilinearform auf V. Die quadratische Form zu s ist die Abbildung

V>R
qs -

x> sz, x)

Definition 3.2 ((semi)definit, euklidischer VR, unitirer VR)
Sei s eine hermitesche Sesquilinearform auf V. Ist s(x,x) > 0 fiir alle z € V, so heifit s positiv
semidefinit . Ist s(z,z) > 0 fiir alle 0 # « € V, so heifit s positiv definit (oder ein Skalarprodukt).

Eine hermitesche Matrix A € Mat,,(K) heifit positiv (semi)definit, wenn s4 dies ist.

Einen endlichdimensionalen K-VR zusammen mit positiv definiten hermiteschen Sesquilinearfor-
men nennt man einen euklidischen bzw. unitiren VR (oder auch Prihilbertraum). Wenn nicht
anderes angegeben, notieren wir die Sesquilinearform mit (-, -).

Definition 3.3

Ist V ein unitdrer VR, so definiert man die Norm von x € V als

2]l = v (z,7) € Rxo

4. Orthogonalitit

Sei V ein euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum.
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5. Orthogonale und unitdre Endomorphismen Kapitel VI: Skalarprodukte

Definition 4.1 (orthogonal, orthogonales Komplement)
Zwei Vektoren z,y € V heiflen orthogonal , in Zeichen = 1 y, wenn (z,y) = 0. Zwei Mengen
X,Y C V sind orthogonal, in Zeichen X 1 Y, wenn & L y fiir allez € X und y € Y.

Fir U C V bezeichnet

Ut ={z eV |z LufiraleuecU}

das orthogonale Komplement zu U.

Definition 4.2 (orthonormal)

Eine Familie (z;);c; von Elementen von V ist orthogonal, wenn z; 1 x; fiir alle ¢ # j, und
orthonormal , wenn zusétzlich ||z;|| = 1 fur alle 7. Eine orthogonale Basis nennt man eine Orthogonalbasis,
eine orthonormale Basis nennt man eine Orthonormalbasis.

5. Orthogonale und unitire Endomorphismen

Sei V ein euklidischer bzw. unitidrer Vektorraum und f € Endg (V).

Definition 5.1 (orthogonale, unitire Endomorphismen)
f ist orthogonal bzw. unitér , wenn

(f(2), f(y) = (x,y) Vo,yeV

Definition 5.2 (orthogonale, unitire Matrizen)
Eine Matrix A € Mat,,(K) heifit orthogonal bzw. unitér , wenn

A*A =1,

6. Selbstadjungierte Endomorphismen

Sei V' ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum und f € Endg (V).

Definition 6.1 (selbstadjungiert)
f ist selbstadjungiert , wenn

(f(@),y) = (=, f(y)) Vo,yeV

7. Hauptachsentransformation

Sei V ein euklidischer bzw. unitédrer Vektorraum und s eine hermitesche Sesquilinearform auf V.

Definition 7.1 (Ausartungsraum)
Der Ausartungsraum von s ist

Vo={zeV|s(z,y)=0 VyeV}

Definition 7.2 (Signatur)
Die Signatur von s ist das Tripel

(r+(s),m—(s),70(5))

wobei ro(s) = dimg (Vp).
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8. Quadriken Kapitel VI: Skalarprodukte

8. Quadriken

Sei n € N.
Definition 8.1 (Quadrik)
Eine Quadrik ist eine Teilmenge von R™ mit

Q={reR"|2'Az + 2b'x + c =0}

mit A € Mat,,(R) symmetrisch, b* € R™ und ¢ € R.

Definition 8.2 (Typen von Quadriken)
Sei @ gegeben durch (A, b, ¢) wie in Definition 8.1. @ heifit

e vom kegeligen Typ , wenn rk(A) = rk(A,b) = rk(A)
e cine Mittelpunktsquadrik , wenn rk(A) = rk(A, b) < rk(A)

e vom parabolischen Typ , wenn rk(A) < rk(A, b)

e ausgeartet , wenn det(A) =0

Definition 8.3 (Isometrie)
Eine Isometrie des R™ ist f € Affg(R™) mit

f(z) = Az +b

mit b € R™ und A € GL,,(R) ist orthogonal.
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Kapitel VII
Dualztdt

1. Das Lemma von Zorn

Sei K ein Korper und U, V, W seien K-Vektorrdume. Zudem sei X eine Menge.

Definition 1.1 (Relation)
Eine Relation ist eine Teilmenge R C X x X. Man schreibt (z,2’) € R als zRx’. R heifit

e reflexiv , wenn Vo € X: zRx
e transitiv , wenn Vz,y,z € X: xRy und yRz = xRz
e symmetrisch , wenn Vz,y € X: xRy = yRx

e antisymmetrisch , wenn Vz,y € X: xRy und yRr =y ==

e total , wenn Va,y € X: (z,y) ¢ R= (y,z) € R

Definition 1.2 (Halbordnung)

Eine Halbordnung (oder partielle Ordnung ) ist eine reflexive, transitive und antisymmetrische
Relation <. Eine totale Halbordnung heifit Totalordnung oder lineare Ordnung . Man schreibt
r<yfirz<yAzxz#y.

Definition 1.3 (Kette)

Sei (X, <) eine Halbordnung, ¥ C X. Y heifit Kette , wenn (Y, < |y) total ist.

z € Y heif3t ein minimales Element von Y, wenn V2’ € Y: z < 2.

x € Y heifit untere Schranke von Y, wenn Vy € Y: y > .

x € Y heifit kleinstes Element von Y, wenn x untere Schranke von Y ist.

Analog: maximales Element , obere Schranke , grofites Element .

Theorem 1.4 (Das Lemma von Zorn)
Sei (X, <) eine Halbordnung, die nicht leer ist. Wenn jede Kette eine obere Schranke hat, dann
hat X ein maximales Element.

Beweis. Das Lemma von Zorn hat axiomatischen Charakter - es ist dquivalent zum Auswahlaxiom, seine
Giiltigkeit ist somit abhéngig von unseren grundlegenden mengentheoretischen Annahmen. Fiir einen Beweis
des Lemmas von Zorn aus dem Auswahlaxiom siehe die Vorlesung Mengenlehre. Wir zeigen hier zumindest die
andere Richtung, ndmlich dass das Auswahlaxiom aus dem Lemma von Zorn folgt. O

Folgerung 1.5 (Auswahlaxiom)
Zu jeder Familie (x;), nicht leer, gibt es eine Auswahlfunktion , das heifit eine Abbildung:

fiI—|JXimit f(i) € X; Vi
iel
Beweis. Sei F die Menge der Paare (J, f) bestehend aus einer Teilmenge J C I und einer Abbildung f: I —
U,e; Xi mit f(i) € Xi Vi € J. Definieren wir (J, f) < (J',f') <= J C J" und f'[; = f, so ist < eine
Halbordnung auf . Da (0,0) € F ist F nichtleer. Ist G C F eine nichtleere Kette, so wird auf J' := U ; cg J
durch f'(j) = f(j) falls (J,f) € G und j € J eine wohldefinierte Abbildung f’ : J — ., X; mit f'(i) €
X, Vield gegeben. Das Paar (J', f’) ist eine obere Schranke der Kette G. Nach dem Lemma von Zorn besitzt
F ein maximales Element (J, f). Wir behaupten, dass J = I. Andernfalls nehmen wir ein i’ € I'\J und ein
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2. Der Dualraum Kapitel VII: Dualitét

z' € Xy und definieren J' := U U {¢'} und f': J — |J

ieJ’

j e J

Xi, j— {f/(]) J < ,- Dann ist (J', f') € F und
T j=i

(J, f) < (J', f) im Widerspruch zur Maximalitét von (J, f). O

Folgerung 1.6 (Basiserginzungssatz)
Sei V' ein K-Vektorraum. Jede linear unabhiingige Teilmenge Xg C V ist in einer Basis von V
enthalten.

Bewets. Sei X = {X C V | X ist linear unabhéngig, Xo C X} geordnet durch Inklusion. Dann ist Xo € X,
also X # (. Ist Y eine nichtleere Kette in ¥, so ist auch Y = [JY C V linear unabhingig. Sind y1,...,yn € Y
paarweise verschieden, so gibt es Y1,...,Y, € Y mit y; € Y; fiir « = 1,...,n. Da ) total geordnet ist, besitzt
{Y1,...,Yn} ein groBtes Element, o.E. Yi. Also sind y1,...,y» € Y1 und somit linear unabhéngig. Folglich ist
Y1 € X eine obere Schranke von ). Nach dem Lemma von Zorn besitzt X ein maximales Element X. Das heif}t,
X ist eine maximal linear unabhéngige Teilmenge von V', nach LAAG1 I1.3.5 also eine Basis von V. t

2. Der Dualraum

Sei V' ein K-Vektorraum.
Definition 2.1 (Dualraum)
Der Dualraum zu V ist der K-Vektorraum

V* =Homg(V,K) = {p:V — K linear}

Die Elemente von V* heiflen Linearformen auf V.

I Definition 2.2 (duale Basis)
Ist B = (x;)ics eine endliche Basis von V, so nennt man B* = (x});c; die zu B duale Basis .

Definition 2.3 (Bidualraum)
Der Bidualraum zu V ist der K-Vektorraum
V** = (V*)* = Homg (V*, K)

Definition 2.4 (Annulator)
Fiir eine Teilmenge U C V' bezeichne

Ul={peV*|px)=0 VzeU}

den Annulator von U.

3. Die duale Abbildung

Sei f € Homg (V, W).

Definition 3.1 (duale Abbildung)
Die zu f duale Abbildung ist

*

W* — V*
prrpof

4. Die adjungierte Abbildung

Sei K =R oder K = C und V ein endlichdimensionaler unitarer K-Vektorraum.

27



5. Der Spektralsatz Kapitel VII: Dualitét

Definition 4.1 (weitere Skalarmultiplikation)
Wir definieren auf V' eine Skalarmultiplikation

Axz =\

und schreiben V = (V, +, %).

Definition 4.2 (adjungierter Endomorphismus)
Die Abbildung ¥ heifit der zu f adjungierte Endomorphismus .

5. Der Spektralsatz

Sei V ein endlichdimensionaler unitérer K-Vektorraum und f € Endg (V).

Definition 5.1 (normaler Endomorphismus, normale Matrix)
Der Endomorphismus f heifit normal , wenn

fofuli=fuiof

Entsprechend heift A € Mat,,(K) normal , wenn

AA* = A"A

Theorem 5.2 (Spektralsatz)
Sei f € Endg (V) ein Endomorphismus, fiir den x s in Linearfaktoren zerfillt. Genau dann besitzt
V' eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f, wenn f normal ist.

Bewezs. e Hinrichtung: Ist B eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f, so ist A = Mp(f) eine
Diagonalmatrix. Dann ist auch Mp(f*%) Z A* cine Diagonalmatrix und AA™ = A*A. Somit ist f normal.

e Riickrichtung: Sei f normal und xy(t) =[]/, (¢t — A\i). Beweis nach Induktion nach n = dimg (V).
n = 0: klar
n — 1 — n: Wihle Eigenvektor zum Eigenwert A1, o.E. ||z1| = 1. Sei U = K - 1. Nach ?? ist f*¥(x1) =

/\Txl, insbesondere ist U f-invariant und f°%¥-invariant. Fiir z € U~ ist
(f)wn) = (2, 19 @) = (w2 ) = A fw21) =0
also f(z) € U+ und
(F¥@)wr) = (o f@n) = (@ han) = M (@,22) = 0

also f*%(z) € UL, Somit ist V = U @ U™ eine Zerlegung in Untervektorriume, die sowohl f-invariant als
auch f*¥-invariant sind. Insbesondere st f*¥ |1 = (f|yL)*¥, woraus folgt, dass auch f|;. normal ist:

f‘UL O(f|UL)adj = fofadj|Ui = fadj oflyL = fadj|Ui °f|Ui = (f|UL)adj o flys

AuBerdem zerféllt auch x| , = [T75(t — X:) in Linearfaktoren. Nach Induktionshypothese existiert eine

Orthonormalbasis (2, ..., 2,) von U™ bestehend aus Eigenvektoren von f|;. und (21, ...,z,) ist dann
eine Orthonormalbasis von V' aus Eigenvektoren von f. O

6. Tensorprodukte
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. Tensorprodukte Kapitel VII: Dualitét

Definition 6.1 (billineare Abbildung)
Eine Abbildung £ : V x W — U ist bilinear , wenn fiir jedes v € V die Abbildung

W —=U
w— &(v,w)

und fiir jedes w € W die Abbildung

V ->U
v = E(v,w)
linear sind.

Wir definieren

Bilg(V,W,U) = {£ € Abb(V x W,U) | £ bilinear}
Definition 6.2 (Tensorprodukt)
Ein Tensorprodukt von V und W ist ein Paar (T, 7) bestehend aus einem K-Vektorraum T und
einer bilinearen Abbildung 7 € Bilg (V, W, T') welche die folgende universelle Eigenschaft erfiillt:
Ist U ein weiterer K-Vektorraum und £ € Bilg (V,W,U) so gibt es genau ein {g € Homg (T, U)
mit § =&goT.

VXW —1—> T
U

Definition 6.3 (Vektorraum mit Basis X))
Sei X eine Menge. Der K-Vektorraum mit Basis X ist der Untervektorraum V = spany ((dz)zex)

1 z=y

des K-Vektorraum Abb(X, K) mit §,(y) = 05y = {0 2
rT7FY
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Kapitel VIII
Moduln

In diesem ganzen Kapitel sei R ein kommutativer Ring mit Einselement.

1. Moduln

Definition 1.1
Ein R-Modul ist ein Tripel (M, +,-) bestehend aus einer Menge M, einer Verkniipfung + : M X
M — M und der Abbildung - : R x M — M (Skalarmultiplikation) fiir die gelten:

e (M1): (M,+) ist eine abelsche Gruppe

e (M2): Addition und Skalarmultiplikation sind vertriglich. Fiir alle x,y € M und a,b € R
gelten

1. a(z+y) =azx +ay
2. (a+b)x =ax + bz
3.a-bx=ab-zx

4. 1-z2==x
m Beispiel 1.2
1. Ist R = K ein Korper, so sind die R-Moduln genau die K-Vektorrdume.

2. Ist R = Z, so sind die R-Moduln genau die abelschen Gruppen mit der einzig moglichen
Skalarmultiplikation

ZxA— A (kja)—~ka=1+..4+la=a+..4a
N——— N———

k-mal k-mal

vergleiche Laag 1 I11.2.3

3. Jedes Ideal M C R ist ein R-Modul mit Einschrinkung der Multiplikation als Skalarmultipli-
kation.

4. Ist K ein Kérper, V ein K-Vektorraum und f € Endg (V), so wird V durch P(t)-z := P(f)(z)
zu einem Modul iiber dem Ring R = K|t], siehe auch V.5.2

Definition 1.3 (Homomorphismus von R-Moduln)
Seien M, M’ R-Moduln. Eine Abbildung f : M — M’ ein Homomorphismus von R-Moduln (oder
R-Homomorphismus oder R-linear), wenn

fl@+y) =fz)+ fy)
flaz) = a- f(z)
Wir bezeichnen die Menge der R-Homomorphismen f : M — M’ mit Homg(M, M"). Wie iiblich

definiert man den Kern eines R-Homomorphismus, sowie die Begriffe Monomorphismus , Epimorphismus
, Isomorphismus , Endomorphismus und Automorphismus von R-Moduln.
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2. Teilbarkeit Kapitel VIII: Moduln

Definition 1.4 (Untermodul, Erzeugendensystem)
Ein Untermodul ist eine nichtleere Teilmenge N C M, fiir die gilt:

e Sind z,y € N, so ist auch x +y € N.
e Ista € Rund x € N, so ist auch ax € N.
Fiir eine Familie (z;);er ist
Z Rz; = {Z az; | a € R, fast alle gleich 0}
iel i€l

der von (z;);e1 erzeugte Untermodul von M. Ist ), ; Rx; = M, soist (x;)sc; ein Erzeugendensystem
von M. Der R-Modul M ist endlich erzeugt , wenn er ein endliches Erzeugendensystem besitzt.

Definition 1.5 (freie Familie, Basis)
Eine Familie (2;);cr in M ist frei oder (R-linear unabhéngig), wenn es keine Familie (A;);e; von
Elementen von R, fast alle gleich 0, aber nicht alle gleich 0, mit > ._; \;z; = 0 gibt.

i€l

Ein freies Erzeugendensystem heift Basis . Besitzt M eine Basis, so nennt man M frei .

Definition 1.6 (Summen von Moduln)
Die Summe einer Familie (IV;);e; von Untermoduln von M ist

ZNi = {le | z; € N;, fast alle gleich 0}

i€l el

Lésst sich jedes x € ), ., N; eindeutig als ) |
direkt und schreibt dafiir auch @, ; N;.

jer Ti mit r; € N; schreiben, so nennt man die Summe

Ist (M;)icr eine Familie von R-Moduln, so definiert man deren (externe) direkte Summe als das
R-Modul

P M = {(zi)ig € [T M: | i = 0 fiir fast alle i € I}

il il
mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation.

Definition 1.7 (Torsionsmodul)
Fiir a € R definiert man den a-Torsionsmodul von M als

Mla] :={xz € M | axz =0}
Die Elemente des Torsionsmoduls

Mior := U Mla] = {x € M | ax = 0 fiir ein a € R\{0}}
0#a€ER

nennt man die Torsionselemente von M.

2. Teilbarkeit

Definition 2.1 (Teilbarkeit)
Seien a,b € R.

1. a teilt b (in Zeichen a | b): Es existiert z € R mit b = az.

2. a und b sind assoziiert (in Zeichen a ~ b): Es existiert © € R* mit b = ax.
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3. Hauptidealringe Kapitel VIII: Moduln

Definition 2.2 (grofiter gemeinsamer Teiler, kleinstes gemeinsames Vielfaches)
Seien a,b € R. Ein ¢ € R ist ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b in Zeichen ¢ = ggT(a, b),
wenn gilt: ¢ | ¢ und ¢ | b und ist d € R mit d | a und d | b, so auch d | c.

Ein ¢ € R ist ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b, in Zeichen ¢ = kgV(a,b), wenn
gilt: a | cund b | cund ist d € Rmit a|dund b |d, soist ¢ | d.

Definition 2.3 (Primzahl, irreduzibel)
Sei x € R.

e zist prim <= x ¢ R*U{0} und Va,b € Rgilt x| (ab) =z |aV x| b.

e z ist irreduzibel <= z ¢ R* U {0} und Va, b€ Rgilt t =ab=a € R*Vbec R*.

Definition 2.4 (erzeugtes Ideal, Hauptideal)
Sei A C R. Das von A erzeugte Ideal mit

(A) := {Zriai | n € Np,ay,...,an € Aj11, .0y € R}

=1

Ist A = {a1,...,an}, so schreibt man auch (aq,...,a,) fiir (4). Ein Ideal der Form I = (a) ist ein
Hauptideal .

3. Hauptidealringe

Sei R nullteilerfrei.
Definition 3.1 (Hauptidealring)
FEin Ring R ist ein Hauptidealring , wenn R nullteilerfrei ist und jedes Ideal von R ein Hauptideal
ist.
m Beispiel 3.2
Ist R = K ein Kérper, so hat R nur die Ideale (0) und (1), und somit ist R ein Hauptidealring.

Definition 3.3 (euklidische Gradfunktion)
Eine euklidische Gradfunktion auf R ist eine Abbildung § : R\{0} — Ny fiir die gilt:
Fiir jedes a € Rund 0 # b € R gibt es ¢, € R mit a = bq + r, wobei r = 0 oder §(r) < §(b).

Ein nullteilerfreier Ring R ist euklidisch , wenn es eine euklidische Gradfunktion auf R gibt.

Lemma 3.4 (Lemma von Bézout)
Sei R ein Hauptidealring und a,b € R. Es existiert ein ¢ € R mit ¢ = ggT(a,b) und (¢) = (a,b).
Insbesondere gibt es z,y € R mit ¢ = ax + by und ggT(z,y) = 1.

Beweis. R Hauptidealring = 3¢ € R mit (¢) = (a,b), insbesondere ¢ = ax + by mit z,y € R.

o c=ggT(a,b):a,be (¢c)=claund c|b.Ist d€ Rmit d|aund d|b, soist d| (ax+by) =c

e goT(z,y) =1:Ist d € Rmit d | x und d | y, so gelten (cd) | (ax) und (cd) | (by) = (cd) | (ax + by) = ¢ =
de R, alsod ~ 1. |

4. Faktorielle Ringe

Sei R nullteilerfrei.
Definition 4.1 (faktorielle Ringe)
R ist faktoriell <= jedes 0 # x € R\R* ist ein Produkt von Primelementen.
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5. Quotienten von Ringen und Moduln Kapitel VIII: Moduln

m Beispiel 4.2
1. Jedes n € N lasst sich eindeutig als

n:Hp"P

peP

schreiben, wobei P die Menge der Primzahlen ist (Hauptsatz der Arithmetik ).

2. Bezeichnet M die Menge der normierten irreduziblen Polynome in K[t] (K Korper), so lisst
sich jedes 0 # f € K|t] eindeutig als

f=c- H P

PeM

mit ¢ € K* und n, € Ny, fast alle gleich 0, schreiben.

5. Quotienten von Ringen und Moduln

Seien M und M’ zwei R-Moduln und N C M ein Untermodul.

Definition 5.1 (Quotientenmodul)
Fiir £ € M schreiben wir

r+N:={zx+y|ye N}

Der Quotientenmodul (oder Faktormodul) von M modulo N ist

M/N:={x+ N |z e M}
zusammen mit der Addition
(@+N)+y+N)=@+y)+N (r,yecM)
und der Skalarmultiplikation

r-(x+N):=rx+N (x€M,r €R)

Sei mn : M — M/N die Abbildung gegeben durch x — = + N.

Satz 5.2 (Homomorphiesatz fiir Moduln)
Sei f € Homg (M, M') und N C M ein Untermodul mit N C Ker(f). Dann gibt es genau ein

f € Homg (M/N, M) mit f = fomy.

M——M

A
f/
X el
7

M/N

Beweis. Analog zu LAAG 1 IIL7.9. Man zeigt, dass jedes f € Homg (M/n, M)

fle+N)=f(z) (zeM)

erfiillen muss, und dass dies wiederum eine wohldefinierte Abbildung liefert. O
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6. Der Elementarteilersatz Kapitel VIII: Moduln

Definition 5.3 (Quotientenring)
Sei I < R ein Ideal. Fiir x € R schreiben wir

z+I={z+alacl}
Dann ist
Rlr={x+1|xeR}
der Quotientenring von R modulo I mit Addition und Skalarmultiplikation

(x+I)+ @' +I)=(x+2")+I Va,2' €R
(x+1)- (2" +I1)=(x-2")+1 Vo, €R

Und wieder 77 : R — B/r mit © — z + I.

Satz 5.4 (Homomorphiesatz fiir Ringe)
Sei ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus, I < R ein Ideal mit I C Ker(p). Dann gibt es genau
einen Ringhomomorphismus mit @ : /1 — R/, sodass ¢ o 11 = .

14
M——————M

A
7
e
x\ )
3

R/

Beweis. Man sieht, dass
olx+1I)=¢(x) VYzeR

gelten muss, und das dies auch ein wohldefinierter Ringhomomorphismus ist. |

6. Der Elementarteilersatz

Sei R Hauptidealring.
Definition 6.1
Seien a,b,z,y € R. Fiir 4,5 € {1,...,n} ist

EZ] = (50',ia ceey 5;1,7]')0'7# € Matn(R)

Sei

Eij(a,b,xz,y) =1, — E;; — Ejj + aE;; + bE;; + vE;; + yEj;
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6. Der Elementarteilersatz Kapitel VIII: Moduln

Theorem 6.2 (Elementarteilersatz fiir Matrizen, Smith-Normalform)
Sei A € Maty,xn(R). Es gibt 0 < r < min{n,m}, S € GL,,(R), T € GL,(R) mit

di

SAT =
d,

0e Matm—an—r

wobei d; € R\{0} mit d; | d;4; fiiri=1,..,n—1

Beweis. Induktion nach min{m,n}. Fiir a € R sei d(a) € Ng U {00} die Anzahl der Primelemente in der
Primfaktorzerlegung von a, mit §(0) := oo, und §(A) := min;;{d(a;;)}. Wir konnen annehmen, dass §(A) <
d(SAT) fir alle S € GL,,(R) und T' € GL,,(R). Durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen erreichen wir, dass
5(0,11) = (5(A)

e 1. Behauptung: a11 | a1 fiir alle 4. Gébe es ein ¢ > 1 fiir dass a11 { as1, so sei ¢ = ggT(a11,a:1) = Tai1 +yaa
mit ggT(x,y) = 1, also ax — by = 1 mit a,b € R. Multiplikation mit F1;(z,y,a,b) von links erzeugt an
der Position (1,1) das Element ¢, und d(c) < d(a11) = 6(A), im Widerspruch zur Minimalitidt von §(A).
Analog zeigt man, dass a11 | a1; fiir alle j. Durch Zeilen- und Spaltenumformungen kénnen wir deshalb
nun a;; = 0 fiir alle 4 > 1 und ay; fir alle j > 1 erreichen.

e 2. Behauptung: ai1 | as; fiir alle 4,j. Gébe es ¢ > 1 und 7 > 1 mit a11 { a;; := b, so kénnen wir die j-te
Spalte zur ersten Spalte addieren, was a11 nicht &ndert und a1; = b bewirkt. Wider kénnen wir Behauptung
1 anwenden und erhalten den Widerspruch, dass a11 | b. Damit ist nach diesem Umformungen

aii
A= ,
ail - A

mit A’ € Mat(m—1)x (n—1)(R). Wir wenden nun die Induktionshypothese auf A’ an und sind fertig. O

Satz 6.3 (Elementarteilersatz fiir Moduln)

Sei R ein Hauptidealring, M = R™ ein endlich erzeugter freier R-Modul, N C M ein Untermodul.
Dann existiert r € N, eine Basis B’ = (21, ...,z,) von M und dy, ...,d, € R\{0} mit d; | d;j41 fiir
i=1,..,r — 1 fir die (dy2}, ..., d,z).) eine Basis von N ist.

Beweis. Sei B = (z1,...,Zm) eine Basis von M. Nach ?7? ist N endlich erzeugt, also

N = iRyj mit y; = iai]’xi a;i; € R
j=1 i=1
Wir betrachten die lineare Abbildung f : R™ — M gegeben durch f(e;) = y;. Dann ist Im(f) = N und
ME(f) = A= (ai;) € Matyxn(R)
Nach Theorem 6.2 existieren S € GLy,(R), T € GL,(R) mit
SAT = D = diag(ds, ..., dr, 0)
Es gibt somit Basen & = (¢}, ..., el,) von R", B' = (z},...,x},) von M mit M&,(f) = D. Somit ist N = Im(f) =

i R fled) =205, Rd;z}. Da (z, ..., z,.) frei und R nullteilerfrei ist, ist auch (diz1, ..., drz;.) frei, also eine
Basis von N. O
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7. Zyklische Vektorrdume Kapitel VIII: Moduln

Theorem 6.4 (Hauptsatz iiber endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen)
Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann ist

M:F@Mtor

wobei F' = R” ein endlich erzeugter freier R-Modul ist und
n
Myor = @ R/Rdz'
=1
mit Nichteinheiten dy, ...,d, € R\{0}, die d; | d;4; fiir i = 1,...,n — 1 erfiillen.
Beweis. Sei M = 37" | Ry;. Betrachte die lineare Abbildung f: R™ — M gegeben durch f(e;) = y; und dem

Untermodul N = Ker(f) C R™. Nach Satz 6.3 existiert eine Basis (z1,...,2s) von R™, n < s und di,...,d, €
R\{0} mit d; | di+1 fiir die (d1zx1, ..., dnxy) eine Basis von N ist. Nach dem Homomorphiesatz ist

M =Im(f) = RN = G /@ R
= ti=1
= RS/ET} Rdje;
=1
n
=] R s—mn
= EB /Rd; ® R
i=1 F

Ist d; € R™, so ist #/ra; = 0, wir kénnen diese ¢ daher weglassen. Dabei ist @], #/rd, genau der Torsionsmodul
Mto'r':

e “C“:Mitd:=dy-...-dn € R\{0} ist d (xi)1,....n = (dxi)1,....n = (0, ..., 0) (Vielfache von Rd; machen das
Element zu 0)

o “D“ Istde R\{0}, z € @], B/rRa;, y € R°"" mit d- (x,y) =0, soist d-y =0 und deshalb y =0. O

7. Zyklische Vektorridume

Sei K ein Korper, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, f € Endg (V).

Folgerung 7.1 (Frobenius-Normalform)
Es gibt eine Basis B von V| fiir die

MB(f) = diag(MPN ) MPm)

mit Py, ..., P, € K[t] normiert, die P; | P41 erfiillen.
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