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Vorwort




Literatur

o Georgii: Stochastik (5. Auflage)

o Schilling: Wahrscheinlichkeit (1. Auflage)

o Bauer: Wahrscheinlichkeitstheorie (5. Auflage) (sehr maBtheoretisch!)
Ohne Maftheorie!

e Krengel: Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

e Dehling & Haupt: Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik




Was ist Stochastik?

Altgriechisch Stochastikos (cToxaoTik0(¢) und bedeutet sinngeméf “scharfsinning in Vermuten”.
Fragestellung insbesondere aus Gliickspiel, Versicherungs-/Finanzmathematik, tiberall da wo Zufall/
Risiko / Chance auftauchen.

Was ist Stochastik?

¢ Beschreibt zuféllige Phianomene in einer exakten Spache!
Beispiel: “Beim Wiirfeln erscheint jedes sechste Mal (im Schnitt) eine 6.” — Gesetz der grofien
Zahlen (7 spéter)

o Lésst sich mathematische Stochastik in zwei Teilgebiete unterteilen
Wahrscheinlichkeitstheorie (W-Theorie) & Statistik

— W-Theorie: Beschreibt und untersucht konkret gegebene Zufallssituationen.
— Statistik: Zieht Schlussfolgerungen aus Beobachtungen.

Statistik benotigt Modelle der W-Theorie und W-Theorie bendtigt die Bestatigung der Modelle
durch Statistik.

In diesem Semester konzentrieren wir uns nur auf die Wahrscheinlichkeitstheorie!




Kapitel I
Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheo-

e

1. Wahrscheinlichkeitsraume

Ergebnisraum

Welche der moglichen Ausgénge eines zufélligen Geschehens interessieren uns?
Wiirfeln? Augenzahl, nicht die Lage und die Fallhche
Definition 1.1 (Ergebnisraum)
Die Menge der relevanten Ergebnisse eines Zufallsgeschehens nennen wir Ergebnisraum und be-

zeichnen diesen mit €.
m Beispiel
o Wirfeln: Q = {1,2,...,6}

o Wartezeiten: Q = Ry = [0, 00) (iiberabzdhlbar!)

Ereignisse

Oft interessieren wir uns gar nicht fiir das konkrete Ergenis des Zufallsexperiments, sondern nur fiir das
Eintreten gewisser Ereignisse.
m Beispiel

o Wiirfeln: Zahl ist > 3

o Wartezeit: Wartezeit < 5 Minuten

— Teilmenge des Ereignisraums, also Element der Potenzmenge &(f2), denen eine Wahrscheinlichkeit
zugeordnet werden kann, d.h. welche messbar (mb) sind.

Definition 1.2 (Ereignisraum, messbarer Raum)

Sei 2 # @ ein Ergebnisraum und % eine o-Algebra auf ), d.h. eine Familie von Teilmenge von €2,

sodass
1. Qe F
2. Ae F=Ac F

3. A1, Ag,- € F > €S

Dann heifit (€2,.%#) Ereignisraum bzw. messbarer Raum.
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Wahrscheinlichkeiten

Ordne Ereignissen Wahrscheinlichkeiten zu mittels der Abbildung

P:Z —0,1]
sodass
Normierung P(2) = 1 (N)
o-Additivitat fiir paarweise disjunkte Ereignisse (A)
i>1 1>1

Gleichung (N), Gleichung (A) und die Nichtnegativitdt von P werden als KOLMOGOROVsche Axiome
bezeichnet (nach Kolomogorov: Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie, 1933)
Definition 1.3 (Wahrscheinlichkeitsmafl, Wahrscheinlichkeitsverteilung)
Sei (Q,.%) ein Ereignisraum und P : &% — [0, 1] eine Abbildung mit Eigenschaften Gleichung (N)
und Gleichung (A). Dann heifit P Wahrscheinlichkeitsmaf oder auch Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Aus der Definition folgen direkt:

Satz 1.4 (Rechenregeln fiir W-Mafle)
Sei P ein W-Maf, Ereignisse (2, %), A, B, Ay, As,--- € %#. Dann gelten:

1. P(@)=0
2. Monotonie: A C B = P(A4) < P(B)

3. endliche o-Additivitit: P(AUB)+P(ANB) = P(A)+P(B) und insbesondere P(A)+P(AC) =
1

4. o-Subadditivitat:

P4 | <D P

i>1 1>1

5. o-Stetigkeit: Wenn A, t A (d.h. Ay C A, C -+ und A = J;2,(4;)) oder 4, | A, so gilt:

P(A,) — P(A),n — oo

Beweis. In der Vorlesung wurde nur auf Schillings MINT Vorlesung verwiesen. Der folgende Beweis wurde
erganzt.
Beweise erst folgende Aussage: AN B =@ = P(AW B) =P(A) + P(B).

Es kann o-Additivitdt verwendet werden, indem “fehlende” Mengen durch @ ergénzt werden:

P(AUB) =P(AWBYOWI...)=P(A)+P(B)+P(@)+---=P(A) + P(B),
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wobei Mafleigenschaften verwendet wurden.

1. Definition des Mafles.
2. Da AC Bistauch B= AW (B\ A) = A4 (B\ (AN B)). Wende wieder Aussage von oben an, damit folgt

P(B) =P(Aw (B\ A)) =P(A) +P(B\ A) = P(4) ()
3. Zerlege AU B geschickt, dann sieht man mit oben gezeigter Aussage und Gleichung (*)

P(AUB)+P(ANB)=P(AW(B\ (ANB))+P(ANDB)
(A) +P(B\ (AnB))+P(ANB)
(A) + P(B).

P
P

Im letzten Schritt wurde Gleichung (*) verwendet.
4. Folgt aus endlicher o-Additivitat, da P (ﬂi>1 Ai) > 0.

5. Definiere Fy := A1, Fy := Az \ A1,...,Fij1 := Aiy1 \ An. Die F; Mengen sind paarweise disjunkt und
damit folgt fir m — oo

A, =+HF=A=HF =|+HA:
i=1 i=1 =1
und
P(A) =P F | = P(F;) =lim lim P F; | =lim lim P(A,,). O
(4) <+ ) Z (F;) = lim lim_ (LjJ ) im_lim P(An)

m Beispiel 1.5
Fiir ein beliebigen Ereignisraum (€, .#) (Q # &) und eine beliebiges Element £ € ) definiere

1 €A
55(14 = 5

0 sonst

eine (degeneriertes) W-Maf§ auf (Q,.%), welches wir als DIRAC-Mafl oder DIRAC-Verteilung be-

zeichnen.

m Beispiel 1.6
Wirfeln mit fairem, 6-(gleich)seitigem Wiirfel mit Ergebnismenge Q2 = {1,...,6} und Ereignisraum

F = P(Q) setzen wir als Symmetriegriinden

(Wobei #A oder auch |A| die Kardinalitit von A ist.) Das definiert ein W-Ma8.

m Beispiel 1.7
Wartezeit an der Bushaltestelle mit Ergebnisraum 2 = R und Ereignisraum BORELsche o-Algebra
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AB(R.) = Z. Eine mogliches W-Maf} kénnen wir dann durch

P(A) = / e dg
A

fiir einen Parameter A > 0 festlegen. (Offenbar gilt P(2) = 1 und die o-Additivitdt aufgrund der
Additivitdat des Integrals.) Wir bezeichnen diese Maf als Exponentialverteilung. (Warum gerade

dieses Maf} fiir Wartezeiten gut geeignet ist * spéter)

Satz 1.8 (Konstruktion von WMaflen durch Dichten)
Sei (€2, .%) ein Eriegnisraum.
o ) abzahlbar, # = 2(Q): Sei p = (p(w))wea eine Folge in [0,1] in Y ., p(w) = 1, dann
definiert

P(A) = Z p(w),Ae F

weN

ein (diskretes) WMaB P auf (£2,.%). p wird als Zahldichte bezeichnet.

o Umgekehrt definiert jedes WMaBl P auf (£2,.%) definiert Folge p(w) = P({w}),w € Q eine
Folge p mit den obigen Eigenschaften.

e QCR",ZF =AB(N): Sei p: Q— [0,00) eine Funktion, sodass
L [oplx)de=1
2. {z €Q: f(z) <c} € B(Q) fur alle c > 0
dann definiert p ein WMafl P auf (€,.%#) durch

[P’(A):/Ap(x)dx:/Apd)\, A e B(Q).

Das Integral interpretieren wir stets als Lebesgue-Integral bzw. Lebesgue-Maf3 A. p bezeichnet
wir als Dichte, Dichtefunktion/Wahrscheinlichkeitsdichte von P und nennen ein solches P
(absolut)stetig (bzgl. denn Lebesgue-Maf).

Bewets. o Der diskrete Fall ist klar.

o Im stetigen Fall folgt die Bahuptung aus den bekannten Eigenschaften des Lebesgue-Integrals (,* Schilling
MINT, Lemma 8.9) O

» Bemerkung
¢ Die Eineindeutige Beziehung zwischen Dichte und WMaf tibertragt sich nicht auf den stetigen
Fall.

— Nicht jedes WMaf} auf (Q2, B(Q2)),Q C R™ besitzt eine Dichte.

— Zwei Dichtefunktionen definieren dasselbe WMaf, wenn sie sich nur auf einer Menge von

Lebesgue-Maf} 0 unterscheiden.
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o Jede auf Q C R™ definiert Dichtefunktion p lasst sich auf ganz R™ fortsetzen durch p(z) =
0,z ¢ Q. Das erzeugte WMaf§ auf (R”, #(12)) ldsst mit den WMaf auf (2,) identifizieren.

o Mittels Dirac-Maf} §,, konnen auch jedes diskrete WMaf auf Q@ C R™ als WMaf} auf R™, Z(R")

intepretieren
P(A) =Y pw) = [ d ( <w>5w>

stetige und diskrete WMafle lassen sich kombiniere z.B.

1 1
P(A4) =00+ 5 /A Loy (2)dz, A€ B(R)

ein WMafl auf (R, Z(R)).
Abschlieflend erinnern wir uns an:

Satz 1.9 (Eindeutigkeitssatz fiir WMafle)
Sei (Q,.7) Ereignisraum und P ein WMaf auf (2, .%). Sei . = w(¥) fiir ein N-stabiles Erzeugen-
densystem ¢ C Z(£2). Dann ist P bereits durch seine Einschrinkung P eindeutig bestimmt.

Beweis.  Schhiling MINT, Satz 4.5. O

Insbesondere definiert z.B.

P(]0,a]) = / Ae Mdr=1—-e?a>0
0

bereits die Exponentialverteilung aus Beispiel 1.7.
Definition 1.10 (Gleichverteilung)
Ist 2 endlich, so heiit das WMaf mit konstanter Zahldichte p(w) = /0| die (diskrete) Gleichverteilung

auf  und wird mit U(£2) notiert (U = Uniform). Ist  C R™ eine Borelmenge mit Lebesgue-Maf}
0 < A™(92) < oo so heifit das WMaB auf (2, A(2)) mit konstanter Dichtefunktion p(z) = 1/x"(z)
die (stetige) Gleichverteilung auf . Sie wird ebenso mit U () notiert.

WRaiume

Definition 1.11 (Wahrscheinlichkeitsraum)
Ein Tripel (2, %, P) mit Q,.# Ereignisraum und P WMaf} auf (Q2,.%#), nennen wir

‘Wahrscheinlichkeitsraum.

2. Zufallsvariablen

Zufallsvariablen dienen dazu von einen gegebenen Ereignisraum (2,.%) zu einem Modellausschnitt
Q' F' iiberzugehen. Es handelt sich also um Abbildungen X : Q — Q’. Damit wir auch jedem Er-
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eignis in .%’ eine Wheit zuordnen koénnen, bendtigen wir
AeF =X'AeF

d.h. X sollte messbar sein.

Definition 2.1 (Zufallsvariable)

Seien (£2,.7) und (§',.#") Ereignisrdume. Dann heifit jede messbare Abbildung

X: 00

Zufallsvariable (von (92,.%#)) nach (€, .#")/ auf (¥',.%") oder Zufallselement.

m Beispiel 2.2
1. Ist Q abzdhlbar und % = P(Q), so ist jede Abbildung X : QO — Q' messbar und damit eine

Zufallsvariable.

2. Ist Q@ C R™ und % = #(Q), so ist jede stetige Funktion X :  — R messbar und damit eine

Zufallsvariable.

Satz 2.3
Sei (Q, #,P) ein WRaum und X eine Zufallsvariable von (£2,.#) nach (€/,.%"). Dann definiert

PA)=PX Y A)=P({Xed}) AecF

ein WMaB auf (Q,.Z’) auf (', %), welches wir als WVerteilung von X unter P bezeichnet.

Beweis. Aufgrund der Messbarkeit von X ist die Definition sinnvoll. Zudem gelten

PQ)=PX Q) =P(Q) =1

und fiir A, AS,--- € .F' paarweise disjunkt.
i>1
P (U X%Aé))

09
i>1
i>1

=Y P(x'4)
1>1

da auch X~*A}, XA}, ... paarweise disjunkt

Also ist P’ ein WMa8B. O

» Bemerkung
e Aus Griinden der Lesbarkeit schreiben wir in der Folge P(X € A) = P({w: X (w) € A})
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o Ist X die Identitét, so fallen die Begriffe WMafl und W Verteilung zusammen.

e In der (weiterfithrenden) Literatur zu WTheorie wird oft auf die Angabe eines zugrundelie-
genden WRaumes verzichtet und stattdessen eine “Zufalsvariable mit Verteilung P auf €27
eingefithrt. Gemeint ist (fast) immer X als Identitat auf (Q,.#,P) mit .# = P(Q)/2B(Q).

o Fir die Verteilung von X unter P schreibe Px und X ~ Px fiir die Tatsache, dass X geméafl
Px verteilt ist.

Definition 2.4 (identisch verteilt, reellen Zufallsvariablen)

Zwei Zufallsvariablen sind identisch verteilt, wenn sie dieselbe Verteilung haben. Von besonde-

ren Interesse sind fiir uns die Zufallsvariablen, die nach (R, %Z(R)) abbilden, sogenannte reelle

Zufallsvariablen.

Da die halboffenen Intervalle Z(R) erzeugen, ist die Verteilung eine reelle Zufallsvariable durch die
Werte (—o0, ¢], ¢ € R eindeutig festgelegt.

Definition 2.5 ((kommutative) Verteilungsfunktion von [P)

Sei (R, Z(R),P) WRaum, so heifit

F:R — [0,1] mit z — P((—oc0,z])

(kommulative) Verteilungsfunktion von P.
Ist X eine reelle Zufallsvariable auf beliebigen WRaum (€2, %, P), so heifit

F:R—=[0,]]mitz—P(X <z)=P(X € (—oc0,z])

die (kommulative) Verteilungsfunktion von X.

m Beispiel 2.6
(R, Z(R),P) mit P Exponentialverteilung mit Parameter A > 0

P(A) :/ A Mdr A€ B(R)
AN[0,00)

Dann ist

0 <0
JyAe™Mdy=1—¢e?* 2>0

10
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0.8 1

0.6 1

0.4 1

0.2 |

m Beispiel 2.7

Das Wiirfeln mit einem fairen, sechseitigen Wiirfel kann mittels einer reellen Zufallsvariablen
X:{1,2,...,6} D Rmitz — =z
modelliert werden. Es folgt als Verteilungsfunktion
F(z) = P/(X < 2) = P(X~}(—00,1]) = P((~oc, z])

18
== ]]-zx
6; =

0.8 | —
0.6 | —

0.4+ —

Allgemein:

11
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Satz 2.8
Ist P ein WMa$ auf (R, #(R)) und F die zugehorige Verteilungsfunktion, so gelten

1. F' ist monoton wachsend
2. F' ist rechtsseitig stetig
3. lim, o F(z) =0, lim, o F(z) =1

Umgekehrt existiert zu jeder Funktion F' : R — [0, 1] mit Eigenschaften 1-3 eine reelle Zufallsva-
riable auf ((0,1),2((0,1)),U((0,1)) mit Verteilungsfunktion F'.

Beweis. Ist F Verteilungsfunktion, so folgt mit Satz 1.4

r<y= F(z)=P((~00,2]) < P((—c0,y]) = F(y)

und
lim F(z) = lim P((—o0,z]) " ' %" p((—c0, d]) = F(c)
m\yc m\c
sowie
lim F(z) "2 p(e) '2' 0
Tr—r— 00
lim F(z) "2 P(R) = 1
—00
(1)
Umgekehrt wahle
X(u) :=inf{z e R: F(z) >u}, ue(0,1)
(2)

Dann ist X eine “linkseitige Inverse” von F' (auch Quantilfunktion / verallgemeinerte Inverse). Wegen 3 gilt:

—o0 < X(u) < o0
und zudem
{X <2} =(0,F(z))N(0,1) € £((0,1))

Da diese halboffene Mengen ein Erzeugendensystem von Z(R) bilden, folgt bereits die Messbarkeit von X,
also ist X eine ZV. Insbesondere hat die Menge {X < z} gerade LEBESGUE-Maf} F'(z) und damit hat X die
Verteilungsfunktion F. O

Folgerung 2.9
Ist P WMaf auf (R, Z(R)) und F' die zugehorige Verteilungsfunktion. Dann besitzt PP genau eine

Dichtefunktion p, wenn F' stetig differenzierbar ist, denn dann gelten

F(x) = /1 p(z)dz, bzw. p(z) = F'(z)

— 00

Beweis. Folgt aus Satz 1.8, der Definition 2.5 der Verteilungsfunktion und dem Eindeutigkeitssatz Satz 1.9. O

12



Kapitel 11
Erste Standardmodelle der W Theorie

Diskrete Verteilungen

1. Diskrete Gleichverteilungen

Wiederholung (Definition 1.1.10)
Ist Q endlich, so heifit WMafl mit Zahldichte

1
plw)=— ,we
w
(diskrete) Gleichverteilung auf Q@ — U ().
Es gilt das fiir jedes A € P(Q)

Al
P(A) = —
jtl

Anwendungsbeispiele sind faires Wiirfeln, fairer Miinzwurf, Zahlenlotto, ...

2. Urnenmodelle

Ein “Urnenmodell” ist eine abstrakte Darstellung von Zufallsexperimenten, bei denen zufillig Stichpro-
ben aus einer gegebenen Menge “gezogen” werden.

Definition (Urne)

Eine Urne ist ein Behéltnis in welchem sich farbige/nummerierte Kugeln befinden, die ansonsten

ununterscheidbar sind.

Aus der Urne ziehe man blind/zufiillig eine oder mehrere Kugeln und notiere Farbe/Zahl.

13
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2.1. Urnenmodell mit Zuriicklegen: Multinomial-Verteilung

Gegeben: Urne mit N Kugeln, verschiedenfarbig mit Farben aus F, |E| > 2

Ziehe: n Stichproben/Kugeln, wobei nach jedem Zug die Kugel wieder zuriickgelegt wird. Uns interessiert

die Farbe in jedem Zug, setze also

Q=E"und .F = P(Q)

Zur Bestimmung einer geeigneten WMafles, nummerieren wir die Kugeln mit 1,..., N, so dass alle
Kugeln der Farbe a € E eine Nummer aus F,, C {1,..., N} tragen. Wiirden wir die Nummern notieren,
SO ware

Q={1,...,N}" und .Z = P(Q)

und wir kénnten die Gleichverteilung P = U(€2) als WMa8 fiir einem einzelnen Zug verwenden. Fiir den

Ubergang zu Q konstruieren wir Zufallsvariablen. Die Farbe im i-ten Zug wird beschrieben durch
X;: Q- Emitw=(wy,...,w0,) — a falls w; € F,
Der Zufallsvektor

X=(X1,...,Xn): Q> Q

beschreibt dann die Abfolge der Farben. Fiir jedes w € Q gilt dann
{(X=w}=F,, x---xF, =XF,

und damit

P{w}) =P(X ' ({w}) = P(X
— |FW1""|Fwn|
g

n Fwi
:1:[1|N

Zahldichten, die sich als Produkt von Zéahldichten schreiben lassen, werden auch als Produktdichten

bezeichnet (,”* §3 Unabhéngigkeit).

I
£

= HP(%‘)

i=1

Sehr oft interessiert bei einem Urnenexperiment nicht die Reihenfolge der gezogenen Farben, sondern

nur die Anzahl der Kugeln in Farbe a € F nach n Ziigen. Dies enspricht

0= {k = (ka)acr € NIFI: > ka n} und ﬂA‘:P(Q)

acE

14
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Den Ubergang Q — ) beschreiben wir durch die Zufallsvariablen

Yo(w): 2 = Ng mit w= (w1,...,wn) — Z Liay(ws)
aclE

und

15
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Anhang
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