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Kapitel 1

Endomorphismen

In diesem Kapitel seien K ein Korper, n € N eine natiirliche Zahl, V' ein n-dimensionaler K-VR und
f € Endg (V) ein Endomorphismus.

Das Ziel dieses Kapitels ist, die Geometrie von f besser zu verstehen und Basen zu finden, fiir die Mp(f)

eine besonders einfache oder kanonische Form hat.

1. Eigenwerte

» Bemerkung 1.1
Wir erinnern uns daran, dass Endg (V) = Homg (V, V) sowohl einen K-VR als auch einen Ring
bildet. Bei der Wahl einer Basis B von V wird f € Endg (V) durch die Matrix Mp(f) = ME(f)

beschrieben.

m Beispiel 1.2

K=RA= € Mata(R), f = fa € Endg (K?)
2 1
1 3 1 -1
A = 5 A =
1 3 —1 1
1 1 3 0
= mit B = , ist Mp(f) =
1 —1 0 -1

1
Der Endomorphismus f = f4 streckt also entlang der Achse R- um den Faktor 3 und spiegelt

entlang der Achse R -
-1
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Definition 1.3 (Eigenwert, Eigenvektor, Eigenraum)
Sind 0 # z € V und A € K mit f(z) = Az so nennt man A einen Eigenwert von f und x einen
Eigenvektor von f zum Eigenwert A. Der Eigenraum zu A € K ist Eig(f,\) = {z € V| f(z) = \x}.

» Bemerkung 1.4
Fiir jedes A € K ist Eig(f,\) ein UVR von V, da

Eig(f,A) = {z e V| f(z) = Az}
— (s eV | f(x) ~ A idy(x) = 0}
={z eV [(f-Aidv)(z) =0}
= Ker(f — X -idy)

und f — A-idy € Endg (V).

» Bemerkung 1.5
Achtung! Der Nullvektor ist nach Definition kein Eigenvektor, aber A = 0 kann ein Eigenwert sein,
nimlich genau dann, wenn f ¢ Autg(V), siche Ubung. Die Menge der Eigenvektoren zu A ist also
Eig(f,\)\{0} und X ist genau dann ein Eigenwert von f, wenn Eig(f, \) # {0}.

m Beispiel 1.6
Ist A =diag(\1,...,\p) und f = fa € Endg (K™), so sind Ay, ..., A, EW von f und jedes e; ist ein
EV zum EW ;.

Satz 1.7

Sei B eine Basis von V. Genau dann ist M pg(f) eine Diagonalmatrix, wenn B aus EV von f besteht.

Beweis. Ist B = (x1,...z,) eine Basis aus EV zu EW A1, ..., A\, so ist Mp(f) = diag(A1, ..., \n) und umge-
kehrt. O
m Beispiel 1.8

Sei K =R, V = R? und f, € Endg(R?) die Drehung um den Winkel « € [0, 27)

cos(a) —sin(a)
= ME(fQ) =
sin(a)  cos(w)
Fir a = 0 hat f, = idgz nur den EW 1.
Fir a = 7 hat f, = —idgr2 nur den EW -1.
Fir a # 0,7 hat f, keine EW.

Lemma 1.9
Sind Aq, ..., A\, paarweise verschiedene EW von f und ist z; ein EV zu \; fir ¢ = 1,...,m, so ist

(21, ..., Tm) linear unabhéngig.

Beweis. Induktion nach m
m = 1: klar, denn x1 # 0
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m—1—m:Sei >." | pixs =0 mit p1, ..., tm € K.

0=(f—A-idv) (Z/”>

= Zm(f(ﬂﬂi) = Am - Ti)

Nach IB ist ps(Ai — Am) =0 furi =1,....m — 1, da \; # A\, flir ¢ # m also p; = 0 fiir 4 = 1,...,m — 1. Damit
ist auch p.,, = 0. Folglich ist (z1, ..., m) linear unabhéngig. O

Satz 1.10

Sind Ay, ..., A, € K paarweise verschieden, so ist
> Eig(f, M) = @D Eig(f, M)
i=1 i=0

Beweis. Seien x;,y; € Eig(f, \) fir i =1,...,m. Ist 370 @i = > 7" yi, soist 3o @i —y; = 0.

it
o.E.seien z; #0firi=1,...,7rund z; =0 fir i = r+1,...,m. Ware r > 0, so wiren (zl,l..., zr) linear abhéngig,
aber z; = z; — y; € Eig(f, A\i)\{0}, im Widerspruch zu Lemma 1.9. Somit ist z; = y; fiir alle < und folglich ist
die Summe Y Eig(f, A;) direkt. O

Definition 1.11 (EW und EV fiir Matrizen)
Sei A € Mat,,(K). Man definiert Eigenwerte, Eigenvektoren, etc von A als Eigenwerte, Eigenvek-
toren von fu € Endg (K™).

Satz 1.12
Sei B eine Basis von V und A € K. Genau dann ist A ein EW von f, wenn A ein EW von
A = Mp(f) ist. Insbesondere haben dhnliche Matrizen die selben EW.

Beweis. Dies folgt aus dem kommutativen Diagramm

fa

4)[(

) o

1% 1%
f

n

denn fa(z) =z <= (Ppo fa)(x) =Pp(Az) <= f(Pr(x)) = A\Ps(x).

Ahnliche Matrizen beschreiben den selben Endomorphismus beziiglich verschiedener Basen, vgl. IV.4.1 O
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2. Das charakteristische Polynom

Satz 2.1
Sei A\ € K. Genau dann ist A ein EW von f, wenn det() -idy —f) = 0.

Beweis. Da Eig(f, A\) = Ker(A-idyv —f) ist A genau dann ein EW von f, wenn dimg (Ker(A-idv —f)) > 0, also
wenn A - idy —f ¢ Autg (V). Nach IV.4.6 bedeutet dies, dass det(\-idy —f) =0 O

Definition 2.2 (charakteristisches Polynom)
Das charakteristische Polynom einer Matrix A € Mat,,(K) ist die Determinante der Matrix ¢- 1,, —
A € Mat, (K[t]).

xa(t) =det(t- 1, — A) € K[t]

Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus f € Endg (V') ist xs(t) = X, () (t), wobei

B eine Basis von V ist.

Satz 2.3
Sind A, B € Mat,,(K) mit A ~ B, so ist x4 = xp. Insbesondere ist x; wohldefiniert.

Beweis. Ist B=SAS™ mit S € GL,(K), soist t-1, —B=S(t -1, —A)S " alsot-1, —B~t-1, — A und
ahnliche Matrizen haben die selben Determinante (IV.4.4).
Sind B, B’ Basen von V, so sind Mp(f) ~ Mp/(f), also Xmz) = XM g0 (f) O

Lemma 2.4
Fir A € K ist x7(A\) = det(A - idy —f).

Bewets. Sei B eine Basis von V und A = Mp(f) = (aij)i,j. Dann ist Mg(A-idv —f) = A-1,, — A. Aus IV.2.8
und 1.6.8 folgt det(¢- 1, — A)(A\) = det(\- 1, — A). Folglich ist

Satz 2.5
Sei dimg (V) =n und f € Endg (V). Dann ist x(t) = Y., o;t" ein Polynom vom Grad n mit

ap =1
an—1 = —tr(f)
ag = (=1)" - det(f)

Die Nullstellen von x ¢ sind genau die EW von f.
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Bewets. Sei B eine Basis von V und A = Mp(f) = (asj):,;- Wir erinnern uns daran, dass tr(f) = tr(4 =
iy @i Bsist xp(t) = det(t — 1, — A) =37 o sgn(o) [[;2, (t0i00:) — @i,oi))-

Der Summand fiir o = id ist [[7, (¢t — ai;) = " + >0 (—ai)t" " + oo + [[1, (—ai)

Fir o # id ist o (%) # 4 fiir mindestens zwei 4, der entsprechende Summand hat also Grad hochstens n — 2. Somit

haben a,, und o, —1 die oben behauptete Form, und oo = xa(0) = det(—A) = (—1)" - det(f).

Die Aussage iiber die Nullstellen von x s folgt aus Satz 2.1 und Lemma 2.4. ]

Folgerung 2.6
Ist dimg (V') = n, so hat f hochstens n Eigenwerte.

Beweis. Satz 2.5 und 1.6.10 O
Definition 2.7 (normiertes Polynom)
Ein Polynom 0 # P € K|t] mit Leitkoeffizient 1 heift normiert.
m Beispiel 2.8
1. Ist A = (ai;)i,; eine obere Dreiecksmatrix, so ist xa(t) = [, (t — ai;), vgl. IV.2.9.c
Insbesondere ist x1, (t) = (t — 1)™, xo(t) = t"

A
2. Fiir eine Blockmatrix A = ! mit quadratischen Matrizen A1, Az ist x4 = X4, XA,
0 A,
vgl. IV.2.9.e
3. Fir
0 0 —Cp
1
o . . : : €Oy ey Cn1 € K
0 0 1 0 —Cnp—1

ist xalt) =" + S0 eit?
Man nennt diese Matrix die Begleitmatrix zum normierten Polynom P = t" + Z?:_()l c;t' und
schreibt Mp := A
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3. Diagonalisierbarkeit

Definition 3.1 (diagonalisierbar)

Man nennt f diagonalisierbar, wenn V' eine Basis B besitzt, fir die Mp(f) eine Diagonalmatrix
ist.

Lemma 3.2

Genau dann ist f diagonalisierbar, wenn

V=> Eig(f,)

AEK

Bewets. (=): Ist B eine Basis aus EV von f (vgl. Satz 1.7),soist B < |J Eig(f,\),alsoV =span,( |J Eig(f,\)) =
AEK

AEK
erK Eig(f, A)'
(=) Ist V=73 ck Eig(f, A), so gibt es A1,...,An € K mit V = >0, Eig(f, \;). Wir wahlen Basen B; von

Eig(f, A:). Dann ist U B; ein endliches Erzeugendensystem von V, enthélt also eine Basis von V' (I1.3.6). Diese
besteht aus EV von f O

Satz 3.3
Ist dimg (V) = n, so hat f hochstens n Eigenwerte. Hat f genau n Eigenwerte, so ist f diagonali-

sierbar.

Beweis. Ist A ein EW von f, so ist dimg (Eig(f, A\)) > 1. Sind also A1, ..., A, paarweise verschiedene EW von f,

so ist

S0 Gim e (EB Eig(f, M)

n = dlmK(V) > dimg <Z Eig(fa AZ))

=0

Z img (Eig(f, \i))

\Y]

m

Ist zudem m = n, so muss

dimg (V) = dimK(Z Eig(f, X)) sein, also

=1
V =Y Eig(f, M)
=1

Nach Lemma 3.2 ist f genau dann diagonalisierbar. O

Definition 3.4 (a teilt b)
Sei R ein kommutativer Ring mit seien a,b € R. Man sagt, a teilt b (in Zeichen a|b), wenn es z € R

mit b = ax gibt.
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Definition 3.5 (Vielfachheit)
Fiir 0 # P € K[t] und A € K nennt man p(P, A\) = max{r € N5¢ | (¢t — r)"|P} die Vielfachheit der
Nullstelle A von P.

Lemma 3.6

Genau dann ist u(P,A\) > 1, wenn A eine Nullstelle von P ist.

1.6.9

Beweis. (=):t— AP = P(t) = (t — \) - Q(¢) mit Q(t) € K[t] = P(\) = 0-Q()\) = 0.
() PO =0 "%t — \P(t) = u(P,\) > 1.

Lemma 3.7
Ist P(t) = (t —A)" - Q(t) mit Q(¢) € K[t] und Q(X\) # 0, so ist u(P,A) =r

Beweis. Offensichtlich ist (P, \) > r. Wiire u(P,\) > r+1, s0 (t—\)"|P(¢) also (t—\)"-Q(t) = (t—\)""L-R(t)
mit R(t) € K[t], folglich ¢ — A|Q(t), insbesondere Q(\) = 0.
(Denn wir diirfen kiirzen: R ist nullteilerfrei, genau so wie K|[t]).

(£ = N)7(Q() — (t = MR(1) = 0= Q(t) = (t — MR(?). D

Lemma 3.8
Sind P, @, R € K[t] mit PQ = PR, und ist P # 0, so ist @ = R.

K [t] nullteilerfrei
=

Beweis. PQ=PR= P(Q—R)=0 Q—-—R=0,dh Q=R O

Lemma 3.9
Es ist } yc g #(P,A) < deg(P), mit Gleichheit genau dann, wenn P in Linearfaktoren zerfillt.

Beweis. Schreibe P(t) = [[,cx (t—A)"™-Q(t), wobei Q(t) € K[t] keine Nullstellen mehr besitzt. Nach Lemma 3.7
ist u(P,A) = 7y fiir alle A und somit deg(P) = >\ ra +deg(Q) > > i #(P,A) mit Gleichheit genau
dann,wenn deg(Q) = 0, also Q = ¢ € K, d.h. genau dann, wenn P(t) = c- [],cx(t — A)"™. O

Lemma 3.10
Fir A € K ist

dimg (Big(f, ) > p(ey, )

Beweis. Ergéanze eine Basis B von Eig(f, \) zu einer Basis B von V. Dann ist

AL, %
A= Mzp(f) =
0o A
mit einer Matrix A’ € Mat,—(K), also xr(t) = xa(t) Deispiel 2.8 xa1 - xar(t) = (& = A)° - xas(t) und somit
dimg (Eig(f, A)) = s < (s, A). O
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Satz 3.11
Genau dann ist f diagonalisierbar, wenn y; in Linearfaktoren zerfillt und dimg (Eig(f,\)) =
p(zy, N) fiir alle A € K.

Beweis. Es gilt

dimge (Y Eig(f, ) =" dimg (€D Eig(f, \))

AEK €K
TR dimic(Big(f, V)
AEK

Lemma 3.10

<D uls N (1)

AEK

< deg(x7) (2)
=n

Nach Lemma 3.2 ist f genau dann diagonalisierbar, wenn dimx (3, o, Eig(f, A)) = n, also wenn bei (1) und
(2) Gleichheit herrscht. Gleichheit bei (1) bedeutet dimg (Eig(f, X)) = u(xy, A) fiir alle A € K, und Gleichheit
bei (2) bedeutet nach Lemma 3.9, dass xs in Linearfaktoren zerfillt. O

Definition 3.12 (algebraische und geometrische Vielfachheit)
Man nennt p,(f,A) = pu(xs,A) die algebraische Vielfachheit und p4(f, ) = dimg (Eig(f, A)) die

geometrische Vielfachheit des Eigenwertes A von f.

» Bemerkung 3.13
Wieder nennt man A € Mat,,(K) diagonalisierbar, wenn f4 € Endg(K™) diagonalisierbar ist, also

wenn A ~ D fiir eine Diagonalmatrix D.
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4. Trigonalisierbarkeit

Definition 4.1
Man nennt f trigonalisierbar, wenn V' eine Basis B besitzt, fiir die Mp(f) eine obere Dreiecksmatrix
ist.

m Beispiel 4.2

Ist f diagonalisierbar, so ist f auch trigonalisierbar.

Lemma 4.3

Ist f trigonalisierbar, so zerfdllt x s in Linearfaktoren.

Beweis. Klar aus Beispiel 2.8 und Satz 2.3. |

Definition 4.4 (invariant)
Ein Untervektorraum W <V ist f-invariant, wenn f(W) < W.

» Bemerkung 4.5
Ist W ein f-invarianter UVR von V| so ist f|w € Endg (W).

m Beispiel 4.6
1. V hat stets die f-invarianten UVR W = {0} und W = V.

2. Jeder UVR W < Eig(f, A) ist f-invariant.

3. Ist B = (x1,...,x,) eine Basis von V| fiir die Mp(f) eine obere Dreiecksmatrix ist, so sind

alle UVR W; = spang (z1, ..., z;) f-invariant.

4. Sei V. = Weo U, By = (z1,...,x,) Basis von W, Ba(2y41,...,2,) Basis von U und B =

(1, ..., xp). Ist W f-invariant, so ist

M *
vty = [V )
0 *
Sind W und U f-invariant, so ist
Mp, 0
M) = | M7 (flw)
0 MBz (f|U)

Lemma 4.7

Ist W C V ein f-invarianter UVR, so gilt x|, [xs. Hat W ein lineares Komplement U, dass auch
J-invariant ist, so x5 = Xf|w * Xf|u-

Bewets. Erginze eine Basis By = (z1,...,2r) von W zu einer Basis B = (z1,...,x,) von V. Sei A = Mzp(f),
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Ao = Mp,(f|w). Dann ist

folglich xy = xa = x4, - Xc, insbesondere x|, |x;-
Ist auch U = spany (41, ..., Tn) f-invariant, so ist

und folglich x5 = x4 = X4, - XC = Xflw " Xflu- H

Theorem 4.8

Genau dann ist f trigonalisierbar, wenn s in Linearfaktoren zerfallt.

Beweis. (=): Lemma 4.3

(«): Induktion nach n = dimg (V).

n = 1: trivial

n —1 — n: Nach Annahme ist x7(t) = [];,(t — Xi) mit A1,...,A\n € K. Sei 1 ein EV zum EW X;. Dann
ist Vi = K - x1 ein f-invarianter UVR. Erginze B1 = (z1) zu einer Basis B = (z1,...,Z») von V und setze
By = (x2,...,2n), V2 = spang(B2). n —1 — n: Nach Annahme ist x¢(t) = [}, (¢t — X)) mit A\1,..., A, € K.
Sei z1 ein EV zum EW \;. Dann ist Vi = K - z; ein f-invarianter UVR. Ergénze B1 = (z1) zu einer Basis

B = (z1,...,on) von V und setze By = (2, ...,Zn), Vo = spany (B2).

A1 %
= MB(f) = As € Matn_l(K)

0 A

Xf() = xai1q 0 XA, = (8= A1) - xa,(?)

n

Lemma 3.7
20 () =T =)
i=2
Seien 71,72 € Endg (V) gegeben durch Mp(m) = diag(1,0,...,0) und Mpg(m:) = diag(0,1,...,1). Dann ist
m1 472 =idy und f; = mofist f =idv of = fi+ f2 und f2|v, € Endk (V2). Nach Induktionshypothese ist fa|v,
trigonalisierbar, da Mp(f2|v,) = Az, also Xy, |, = x4, Dies bedeutet, es gibt also eine Basis B = (xh, ..., x),)

von Va, fiir die Mpy (f2|v,) eine obere Dreiecksmatrix ist. Somit ist fiir B’ = (21,5, ..., ;) auch

Mp: (f) = Mp/(f1) + Mp(f2)

)\1 * 0 0
+

0 0) \0 Mp(falw)

eine obere Dreiecksmatrix. O

Folgerung 4.9
Ist K algebraisch abgeschlossen, so ist jedes f € Endg (V) trigonalisierbar.

Beweis. Ist K algebraisch abgeschlossen, so zerfillt nach 1.6.14 jedes Polynom iiber K in Linearfaktoren, ins-

10
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besondere also x. O

Folgerung 4.10
Ist V ein endlichdimensionaler C-VR, so ist jedes f € Endc (V) trigonalisierbar.

Beweis. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra 1.6.16 ist C algebraisch abgeschlossen. O

11
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5. Das Minimalpolynom

Definition 5.1

Fiir ein Polynom P(t) = Y1 ¢;t" € K]|t] definieren wir P(f) = > /" ¢;f* € Endg(V), wobei
fO =idv, f' = f, f* = fof, .. Fiir ein Polynom P(t) = >.I' jc;t' € K[t] definieren wir
P(f) =Y cift € Endg(V), wobei fO =idy, fl=f, f2=fof, ..

Analog definiert man P(A) fir A € Mat,, (K).

» Bemerkung 5.2

. . K[t] = Endg (V) | . . .

Die Abbildung ist ein Homomorphismus von K-VR und Ringen. Sein Kern
P~ P(f)

ist das Ideal
Iy :={P e K[t] | P(f) = 0}
und sein Bild ist der kommutative Unterring

K[f]:={P(f)| P € K[t]}
= spang (f°, f*, f2,..)

des (im Allgemeinen nicht kommutativen) Rings Endg (V).

Analog definiert man Z4 und K[A] < Mat,, (K).

Lemma 5.3

Iy # {0}

Beweis. Wire Zy = {0}, so wire K[t] — Endg (V) injektiv, aber dimx (K[t]) = co > n? = dimx (Endg (V)),
ein Widerspruch. O

Satz 5.4
Es gibt ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom 0 # P € K[t] kleinsten Grades mit P(f) = 0.
Dieses teilt jedes @ € K[t] mit Q(f) = 0.

Beweis. Nach Lemma 5.3 gibt es 0 # P € K|[t] mit P(f) = 0 von minimalem Grad d. Indem wir durch den
Leitkoeffizienten von P teilen, kénnen wir annehmen, dass P normiert ist.
Sei @ € Zy. Polynomdivision liefert R, H € K[t] mit Q@ = P - H + R und deg(R) < deg(P) = d. Es folgt
R(f) =Q(f)—P(f)-H(f) = 0. Aus der Minimalitét von d folgt R = 0 und somit P|Q.
>

Ist @ zudem normiert vom Grad d, so ist H = 1, also QQ = P, was die Eindeutigkeit zeigt. O

Definition 5.5 (Minimalpolynom)

Das eindeutig bestimmte normierte Polynom 0 # P € K|t] kleinsten Grades mit P(f) = 0 nennt

man das Minimalpolynom Py von f.

Analog definiert man das Minimalpolynom P4 € K[t] einer Matrix A € Mat,, (K).

12
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m Beispiel 5.6
L A= 1o, xat) = (= )", Pa(t) =t —1

2. A=0, xa(t) =t", Pa(t) =t

3. Ist A = diag(ay, ..., a,) mit paarweise verschiedenen Eigenwerten Aj,..., A\, so ist xa(t) =
[T, (t—a;) = [T, (t=Xi)HaUFard - Py (t) = [Ti_, (t—=\;) und es folgt deg(Pa) > [{a1,...,an}| =
T.
Definition 5.7 (f-zyklisch)
Ein f-invarianter UVR W < V heiRt f-zyklisch, wenn es ein x € W mit W = span (z, f(z), f*(z), ...)
gibt.

Lemma 5.8
Sei x € V und z; = f(z). Es gibt ein kleinstes k mit z) € spang (zg,Z1,...,25—1), und W =

span (xg, ...,Zx—1) ein f-zyklischer UVR von V mit Basis B = (zo, ..., 2x—1) und Mp(f|w)
M

Xflw -

Bewets. Da dimg (V) = n ist (zo,...,x,) linear abhingig, es gibt also ein kleinstes k mit (zo,...,zx—1) linear
unabhéngig, aber (zo, ..., x) linear abhéngig, folglich zx € span (zo, ..., Tk—1). Mit zx = f(zr-1) = Zf;ol —Cixi
ist dann Da dimg (V) = n ist (zo,...,zn) linear abhingig, es gibt also ein kleinstes k mit (zo, ..., zx—1) linear

unabhéngig, aber (zo, ..., zx) linear abhéngig, folglich zx € spang (zo, ..., Tr—1). Mit 2x = f(zr-1) = Zf;ol —CiTi

ist dann
0 0 —co
1
Mz (flw) = |0
0o .. 0 1 0 —cr_1
somit Xy, :tk—i—Zi:Ol cit?, also Mp(flw) = My, - O

Theorem 5.9 (Satz von CAYLEY-HAMILTION)
Fir f € Endg (V) ist x;(f) = 0.

Beweis. Sei € V. Definiere z; = f(z) und W = spany (2o, ...,zx—1) wie in Lemma 5.8. Sei xy,, = t* +

SIS et also f(xr—1) = SF) —cixi. Wenden wir Xy, (f) € Endg (V) auf @ an, so erhalten wir

Xt (F)(@) = (f’“ + Z f) ()

k—1
E —Ci%T; +
i=1

0

k

-1
CiX;
1

=

Aus xy|, |xs (Beispiel 4.6) folgt somit xy(f)(x) = 0, denn ist x5y = Q - xy,, mit @ € K]Jt], so ist xy(f) =

13



5. Das Minimalpolynom Kapitel I: Endomorphismen

Q(f) o xs1w (f), also x; (f)(2) = Q(f)(Xs1w (f)(2)) = 0. Da € V beliebig war, folgt x;(f) =0 € Endx (V). 1
\T/
Folgerung 5.10
Es gilt Pr|x. Insbesondere ist deg(Py) < n.

Beweis. Theorem 5.9 + Satz 5.4 O

» Bemerkung 5.11
Ist B eine Basis von V und A = Mp(f), so ist P4 = Py. Insbesondere ist P4 = Pp fiir A ~ B. Als
Spezialfall von Theorem 5.9 erhélt man x4(A) = 0 und Palxa.

» Bemerkung 5.12

Der naheliegende “Beweis* x4 = det(tl, — A)(A) = det(AL,, — A) = det(0) = 0 ist falsch!
~—~ ~~
€Mat,, (K) €K

14



6. Nilpotente Endomorphismen Kapitel I: Endomorphismen

6. Nilpotente Endomorphismen
» Bemerkung 6.1
Fiir f € Endg (V) sind
o f{0} = Ker(f9) C Ker(f*') C Ker(f?) C ...
o V =Im(f%° DIm(f!) DIm(f?) D ..

Folgen von UVR von V. Nach der Kern-Bild-Formel II1.7.13 ist
dimg (Ker(f%)) + dimg (Im(f%)) = dimg (V) Vi

Da dimg (V) = n < oo gibt es ein d mit Ker(f?) = Ker(f¢*%) und Im(f¢) = Im(f4*+?) fiir jedes
1> 0.

m Beispiel 6.2
f = an Ae Matg(K).

o« A= Lo : {0} = Ker(f%) = Ker(f!) = ...
0 1
1 0

o A= - : {0} = Ker(f°) c Ker(f!) = Ker(f?) = ... = spang(ez)
0 1

o A= {0} = Ker(f°) c Ker(f') c Ker(f?) =..=K?
00 =span g (e1)
0 0

e A= : {0} = Ker(f°) c Ker(f!) = Ker(f?) =...= K>
0 0

Lemma 6.3
Seien f,g € Endg (V). Wenn f und g kommutieren, d.h. fog = go f, so sind die UVR Ker(g)

und Im(g) f invariant.

Beweis. Ist x € Ker(f), so ist g(f(z)) = f(g(z)) = f(0) = 0, also f(z) € Ker(g). Fiir g(z) € Im(g) ist
flg9(@)) = g(f(x)) € Im(g). O

Satz 6.4 (Lemma von FITTING)
Seien V; = Ker(f*), W; = Im(f*), d = min{i : V; = V;;1}. Dann sind

{0} =V CWV C...C V=V =...
V=WeoW12..20Wg=Wy1=..

Folgen f-invarianter UVR und V = V; & Wj.

15



6. Nilpotente Endomorphismen Kapitel I: Endomorphismen

Beweis. Da f* und f? fiir beliebige i, j kommutieren, sind V; und V; nach Lemma 6.3 f-invariant fiir jedes .
Aus dim g (Vi) +dimg (W;) = n folgt d = min{i : Wi = W, 1}, insbesondere ist Im(f¢) = Im(f?*) = f(Im(f%)),
somit Wyt = Im(fd“) = Wy fiir ¢ > 0, also auch Vi = Vg4, fiir alle ¢ > 0.

Insbesondere ist fd|wd : Wa — Waq = Wy surjektiv, also auch injektiv, also Vg N Wy = {0}. Aus der Dimensi-
onsformel I1.4.12 folgt dann dimg (Vg + W) = dimg (Vi) + dimgx (Wg) = dimg (V). Folglich ist Vg + Wy =V
und Vg N Wy = {0}, also V = V; & Wy. O

Definition 6.5 (nilpotent)

Ein f € Endg (V) heilt nilpotent, wenn f¥ = 0 fiir ein ¥ € N. Analog heikt A € Mat, (K)
nilpotent, wenn A* = 0 fiir & € N. Das kleinste k& mit f* = 0 bzaw. A* heift die Nilpotenzklasse
von f bzw. A.

Lemma 6.6

Ist f nilpotent, so gibt es eine Basis B von V, fiir die Mpg(f) eine strikte obere Dreiecksmatrix ist.

Beweis. Induktion nach n = dimg (V).

n=1f"=0=f=0

n > 1: Sei k die Nilpotenzklasse von f und U = Ker(f* '). Dann ist U C V. Da f* = f* 1o fist f(V) C U,
insbesondere f|y € Endg (U). Da f|u nilpotent ist, gibt es nach I.H. eine Basis By von U, fiir die Mp(f|v) eine

strikte obere Dreiecksmatrix ist. Ergénze By zu einer Basis B von V. Da f(V) C U ist dann auch

Mp,(flu) =*

0 0

Mp(f) =

eine strikte obere Dreiecksmatrix. O

Satz 6.7
Fiir f € Endg (V) sind dquivalent:

1) f ist nilpotent

2) fr=0firneN

3) Ps(t)=t"fireinr <n
4) xy(t) ="

5) Es gibt eine Basis B von V, mit

eine strikte obere Dreiecksmatrix ist.

Beweis.
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6.

Nilpotente Endomorphismen Kapitel I: Endomorphismen

e 1) = 5): Lemma 6.6

e 5) = 4): Beispiel 2.8

e 4) = 3): Nach Folgerung 5.10 ist Ps|xy = t", also t" = P;(t)Q(t) mit Q € KJt]. Schreibe Pj(t)
£ Py(t), Q(t) = £ - Q1(t) mit a,b € N, Pr, Q1 € K[t], Py(0) # 0, Q1 (0) # 0
Lemga 3.8 tn—(a+b) — Pl(t)Ql(t) und (PlQl)(O) 7& 0
=n—(a+b)=0= P =1, somit Ps(t) =t°

¢ 3)=2):t"=0,r<n= f"=0

e 2) = 1): nach Definition

Folgerung 6.8
Die Nilpotenzklasse eines nilpotenten Endomorphismus f € Endg (V) ist hochstens dimg (V).

Folgerung 6.9
Ist d := min{i | Ker(f?) = Ker(fi*1)}, so ist d < dimg (Ker(f)) = pa(f,0).

Beweis. Sei Vg = Ker(f?), Wa = Im(f?), k = dimg(Va). Da V = Va ® Wa ist X; = Xfly, * Xflw,- Da
flv, nilpotent ist, ist Xfly, = t nach Satz 6.7. Da flw, injektiv ist, ist Xflw, (0) # 0. Somit ist ue(f,0)
1(xs,0) “ME 3 b Da dimg (Ker(f%)) > ... > dimg (Ker(f)) > 0 ist k = dimg (Ker(f%)) > d, falls d >

sonst klar.

» Bemerkung 6.10

Die Bedeutung nilpotenter Endomorphismen beim Finden geeigneter Basen ergibt sich aus der
folgenden Beobachtung:

Ist A eine obere Dreiecksmatrix, so ist A = D + N, wobei D eine Diagonalmatrix ist und N eine
strikte obere Dreiecksmatrix ist. Anders gesagt: Jeder trigonalisierbare Endomorphismus ist Summe

aus einem diagonalisierbaren und einem nilpotenten Endomorphismus.

Definition 6.11 (JORDAN-Matrix)
Fir k£ € N definieren wir die JORDAN-Matrix

0 1 0 0
Jp=1": . - 0| € Maty(K)

1

0 0

weiter setzen wir fiir A € K Ji(\) := A1 4+ Ji.

Lemma 6.12
Die JORDAN-Matrix Jy, ist nilpotent von Nilpotenzklasse k.

Beweis. Es ist (Jk)r = (6i+r,j)i,j fir r > 1.

0
]
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6. Nilpotente Endomorphismen Kapitel I: Endomorphismen

Satz 6.13 .

Ist f nilpotent von Nilpotenzklasse k, so gibt es eindeutig bestimmte 71, .., 7, € Ny mit > drqg =n
d=1
und eine Basis B von V mit

MB(f) = diag(Jk, ceey Jk, ceey Jl, ceey Jl)
N—_—— ——

7 viele r1 viele

Beweis. Sei U; = Ker(f*). Nach Satz 6.4 haben wir eine Folge {0} = Uy C U1 C ... C Uy =V mit f(U;) C U;—1
fir alle i > 0.

k
Wir konstruieren eine Zerlegung V = @ Wy mit U; = Us—1 & Wy, f(Ws) C Wi, flw, injektiv fiir ¢ > 1.
d=1
V =Ug
V=Up1®Wi
V=Uk2®Wir_1®Wy

V=UdWi ..o W

Wiéhle Wi, mit V = Uy, = Up—1 @ Wy. Ist k > 1, so ist Wi, NKer(f) C Wi, NUik—1 = {0}, also f|w, ist injektiv.
Des weiteren ist f(Wy) C Uk—1 und aus Wy NUi—1 = {0} folgt f(Wi)NUk—2 = {0}. Wir konnen deshalb Wj_,
mit Ux—1 = Uk—2 & Wi_1 und f(Wy) C Wi_1 wihlen. Somit ist V = Ug_1 & W, = Ug—2 & Wi_1 & Wj. Wir
setzen dies fort und erhalten V.= Uy @ W1 @ ... @ Wy, mit f(W;) C W,;—1 und f|w, injektiv fiir ¢ > 1, wobei
Uo = {0} und W1 = Ker(f).

Sie rg = dimg (Wg) — dimg (Wa1), wobei wir Wy = {0}. Wihle nun eine Basis (zk,1, ..., Zr,r, ) von Wy. Ist
k > 1, so ist f|w, injektiv und wir kénnen (f(zg,1),..., f(k,r,)) durch Elemente zx_11,...,Tk—1,r,_, Zu einer

Basis von Wjy_1 ergénzen, und so weiter.
k

DaV = @ Wy ist
d=1

B={f(za;)|d=1,...k,j=1,..,r4,i=0,....d — 1}

eine Basis von V, die bei geeigneter Anordnung das Gewiinschte leistet.
Es bleibt zu zeigen, dass r1, ..., 7 eindeutig bestimmt sind. Ist By eine Basis, fiir die Mp, (f) in der gewiinschten
Form ist, so ist

k
dimK(U1) = Z’f‘d
d=1
k k
dimg (Uz) =Y ra+ D 7a
d=2 d=1

k k
dimK(Uk) = Zrd =+ ...+ Zrd
d=k d=1

woraus man sieht, dass r1, ..., durch Uy, ..., Uk, also durch f eindeutig bestimmt. O
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6. Nilpotente Endomorphismen Kapitel I: Endomorphismen

m Beispiel 6.14 01 3
Sei f = fa mit A= 0 2 | € Matz(R)
0
0 0 2
A? = 0 01].,42=0
0

=k=3,Up= {0},U1 =Req1,Us =Rey + Rey, U3 = V.
Wihle W3 mit V = U3 = U2 ©® Wg, z.B. W3 = Reg.
Wihle Wy mit Uy = Uy @ W und f(W3) C Wa, also
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7. Die JORDAN-Normalform

Definition 7.1 (Hauptraum)
Der Hauptraum von f zum EW X der Vielfachheit r = u,(f, A) ist

Hau(f, ) = Ker ((f - )\idV)T)

Lemma 7.2
Hau(f, ) ist ein f-invarianter UVR der Dimension dim g (Hau(f, X)) = po(f, A), auf dem f— Xidy
nilpotent ist und XS It = (t — )\)Ma(fJ\)

Bewets. f kommutiert sowohl mit f als auch mit idv, somit auch mit (f — Aidy)". Die f-Invarianz von U =
Hau(f, M) folgt aus Lemma 6.3. Nach Folgerung 6.9 ist dimg (U) = pa(f—Aidy,0) und da xf(¢) = x5—xidy (E—A)
ist pa(f,N) = p(xs,A) = pa(f — Aidy,0). Da f — Xidv |v nilpotent ist Xy_xiay |, (£) = t7, somit xy|, (t) =
t—N". O

Satz 7.3 (Hauptraumzerlegung)

Ist xs(t) = [Ti2; (¢ — A)™ mit A1,..., A\, € K paarweise verschieden und rq,...,7, € N, so ist
V =@;", V; mit V; = Hau(f, \;) eine Zerlegung in f-invariante UVR und fiir jedes 7 ist x|, (t) =
(t— )"

Beweis. Induktion nach m.

m=1r=n Lemma 72y Vi.

m — 1 — m: Nach Satz 6.4 ist V = Vi @ W1 mit Wi = Im((f — A\i idv)") eine Zerlegung in f-invariante UVR mit
dimg (V1) = 71, dimg (W1) = n — r1. Somit ist x5 = Xflv, * Xflw, und Xflv, Lemma 7.2 (t —X1)™ also Xflw, =
IT72,( — Xi)™. Nach LH. ist also W1 = @, Hau(f|w,, A:). Es ist fiir ¢ > 2 Hau(f|w,,X:) C Hau(f, \s) = Vi

und da dimg (Hau(f|w,, Ai)) = r; = dimg (Hau(f, A;)) gilt Gleichheit. Damit ist
V=Wow

=Vi® @Hau(flVVN)‘i)

=2

vie PV
=2

Gy ;
=1

m Beispiel 7.4
f=17a

1 3
A= 1 4| € Mats(R)
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xa(t) = (t—1)%(t — 2) = R3 = Hau(f, 1) ® Hau(f, 2)
D e

dim=2 dim 1
Hau(f,1) = Ker((f —id)?) = L((A — 1)%,0)

Hau(f,2) = Ker(f — 2id) = Eig(f,2) = L(A — 21,0)

0 3 0 12
A-1= 1 4 |,(A-1)2= 0 4 = Hau(f,1) = Re; + Rey
0 1
-1 3 12
A—-21= —1 4 = Hau(f,2) =R | 4
0 1
1 0 12
Mit B = ol,111, 4 ist
0 0 1
1 3
Mg(f) = 1

Theorem 7.5 (JORDAN-Normalform)
Sei f € Endg (V) ein Endomorphismus, dessen charakteristisches Polynom xy in Linearfaktoren
zerféllt. Dann gibt es 7 € N, pu1, ..., iy € K und ky, ...,k € Nmit Y7 k; = dimg (V) und eine

Basis B von V' mit

Mp(f) = diag(Jr, (1), -5 i, (1))

Die Paare (u1,k1), ..., (f4r, k) heifien die JORDAN-Invarianten von f und sind bis auf Reihenfolge

eindeutig bestimmt.

Beweis. Schreibe x¢(t) = []/~,(t — X)) mit A1, ..., \my € K paarweise verschieden, r; € N. Sei V; = Hau(f, ).
Nach Satz 7.3 ist V = @], Vi eine Zerlegung in f-invariante UVR. Fiir jedes ¢ wenden wir Satz 6.13 auf
(f = Aiidv)|v, an und erhalten eine Basis B; von V; und ki1 > ... > ki s, mit

MB((f - A ld)lv.l) = diag(“”%ﬂ PR Jki,s- )

i

Es folgt Mg, (flv;) = M, (Aiidv;) + Mp,((f — Asidv)|v;). Ist nun B die Vereinigung der B;, so hat Mp(f) die
gewiinschte Form. Die Eindeutigkeit der JOrRDAN-Invarianten folgt aus der Eindeutigkeit der k; ; in Lemma 6.3.00
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7. Die JORDAN-Normalform Kapitel I: Endomorphismen

» Bemerkung 7.6
Ist K algebraisch abgeschlossen, so haben wir nun eine (bis auf Permutationen) eindeutige Nor-
malform fiir Endomorphismen f € Endg (V') gefunden. Aus ihr lassen sich viele Eigenschaften des

Endomorphismus leicht ablesen.

Folgerung 7.7
Sei f € Endg (V) trigonalisierbar mit x(t) = /e, (t — \)#e(FA) ) Pr(t) = T[], (¢t — A;)% und
JorDAN-Invarianten (u1, k1), ..., (r, kr). Mit J; = {j | p; = A;} ist dann

Ng(f7>\i) = |JZ‘
pa(fs i) = Z k;
J€J;

di = max{kj |] c z]y}

Bewets. e pa: Klar, da xy(t) = [[;_, (t — i)k =TI (= Ag)Halhro)
® jig: lese Basis von Eig(f, Ai) aus JORDAN-NF: Jeder Block Ji; (A;) liefert ein Element der Basis.

e d;: folgt, da Ji; nilpotent von Nilpotenzklasse k; ist (Lemma 6.12). O

Folgerung 7.8

Genau dann ist f diagonalisierbar, wenn

m

xr(t) = H(t—f‘)” A1, -y A, € K paarweise verscheiden und
i=1

Py(t) = [[ it - M)
i=1

Beweis. Genau dann ist f diagonalisierbar, wenn f trigonalisierbar ist und die JORDAN-NF die Diagonalmatrix
ist (Eindeutigkeit der JNF), also k; = 1 fur alle j. Nach Folgerung 7.7 ist dies dquivalent dazu, dass d; = 1 fiir
alle ¢, also Py =[], (t — X\o). O

» Bemerkung 7.9
Wider definiert man die JORDAN-Invarianten, etc. von einer Matrix A € Mat, (K) als die JORDAN-

Invarianten von f4 € Endg(K™).

Folgerung 7.10
Seien A, B € Mat,(K) trigonalisierbar. Genau dann ist A ~ B, wenn A und B die gleichen
JORDAN-Invarianten haben.

Beweis. Existenz und Eindeutigkeit der JORDAN-Normalform. O
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Kapitel 11

Skalarprodukte

In diesem ganzen Kapitel seien
e K =Roder K=C
enecN

e V ein n-dimensionaler K-VR

1. Das Standardskalarprodukt

Sei zunéchst K = R.
Definition 1.1 (Standardskalarprodukt in R)

Auf den Standardraum V = R" definiert man das Standardskalarprodukt in R (.) : R® x R” — R
durch

n
(@, y) =2y =) i
=1

Satz 1.2
Das Standardskalarprodukt erfiillt die folgenden Eigenschaften:

o Fiir z,2/,y,y’ € R" und \ € R ist:

(z+2',y) = (z,y) + {z',y)
(Az,y) = = Mz, y)

(zy+y) = (z,y9) +(2,9)
(2, Ay) = Mz, y)

e Fiir z,y € R™ ist (z,y) = (y, )

o Fiir x € R" ist (z,y) >0 und (z,2) =0 < =0

Beweis. o klar
o klar

o (z,z) =31 x> a7 fiir jedes j = (z,2) > 0 und (z,z) > 0 falls x; # 0 fiir ein j.
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Definition 1.3 (euklidische Norm in R)
Auf K = R" definiert man euklidische Norm in R || - || : R® — Rx¢ durch

2]l = v/ (z,2)

Satz 1.4 (Ungleichung von CAUCHY-SCHWARZ)
Fir z,y € R™ gilt

[z, )] <]l - llyll

Gleichheit genau dann, wenn x und y linear abhéngig sind.

Beweis. sieche Analysis, siehe VI.§3 O

Satz 1.5
Die euklidische Norm erfiillt die folgenden Eigenschaften:

e Firz e R"ist ||z]| =0 < 2 =0
o Fiir z € R” und A € R ist || Az| = |A| - ||=]]

o Fiir z,y € R™ ist [ +y|| < [lz] + [y

Beweis. e Satz 1.2
e Satz 1.2
Satz 1.4
e lz+yl* = (@+yz+y) = (x,2) +2(z,y) + (y,u) < =+ 2lllllyll + lylI* = (]l + [lyl)* ~*=
Iz +yll < llzll + [yl O
Sei nun K = C.

Definition 1.6 (komplexe Konjugation, Absolutbetrag)
Fir z,y € R und z = x + iy € C definiert man z = x — iy heifst komplexe Konjugation.. Man

definiert den Absolutbetrag von z als

|z| = Vzz =22 +y2 € Rxg

Fir A = (ai;)i; € Maty,x,(C) sechen wir

A = (ai;)i,j € Maty,xn(C)

Satz 1.7

Komplexe Konjugation ist ein Ringautomorphismus von C mit Fixkorper

{zeC|z=2z}=R

Beweis. siche LAAG1 H47 O
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Folgerung 1.8
J— —_— J— — — J— —_— 771
Fiir A, B € Mat,,(C) und S € GL,(C)ist A1 B=A+ B, AB=A-B,Al=A4,5 =5
Beweis. Satz 1.7, einfache Ubung O
Definition 1.9 (Standardskalarprodukt in C)
Auf K = C™ definiert man das Standardskalarprodukt in C (-,-) : C* x C"™ — C durch
(@,y) =2'y =Y,
i=1
Satz 1.10
Das komplexe Standardskalarprodukt erfiillt die folgenden Eigenschaften:
e Fiir z,2',y,y’ € C" und X\ € C ist:
(z+a',y) = (z,y) + (', )
(Az,y) = = Mz, y)
(zy+y) = (=) + (2,9)
(z,\y) = <x, Y)
e Fiir 2,y € C" ist (z,y) :
o Fir z € C" ist (z,y) € Ryp und (z,2) =0 <= z=0
Beweis. e klar
o klar

o (z,z) =3 % =3, |95l|2

Definition 1.11 (euklidische Norm in C)
Auf V = C definiert man die euklidische Norm in C || - || : C" — R>¢ durch

2]l = vz, z)

» Bemerkung 1.12
Schrankt man das komplexe Skalarprodukt auf den R™ ein, so erhélt man das Standardskalarpro-

dukt auf dem R™. Wir werden ab jetzt die beiden Félle K = R und K = C parallel behandeln.

Wenn nicht anders angegeben, werden wir die Begriffe fiir den komplexen Fall benutzen, aber auch

den reellen Fall einschliefsen.
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2. Bilinearformen und Sesquilinearformen

Sei K =R oder K = C.
Definition 2.1 (Bilinearform, Sesquilinearform)

Eine Bilinearform (K = R) bzw. Sesquilinearform (K = C) ist eine Abbildung s : V x V — K fiir
die gilt:

o Fiir z,2',y € Vist s(x +2',y) = s(z,y) + s(z',y)
o Fiir z,y,y € Vist s(z,y +y') = s(z,y) + s(z,y')

e Fir x,y € V, A € K ist s(Az,y) = As(x,y)

e Firz,y € V, A € K ist s(z, \y) = s(m,y)

» Bemerkung 2.2
Im Fall K =R ist A = \. Wir werden der Einfachheit halber auch in diesem Fall von Sesquilinear-

formen sprechen, vgl. Bemerkung 1.12

m Beispiel 2.3
Fir A = (ai;):,; € Mat,(K) ist s4 : K™ x K" — K" gegeben durch

n n
sa(z,y) = 2" Ay = ' Zam@j = Z @ij il
j=1 ij=1
eine Sesquilinearform auf V = K".

Definition 2.4

Sei s eine Sesquilinearform auf V und B = (vy, ..., v,) eine Basis von V. Die darstellende Matrix

von s bzgl. B ist

Mp(s) = (s(vi,v5))i; € Maty (K)
m Beispiel 2.5
Die darstellende Matrix des Standardskalarprodukts s = s3,, auf den Standardraum V = K™ bzgl.
der Standardbasis £ ist

Lemma 2.6
Seien v,w € V. Mit x = ®5'(v), y = 5" (w) und A = Mp(s) ist s(v,w) = 2* Ay = s4(x,y).

Beweis. Achtung: v; beschreibt das i-te Element der Basis B!
s(v,w) = s(3071y ivi, 25—y Yivs) = 2or iy Tiys(v,vy) = x' Ay O
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Satz 2.7
ISei B eine Basis von V. Die Abbildung s — Mp(s) ist eine Bijektion zwischen den Sesquilinear-

formen auf V und Mat,, (K).

Beweis. e injektiv: Lemma 2.6

e surjektiv: Fiir A € Mat, (K) wird durch s(v,w) = ®3'(v)" - A- ®5' (w) eine Sesquilinearform auf V' mit
Mg(s) = (s(vi,w;))i,; = (eiAa)w = (eiAej);,; = A definiert. O

Satz 2.8 (Transformationsformel)

Seien B und B’ Basen von V und s eine Sesquilinearform auf V. Dann gilt:

Mp/(s) = (TE) - Mp(s) - T§

Beweis. Seien v,w € V. Definiere A = Mg(s), A’ = Mp:(s), T = Tgl und z,y,2’,y" € K™ mit v = ®p(x) =
bp(z'), w=®p(y) = ®(y’). Dann ist z = Tx’, y = Ty’ und somit

(CCI)tA/? Lem'r;a 2.6 S(’U, U))
Lemga 2.6 $tA§
= (Tm')tATy
= (:c')tTtAfJ
Da v,w € V und somit z’,y" € K beliebig waren, folgt A = T'AT. O
m Beispiel 2.9
Sei s das Standardskalarprodukt auf dem K™ und B = (by, ..., by,) eine Basis des K™. Dann ist
Mp(s) = (TB)t - Me(s)- TE = Bt - 1,,- B = B'B
wobei B = (by,...,b,) € Mat,, (K).

Satz 2.10

Sei s eine Sesquilinearform auf V. Dann sind &quivalent:

Es gibt 0 # v € V mit s(v,w) =0 fiir alle w € V.

Es gibt 0 # w € V mit s(v,w) = 0 fir alle v € V.

Es gibt eine Basis B von V' mit det(Mp(s)) = 0.

Fiir jede Basis B von V gilt det(Mp(s)) = 0.

Bewets. Sei B eine Basis von V, v = ®p(z) und A = Mp(s). Genau dann ist die (semilineare) Abbildung
w + s(v,w) die Nullabbildung, wenn x*Ay = 0 fiir alle y € K™, also wenn 0 = z'A, d.h. A’z = 0. Somit ist (1)
genau dann erfiillt, wenn A’ nicht invertierbar ist, also wenn 0 = det(A") = det(A). Damit (1) = (4) = (3) = (1)
gezeigt und (2) <= (4) zeigt man analog. O
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Definition 2.11 (ausgeartet)

Fine Sesquilinearform s auf V heifst ausgeartet, wenn eine der &dquivalenten Bedingungen aus
Satz 2.10 erfiillt ist, sonst nicht-ausgeartet.

Definition 2.12 (symmetrisch, hermitesch)

Eine Sesquilinearform s auf V' heifit symmetrisch, wenn bzw. hermitesch, wenn

s(z,y) = s(y,z) firallez,yeV

Eine Matrix A € Mat,,(K) heifst symmetrisch bzw. hermitesch, wenn A = A* = A=Al

Satz 2.13

Sei s eine Sesquilinearform auf V' und B eine Basis von V. Genau dann ist s hermitesch, wenn
Mp(s) dies ist.

Beweis. (=): klar aus Definition von Mp(s). -
(<) x=05" y =05 (w), s(v,w) = s(v,w)" = (2" Ay)" = y*A'Z = s(w,v) O

Satz 2.14
Fiir A, B € Mat,,(K) und S € GL,(K) ist (A4 B)* = A* + B*, (AB)* = B*A*, (A*)* = A und
(S—l)* — (S*)_l.

Beweis. Folgerung 1.8, 111.1.14, 111.1.15 0
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3. Euklidische und unitare Vektorraume

Lemma 3.1

Sei s eine hermitesche Sesquilinearform auf V. Dann ist s(z,z) € R fiir alle z € V.

Beweis. Da s hermitesch ist, ist s(x,z) = s(z, ), also s(z,z) € R. O

Definition 3.2 (quadratische Form)

Sei s eine hermitesche Sesquilinearform auf V. Die quadratische Form zu s ist die Abbildung

V>R
gs :

x> s(x,x)

» Bemerkung 3.3
Die quadratische Form ¢, erfiillt das qs(Ax) = |\|? - gs(2) fiir alle x € V, A € K. Im Fall K = R,
V=R" 2= (x1,....,2,)" s =sa, A€ Mat,(R) ist ¢gs(z) = sa(z,z) = 2' Az = Ezg‘:l a;jx;T; ein

“

“quadratisches Polynom in den Variablen z1, ..., z,%

Satz 3.4 (Polarisierung)
Sei s ein hermitesche Sesquilinearform auf V. Dann gilt fiir z,y € V:

s(@4) = 3@z +1) — (@) — as(y)) K =R

5(@,0) = 3060 + ) — a6(z = 9) + iau(a + ) — igs(e — i) K =C

Beweis. Im Fall K = R ist

s(x+y,z+y) —s(z,z) —s(y,y)
s(z, @) + s(z,y) + s(y,2) + s(y,y) — s(x,2) — s(y,y)
S(l‘, y) + S(y’ 2?) - 28(1‘7y)

gs(x +y) — gs(x) — gs(y)

Im Fall K = C: UA 0
Definition 3.5 ((semi)definit, euklidischer VR, unitirer VR)

Sei s eine hermitesche Sesquilinearform auf V. Ist s(z,z) > 0 fiir alle z € V, so heifst s positiv
semidefinit. Ist s(z,z) > 0 fir alle 0 # € V, so heifst s positiv definit (oder ein Skalarprodukt).

Eine hermitesche Matrix A € Mat,, (K) heifit positiv (semi)definit, wenn s4 dies ist.

Einen endlichdimensionalen K-VR zusammen mit positiv definiten hermiteschen Sesquilinearfor-

men nennt man einen euklidischen bzw. unitéren VR (oder auch Prahilbertraum). Wenn nicht

anderes angegeben, notieren wir die Sesquilinearform mit (-, -).
m Beispiel 3.6
Der Standardraum V' = K" zusammen mit dem Standardskalarprodukt ist ein euklidischer bzw.

unitarer VR.
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m Beispiel 3.7
Ist A = diag(A1, ..., A) mit \; € R, so ist s4 genau dann positiv definit, wenn A; > 0 fiir alle 4, und

positiv semidefinit, wenn A; > 0 fiir alle .

Satz 3.8
Ist V ein unitdrer VR und U C V ein UVR, so ist U mit der Einschrankung des Skalarprodukts

wieder ein unitarer VR.

Beweis. klar, die Einschrinkung ist wieder positiv definit. O

Definition 3.9

Ist V ein unitdrer VR, so definiert man die Norm von z € V als

2]l = v/ (z,z) € Rxo

Satz 3.10

Die Norm eines unitéren VR erfiillt die folgenden Eigenschaften:
e FirzeVist |z| =0 < =0
o Fiirz € V und A € K ist || Az|| = |A] - |||
o Fiir 2,y € Viist ||z +yl| < [lzf| + [y
Beweis. e Das Skalarprodukt ist positiv definit.

o klar

e Wie im Fall im R" O

Satz 3.11
Ist V ein unitérer VR, so gilt fir z,y € V:

| @9 | < =]l - Iyl

Dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn = und y linear abhéngig sind.

Beweis. Fiir y = 0 ist die Aussage klar.
Sei also y # 0. Fiir A\, p € K ist

0 < (A + py, Az + py)
:AX'<I’m>+:uﬁ‘<y’y>+>‘ﬁ'<m’y>+ux'<yv$>

Setzt man A = A = (y,y) > 0 und g = — (z,y) ein, so erhilt man

0 < M- [lzlPlyl]* + ik — At — (z, y) X (y, )
= Mzl lylI” = |, 9) 1)

Teilen durch A und Wurzelziehen liefert die Ungleichung. Gilt dort Gleichheit, so ist || Az 4+ py|| = 0 folglich (da
A # 0) sind dann x,y linear unabhéngig. Ist © = ay mit o € K, so ist | (z,y) | = |a| - [|y]|* = ||z - ||y]l O
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4. Orthogonalitat

Sei V ein euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum.
Definition 4.1 (orthogonal, orthogonales Komplement)

Zwei Vektoren x,y € V heilen orthogonal, in Zeichen = 1 y, wenn (z,y) = 0. Zwei Mengen
X,Y C V sind orthogonal, in Zeichen X L Y, wenn « L y fiir allez € X und y € Y.

Fir U C V bezeichnet

Ut ={zxecV |z LufiraleuecU}

das orthogonale Komplement zu U.

Lemma 4.2

Fir z,y € V ist
e ly<=ylz
ez 10

e rlx <— =0

Beweis. klar O

Satz 4.3
Fiir U C V ist U+ ein Untervektorraum von V mit U 1 U+ und U NU* C {0}.

Beweis. Linearitit des Skalarprodukts im ersten Argument liefert, dass U* ein Untervektorraum ist. Die Aus-

sage UL L U ist trivial, U L U~ folgt dann aus Lemma 4.2. Ist u € U N U™, so ist insbesondere v L u, also

u = 0 nach Lemma 4.2. ]
Definition 4.4 (orthonormal)
Eine Familie (z;);c; von Elementen von V ist orthogonal, wenn z; 1 x; fiir alle ¢ # j, und
orthonormal, wenn zusétzlich ||x;|| = 1 fiir alle . Eine orthogonale Basis nennt man eine Orthogonalbasis,

eine orthonormale Basis nennt man eine Orthonormalbasis.

» Bemerkung 4.5
Eine Basis B ist genau dann eine Orthonormalbasis, wenn die darstellende Matrix des Skalarpro-
dukts beziiglich B die Einheitsmatrix ist. (Beispiel: Standardbasis des Standardraum beziiglich des
Standardskalarprodukts)

Lemma 4.6

Ist die Familie (x;);ecs orthogonal und z; # 0 fiir alle i € I, so ist (z;);cs linear unabhéngig.

Beweis. Ist Y, ; hiwi = 0, A € K, fast alle gleich 0, so ist 0 = (3, o, Mizi, z5) = ;0 i (e, 25) = Aj (25, 25)
Aus z; # 0 folgt (x;,2;) > 0 und somit \; = 0 fiir jedes j € I. O
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Lemma 4.7

Ist (z;)ier orthogonal und z; # 0 fiir alle ¢, so ist (y;);e; mit

1
Yi = ¥
[
orthonormal.
Beweis. Fiir alle ¢ ist (y;,y:) = W (ws,2:) = 1.
Fir alle ¢ # j ist (yi,y;) = m (xs,2;) = 0. |

Satz 4.8

Sei U C V ein Untervektorraum und B = (z1, ..., %) eine Orthonormalbasis von U. Es gibt genau
einen Epimorphismus pry; : V. — U mit pry |y = idy und Ker(pry;) L U, insbesondere also
x —pry L U fiir alle x € V, genannt die orthogonale Projektion auf U, und dieser ist geben durch

T Z(axmﬂxz (1)

Bewets. Sei zunéchst pry durch (1) gegeben. Die Linearitét von pry; folgt aus (S1) und (S3). Fiir u = Zle Aixi €
U ist (u,z;) = <Zf:1 )\,-xi,xj> = Zle Ai {mi, x;) = Aj, woraus pry (u) = u. Somit ist pry; [v = idy, und insbe-
sondere ist pry surjektiv. Ist pr;(z) = 0, so ist (x,z;) = 0 fiir alle 4., woraus mit (S2) und (S4) sofort z L U
folgt. Somit ist Ker(pr,) L U.
Fiir @ € Vst pry, (2 —pry (2) = pry, (2) —pry, (pry,(2)) = pry (2) —pry () = 0, also 2 — pry () € Ker(pry) € U™,
Ist f: V — U ein weiterer Epimorphismus mit f|v = idy und Ker(f) L U, so ist

pry(z) = f(z) = pry(e) —z — f(z) —z € UNU" = {0}

N—— = —— N—_——
eu €U cUuL cUuL

fiir jedes z € V, somit f = pry;. |

Theorem 4.9 (GRAM-SCHMIDT-Verfahren)
Ist (21, ...,2y) eine Basis von V und k < n mit (21, ..., 2) orthonormal, so gibt es eine Orthonor-
malbasis (Y1, ..., yn) von V mit y; = z; fiir i = 1, ...,k und spang (y1, ..., ;) = spang (1, ..., x;) fiir

l=1,..n.

Beweis. Induktion nach d = n — k.

d = 0: nichts zu zeigen

d—1 — d: Fiir i # k+1 definiere y; = z;. Sei U = span (1, ..., Tk), Thy1 = Tk+1 — Pry(Te—1). Dann ist x4 €
Ker(pry;) € Ut (vgl. Satz 4.8) und spang (z1, ..., Tk, Tx11) = spang (1, ..., Trr1). Setze yrpy1 = mxk~“'
Dann ist (y1, ..., Yn) eine Basis von V mit (y1, ..., Yx+1) orthonormal (vgl. Lemma 4.7). Nach Induktionshypothese

gibt es eine Orthonormalbasis von V', die das Gewiinschte leistet. O

| Folgerung 4.10

Jeder endlichdimensionale euklidische bzw. unitidre Vektorraum V besitzt eine Orthonormalbasis.

Beweis. Wihle irgendeine Basis von V' und wende Theorem 4.9 mit k = 0 an. ]
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Folgerung 4.11
Ist U ein Untervektorraum von V, soist V =U @ U+ und (U+)+ = U.

Bewets. Wihle eine Orthonormalbasis von U (vgl. Folgerung 4.10), B = (x1, ..., &) und ergénze diese zu einer
Orthonormalbasis (21, ..., ,) von V (vgl. Theorem 4.9). Dann sind z411,...,z, € U L, da UNU* = {0} ist
somit V = U @ U*. Insbesondere ist dimg (Ut) = n — dimg (U), woraus dimg ((U1)*) = dimg (U) folgt.
Zusammen mit der trivialen Inklusion U C (U1)* folgt U = (U+)*. O

Folgerung 4.12

Ist s eine positiv definite hermitesche Sesquilinearform auf V' und B eine Basis von V, so ist

det(MB (S)) S R>U

Beweis. Wihle eine Orthonormalbasis B’ von V beziiglich s. Dann ist Mg/ (s) = 1,, folglich

det(Mp(s)) = det ((Tg,)t n .Tg,)
= det ((Tg,)t) - det (E)
= det (Tg/) - det (T5,)
= | det (Tg/) 2

>0 ]
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5. Orthogonale und unitare Endomorphismen

Sei V' ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum und f € Endg (V).
Definition 5.1 (orthogonale, unitire Endomorphismen)

f ist orthogonal bzw. unitér, wenn

(f(2), f(y) = (z,y) Va,yeV

Satz 5.2

Ist f unitér, so gelten

Fir z € Vist [|f ()]l = [|=]].

Sind z,y € V mit L y, soist f(z) L f(y).

Es ist f € Autg (V) und auch f~! ist unitér.

Das Bild einer Orthonormalbasis unter f ist eine Orthonormalbasis.

Ist A ein Eigenwert von f, so ist |A\| = 1.

Bewets. o klar
o klar

e f(2)=0 < ||f(2)||=0 < ||z|]| =0 < z =0, also ist f injektiv, somit f € Autx (V) und
M@ 7 W) =T G @), T W) = (@)

e Folgt aus 1, 2 und 3
e Ist f(z) = Az, x #0, so ist

lzll = 1F @) = Azl = Al =]l = [Al =1 0
Satz 5.3
Ist || f(z)|| = ||z|| fiir alle 2 € V, so ist f unitér.
Bewets. Aus ||f(z)|| = ||z|| folgt {f(z), f(z)) = (x,z). Die Polarisierung (Satz 3.4) fiir (f(x), f(y)) und die

Linearitat von f liefern (f(x), f(y)) = (z,y). Zum Beispiel im Fall K = R:

(f(z), F(y) = % <f(x) + /), f(x) +f(y)> — (f(@), f(2)) = (F(v), F(v))

f(z+y) flz+y)

(z+y,z+y) —(z,2) — (v,9))
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Definition 5.4 (orthogonale, unitire Matrizen)
Eine Matrix A € Mat,,(K) heifit orthogonal bzw. unitér, wenn

A*A=1,

» Bemerkung 5.5
Offenbar ist A genau dann unitér, wenn A* das Inverse zu A ist. Die folgenden Bedingungen sind

daher dquivalent dazu, dass A unitér ist:

AA* =1, AA' =1,,A"A=1,, A" = A1

Satz 5.6

Sei B eine Orthogonalbasis von V. Genau dann ist f unitir, wenn Mp(f) unitér ist.

Beweis. Sei A= Mg(f), v= ®5(z), ®5(y). Dann ist (v,w) = 2* Mp((-,-)) -y = z* - y. Somit ist f genau dann
=1

unitir, wenn (Az)‘Ay = x'y fiir alle 7,y € K™, also wenn A’A = 1, d.h. A unitér. O

Satz 5.7
Die folgenden Mengen bilden Untergruppen der GL,, (K).

e 0, ={A € GL,(R) | A ist orthogonal} die orthogonale Gruppe

e SO, ={A €0, | det(A) =1} die spezielle orthogonale Gruppe

o U, = {A € GL,(C) | A ist unitér} die unitdre Gruppe

e SU, ={A €U, |det(A) = 1} die spezielle unitdre Gruppe

Beweis. z.B. fiir U,: Sind A™' = A*, B™' = B*, soist (AB)™' = B™'A™' = B*A* = (AB)*, (A" )™ ' = A=
(A*)—l :(Afl)* D

Satz 5.8
Genau dann ist A € Mat,, (K) unitér, wenn die Spalten (oder die Zeilen) von A eine Orthonormal-
basis des K™ bilden.

Bewets. Sei s das Standardskalarprodukt und B = (a1, ...,an). Nach Bemerkung 4.5 ist B genau dann eine
Orthonormalbasis, wenn Mz(s) = 1, und Mp(s) = A" - 1, ~Z, vgl. Beispiel 2.9 |

Theorem 5.9
Sei K = Cund f € Endg (V). Ist f unitér, so besitzt V eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren

von f.

Beweis. Induktion {ibern = dimg (V).
n = 0: klar
n —1 — n: Da K algebraisch abgeschlossen ist, hat x s eine Nullstelle A, es gibt also einen Eigenvektor z; von f

zum Eigenwert A. Ohne Einschrinkung nehmen wir ||z|| = 1 an. Sei W = K - z;. Nach Folgerung 4.11 ist dann
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V=WaoW". Firve Wt ,we W ist
0= (v,w) = (f(v), f(w)) = A{f(v),w)

da A # 0 (f unitdr) also f(W*) L W. Somit ist f(W*) C W+, dh. W ist f-invariant. Da auch f|, 1
unitér ist, gibt es nach Induktionshypothese eine Orthonormalbasis (1, ..., x») aus Eigenvektoren von f|y, .. Da

V=Wao&W!und W L W ist (z1, ..., 2,) eine Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren von f. O

Folgerung 5.10
Jeder unitdre Endomorphismus eines unitdren Vektorraums ist diagonalisierbar.

Folgerung 5.11
Zu jeder A € U, gibt es S € U, so, dass

S*AS = S71AS = diag(\1, ..., \n)

mit [A\;| =1 firi=1,..,n.

Beweis. Da A unitér ist, ist fa € Endc(C™) unitdr, nach Theorem 5.9 existiert also eine Orthonormalbasis B
des C" aus Eigenvektoren von A. Die Transformationsmatrix S = T2 hat als Spalten die Elemente von B und

somit ist S nach Satz 5.8 unitér. Nach Satz 5.2 ist |A| = 1 fiir alle Eigenwerte von f4. O

» Bemerkung 5.12
Dies (Theorem 5.9) gilt nicht im Fall K = R. Man kann aber auch orthogonale Endomorphismen

immer “fast diagonalisieren®.
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6. Selbstadjungierte Endomorphismen

Sei V' ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum und f € Endg (V).
Definition 6.1 (selbstadjungiert)

f ist selbstadjungiert, wenn

(f(x),y) = (x, fly)) Vo,yeV

Satz 6.2
Sei B eine Orthonormalbasis von V. Genau dann ist f selbstadjungiert, wenn Mp(f) hermitesch

ist.
Bewets. Seien A = Mp(f),v=Pp(z),w = Pp(y). Es ist

(f(v),w) = (Az)"y = 2" A"y

Somit ist (f(v),w) = (v, f(w)) genau dann, wenn A® = A, d.h. A = A*, also A hermitesch. O

Lemma 6.3

Ist f selbstadjungiert und X ein Eigenwert von f, so ist A € R.

Beweis. Ist 0 # x € V mit f(x) = Az, so ist
M, @) = (f(2),2) = (@, f(2)) = Xz, @)

und mit (z,z) # 0 folgt A = X, also A € R. |

Satz 6.4
Ist f selbstadjungiert, so ist x ¢ € R[t] und x zerféllt tiber R in Linearfaktoren.

Beweis. Sei B eine Orthonormalbasis von V. Nach Satz 6.2 ist A = Mp(f) € Mat,(K) C Mat,(C) hermitesch.
Da C algebraisch abgeschlossen ist, ist x¢(t) []7_, (¢t — A:) mit A1,..., A, € C. Nach Lemma 6.3 ist aber schon
ALy, An € R. Somit zerfillt xyxa € R[¢] tiber R in Linearfaktoren. O

Theorem 6.5

Ist f selbstadjungiert, so besitzt V eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f.

Bewets. Induktion tiber n = dimg (V).

n = 0: klar

n — 1 — n: Nach Satz 6.4 hat f einen reellen Eigenwert A € R. Wahle z; € V mit f(z1) = Az und ||z1]| = 1.
Sei W =K -x2;. Firy e W+ ist

(1, f()) = (f(21),y) = A(21,y) =0
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und folglich ist W+ f-invariant. Nach Folgerung 4.11 ist V = W & W+ und flw ist wieder selbstadjungiert.
Nach Induktionshypothese hat W+ eine Orthonormalbasis (z1,...,zn) aus Eigenvektoren von fly1. Da V =
WaeWtund W L W ist (z1, ..., zn) eine Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren von f. O

Folgerung 6.6
Jeder selbstadjungierte Endomorphismus eines euklidischen oder unitdren Vektorraums ist diago-

nalisierbar.
Folgerung 6.7

Ist
o f selbstadjungiert (K = C oder R)
e f unitdr (K = C)

so ist

V =P Eig(f. )

AEK

eine Zerlegung von V in paarweise orthogonale Untervektorraume.

Beweis. Nach Theorem 5.9 bzw. Theorem 6.5 existiert eine Orthonormalbasis B aus Eigenvektoren. Insbeson-

dere ist f diagonalisierbar, also

V = @ Eig(f, )
AEK
Zu jedem A gibt es eine Teilfamilie von B die eine Basis von Eig(f, \) bildet. Da B eine Orthonormalbasis ist,

folgt, dass die Eigenrdume paarweise orthogonal sind. O

» Bemerkung 6.8
Um eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren wie in Theorem 5.9 oder Theorem 6.5 zu bestimmen,
kann man entweder wie im Induktionsbeweis vorgehen, oder man bestimmt zunéchst Basen B von
Eig(f,\i), 7 = 1,...,n und orthonormalisiert diese mit Theorem 4.9 zu Basen B’. Nach Folgerung 6.7

ist |J B’ dann eine Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren von f.
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7. Hauptachsentransformation

Sei V ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum und s eine hermitesche Sesquilinearform auf V.

Satz 7.1
Zu A € Mat,,(K) hermitesch gibt es S € U, (K) so, dass

S*AS = S71AS = diag(\1, ..., \n)
mit A\q,..., A\, € R.

Beweis. Da A hermitesch ist, ist fa € Endx(K™) selbstadjungiert, es gibt also nach Theorem 6.5 also eine
Orthonormalbasis B = (z1, ..., &, ) aus Eigenvektoren von fa. Die Transformationsmatrix S = TéB hat x1, ..., 2z,

als Spalten und ist somit nach Satz 5.8 unitdr. Nach Lemma 6.3 sind die Eigenvektoren Aq, ..., A, reell. O

I Folgerung 7.2

Sei A € Mat,,(K) hermitesch. Genau dann ist A positiv definit, wenn alle Eigenwerte positiv sind.
Bewets. Nach Satz 7.1 existiert S € U, (K) mit
S*AS = ST'AS = D =diag(A1, .. An) AL, endn €R

Die Eigenwerte von A sind die Eigenwerte von S™'AS (LAAG 1.5.1.11) , also A1, ..., An. Sei T = S. Genau dann
ist A positiv definit, wenn T'AT = S*AS = D positiv definit ist (Satz 2.8), also wenn A; > 0. O

Theorem 7.3 (Hauptachsentransformation)

Zu jeder hermiteschen Sesquilinearform s auf V' gibt es eine Orthonormalbasis B von V, fiir die

Mp(s) = diag(A1, ..y An) A1, e, Ay ER

Beweis. Sei By = (x1,...,2n) eine Orthonormalbasis von V und A = Mp,(s). Da s hermitesch ist, ist auch A
hermitesch (Satz 2.13). Nach Satz 7.1 gibt es deshalb S € U, (K) mit S*AS = D eine reelle Diagonalmatrix. Ist
nun f € Endg (V) mit Mp,(f) = S, so ist auch B = (f(x1), ..., f(z,)) eine Basis von V mit Th, = S unitér.
Da Mz, (f) unitér ist, ist auch f unitér. Nach Satz 5.2 ist f(By) = B somit auch eine Orthonormalbasis. Nach
Satz 2.8 ist

Mp(s) = (T,)" - M, (s) - TE, = S*AS = D O

m Beispiel 7.
2 1
A= ,s=s54, K=R, V=R2
1 2
= qo(x) = 227 + 22129 + 223
Wie verhilt sich ¢, : R? — R? Wie sehen die “Hohenlinien*

H.={zcR?|q(z)=c} ceR
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aus?
Xa=(t=2°-1=(@t—-1)(t=3)= A =3 =1
1
R O A B R O
= Mpg(s) = diag(3,1)
Im neuen Koordinatensystem » = ®5'(x) ist dann
¢s(2) = 327 + 23

Mit a; = az = 1 erhalt man “Hohenlinien“ der Form

1
V3’

was fiir ¢ > 0 eine Ellipse beschreibt.

22 T2 21

T

Folgerung 7.5

Zu jeder hermiteschen Sesquilinearform s auf V' gibt es eine Basis B von V, fiir die

1

ry(s)

MB(S) = 7]]-r,($)

mit 74 (s) +r_(s) < n.

Bewets. Sei By = (1, ..., n) eine Orthonormalbasis von V mit A = Mg, (s) = diag(A1, ..., An). Setze

L Xi #0
i = VIl 7
1 Ai=0
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Sei 2 = pi - xi und B’ = («},...,x,). Dann ist Mp(s) = S'AS mit § = Tg(; = diag(p1, ..., n) also Mp/(s) =
diag(Af, ..., AL) mit N = pi - N - g = piX; € {0,1, —1}. Durch Permutation der Elemente von B’ erhilt man die
gewiinschte Basis B. O

Definition 7.6 (Ausartungsraum)

Der Ausartungsraum von s ist

Vo=A{z eV |s(z,y) =0 VyeV}

Lemma 7.7

Vo ist ein Untervektorraum von V.

Beweis. Klar aus Linearitdt im ersten Argument. O

Lemma 7.8
Seien V4 und V_ Untervektorrdume von V mit V =V, @& V_ @ V und s positiv definit auf V.,

—s positiv definit auf V_. Dann ist

dimg (Vi) = max{dimg (W) | Untervektorraum von V, s positiv definit auf V'}
dimg (V_) = max{dimg (W) | Untervektorraum von V, —s positiv definit auf V'}

Beweis. Beweis nur fiir V., analog fiir V_.

klar

Ist W < V Untervektorraum mit s(z,z) > 0 Vaz € W\{0}, soist WnN (Vo V;) ={0}. Ist z =y + =
mit y € V_, z € Vo, so ist s(z,z) = sy + z,y + 2) = w—i—s(y,z) +s(z,y) + s(z,2) < 0 = dimg(W) <

<0 =0

dimK(V) - dimK(V,) - dimK(Vo) = dimK(V+). O

<:
>

Theorem 7.9 (Trigheitssatz von SYLVESTER)
Fiir eine hermitesche Sesquilinearform s auf V' sind die Zahlen r(s), r_(s) aus Folgerung 7.5

eindeutig bestimmt.

Bewets. Sei B eine Basis von V wie in Folgerung 7.5, B = (x1, ..., n). Definiere

Vi =spang (1, ..., p, (s))
Vo = span g (x’r+(s)+l, (X33} xr+(s)+7‘_(s))

VvO/ = Spang (xr+(5)+7',(s)+la ey l‘n)

Dann ist s positiv definit auf V., —s positiv definit auf V_ und V =V, @ V_ @ V. Es gilt V§ = W,

C: klar

D:lst =370 Awi € Vo, s0ist 0 = s(z,2:) = Ai-s(xs,a;) firi =1,...,nalso\; =0 firi =1,...,74(s) +7r_(s),
d.h. x € V. Nach Lemma 7.8 ist 71 (s) = dimg (V4 ) nur von s abhingig, analog fiir r_(s). O
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Definition 7.10 (Signatur)

Die Signatur von s ist das Tripel

(r4-(s);7—(5);70(5))

wobei ro(s) = dimg (Vp).
Folgerung 7.11
Ist s eine hermitesche Form auf V' und B eine Basis von V, so ist die Zahl der positiven bzw.

negativen Eigenwerte von Mp(s) gleich 4 (s) bzw. r_(s), insbesondere also unabhéngig von B.

Beweis. Sei A= Mg(s). Nach Satz 7.1 gibt es S € U,,(K) mit S*AS eine reelle Diagonalmatrix. Da $* = S~!
haben A und S*AS die selben Eigenwerte. Bringt man S*AS nun in die Form in Folgerung 7.5, so &ndern sich
die Vorzeichen der Diagonale nicht mehr. |
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8. Quadriken

Sei n € N.
Definition 8.1 (Quadrik)

Eine Quadrik ist eine Teilmenge von R™ mit

Q={x eR" | 2" Az + 2b'z + c = 0}

mit A € Mat,,(R) symmetrisch, b* € R” und ¢ € R.

» Bemerkung 8.2
e Q={r e R"| 30 aizy; +23 biz; + ¢ = 0} also Q ist die Nullstellenmenge eines

quadratischen Polynoms in 1, ...,z
e (@ bestimmt A, b, ¢ nicht eindeutig, da Q(A, b, c) = Q(AA, \b, Ac)

e Man kann A, b, ¢ so normieren, dass ¢ = 0 oder ¢ =1

» Bemerkung 8.3

Seien A, b, ¢ wie in Definition 8.1, so schreiben wir

_ A b
A=
bt e
x
T =
1

Dann ist Q = {z € R" | #*AZ = 0}. Wir schreiben (A, b) fiir

(A b) € Maty, n41(R)

Es gilt tk(A4) < 1k(4,b) < rk(A).

» Bemerkung 8.4 (Wiederholung)
Seien V,W K-Vektorrdume. f : V — W heifit affin, wenn 3g € Homg (V, W) mit f(v) = g(v) + wp
Vv € V. Ist f affin und bijektiv, so ist f~! affin, d.h. Aff (V) = {f : V — V| f affin und bijektiv}.
Im Fall von V =R", K =R ist

Affp(R") ={f=7,0 fr | T € GL,(R),z € R"}
mit fr(x) =Tz und 7,(x) = x + 2.

Lemma 8.5
Ist @ C R™ eine Quadrik, so ist f(Q) eine Quadrik, fiir f € Affg(R™).
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8. Quadriken
S 0
. Es gilt
1 )

Beweis. f = 7,0 fr mit T € GL,(R) und z € R". Schreibe S = T ¢ GL,(R), S = (
0

S7 = Sz.

—

fr(@Q)={Tz eR" |i'Ai =0
= {y e R" | (59)" ASg = 0}

- n | ~t at 7 &
—{yeR" |5 §'AS

1 =z
( ) . U.z = 7»(z). Man folgert analog, dass
0

Jetzt fiir 7,. Sei U, =
1
(@ ={yeR" | Ut Av. i=0) o
~—
A Az+Db
2PA4+b ZAz+bz+ b+

Definition 8.6 (Typen von Quadriken)
Sei @ gegeben durch (A, b, ¢) wie in Definition 8.1. @ heift

e vom kegeligen Typ, wenn rk(A) = rk(A,b) = rk(A)

o cine Mittelpunktsquadrik, wenn rk(A4) = rk(A4,d) < rk(A)

e vom parabolischen Typ, wenn rk(A4) < rk(A4,b)

e ausgeartet, wenn det(A) =0
Lemma 8.7
Ist @ C R™ eine Quadrik, f € Affgx(R™). Von dem Typ, von dem @ ist, ist auch f(Q).

Beweis. f = fg-1, S € GL,(R). Da S invertierbar ist, ist rk(A) = rk(S*AS), analog auch rk(S*AS) = rk(A).
O

0
(S'AS, S'b) = S*(A,b) ( ) = 1k(S'AS, S'b) = rk(A, b). Fiir f = . analog.
0 1

Definition 8.8 (Isometrie)
Eine Isometrie des R” ist f € Affg(R™) mit

f(z)=Az+b

mit b € R” und A € GL,,(R) ist orthogonal.

» Bemerkung 8.9
f:R™ — R" ist eine Isometrie genau dann, wenn ||f(x) — f(y)|| = ||= — y|| fiir alle z,y € R™
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Theorem 8.10 (Klassifikation der Quadriken bis auf Isometrien)
Sei @ eine Quadrik. Es gibt eine Isometrie f € Affg(R™) mit f(Q), die eine der folgenden Formen

annimmt:

k 2 n 2
.f(Q):{xeR”zj(xl) > (Z) :o} k>r—k
1=1 i=k+1 v
k s 2 n s 2
e 22 £ (2
i=1 g i=k+1 v
k - 2 n - 2
.f(Q):{xeR”Z Clz‘) —'Z (Cli) —2xr+1:O} k>r—kr<n
p=1 1=k+1
mit aq,...,ar ERsound 0 <k <r <n

Beweis. Sei Q gegeben durch (A, b, c). Nach Satz 7.1 gibt es eine orthogonale Matrix S € O,, mit S'SAS =

diag(A1, ..., An). Indem wir @ durch fg-1(Q) ersetzen, konnen wir also ohne Einschréankung annehmen, dass
A = diag(A1, ..., An). Ohne Einschrankung ist weiter Ai,...,Ax > 0 und Agpt1,...,A» < 0 und A\ry1,..., An = 0.
Dann ist (ér1, ..., en) eine Orthonormalbasis des Ausartungsraums Vo von s4.

Wenn wir @ durch 7. (Q) ersetzen, wird b durch Az+b ersetzt, wir konnen deshalb ohne Einschrankung annehmen,
dass b € Vo. Ist n > r, also Vo # {0}, so konnen wir eine Orthonormalbasis (vr41,...,v5) von Vo mit b €
spang (vy41) wahlen.

Indem wir @ durch fg—1(Q) mit S = (e1, ..., €r, Vrs1, ..., Upn) ersetzen, konnen wir ohne Einschrankung annehmen,
dass b= p - e,41 mit p € R.

Ist nun rk(A) = rk(A, b), so gibt es z mit Az = —b, und indem wir @ durch 7.(Q) ersetzen, kdnnen wir annehmen,
dass b= 0.

1

Vixd

e Im Fall ¢ = 0 setzt man a; = und ersetzt gegebenenfalls (A, b, ¢) mit (—A, —b, —c), um Form 1 zu

erhalten.

e Im Fall ¢ # 0 ersetzt man (A,b,c) durch (f%A, f%b,fl) und setzt dann a; = ﬁ, um Form 2 zu

erhalten.
o Ist rk(A) < rk(A4,b), so ist insbesondere r < n und p # 0. Nun ersetzten wir @ durch 7.(Q) mit z =
—i - e;41 und konnen somit auch wieder ¢ = 0 annehmen. Ersetzt man (A, b,0) durch (—%A7 —1,0) und

setzt wieder a; = ﬁ7 so erhélt man Form 3. (Ist k¥ < r — k, so ersetzt man weiter @ durch f_1,(Q)

und (A, b,0) durch (—A, —b,0).) O

Folgerung 8.11
Sei @ C R™ eine Quadrik. Es gibt eine invertierbare affine Abbildung f € Affgx(R™) fiir die f(Q)

eine der folgenden 3 Formen annimmt:

k T
. f(Q):{wGR”Zx?— > x?:O} k>r—k

ik-‘rl

.f(Q)={:reR”Zx Sy _1}
1=k+1

.f(Q):{xER"Zac Zx?_er+1:0} k>r—kr<n
i=k+1
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m Beispiel 8.12
Q C R?




8. Quadriken Kapitel II: Skalarprodukte

» Bemerkung 8.13
e Ist Q C R? eine Quadrik, U C V affiner Untervektorraum, so ist Q N U eine Quadrik in dem
Sinne, dass 3f Isometrie : f(U) = R* und f(Q NU) ist eine Quadrik.

e Ebene Quadriken sind im wesentlichen Kegelschnitte, Q' = {z € R? | 2% + 22 = 23}, aufer 2c
und 2d in Beispiel 8.12

» Bemerkung 8.14
Die Situation wird deutlich iibersichtlicher, wenn man den affinen Raum R™ durch Hinzunahme

von Punkten im Unendlichen zum projektiven Raum P"(R) vervollstidigt und den Abschluss der

Quadriken darin betrachtet. Es stellt sich dann heraus, dass vom projektiven Standpunkt aus die

meisten ebenen Quadriken dhnlich aussehen. (Siehe Vorlesung Elementare Algebraische Geometrie)
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Kapitel 111

Dualitat

1. Das Lemma von Zorn

Sei K ein Korper und U, V, W seien K-Vektorrdume. Zudem sei X eine Menge.
Definition 1.1 (Relation)
Eine Relation ist eine Teilmenge R C X x X. Man schreibt (x,2’) € R als zR2’. R heift

e reflexiv, wenn Vr € X: zRx
e transitiv, wenn Vz,y,z € X: xRy und yRz = xRz
e symmetrisch, wenn Vz,y € X: xRy = yRx

e antisymmetrisch, wenn Vz,y € X: xRy und yRzx =y =2

e total, wenn Va,y € X: (z,y) ¢ R= (y,x2) € R

m Beispiel 1.2 (Aquivalenzrelation)

Eine Aquivalenzrelation ist eine reflexive, transitive und symmetrische Relation. Wir haben schon

verschiedene Aquivalenzrelationen kennengelernt: Isomorphie von K-Vektorrdaumen und Ahnlichkeit

von Matrizen.

Definition 1.3 (Halbordnung)

Eine Halbordnung (oder partielle Ordnung) ist eine reflexive, transitive und antisymmetrische

Relation <. Eine totale Halbordnung heifit Totalordnung oder lineare Ordnung. Man schreibt

r<yfirz<yAz#y.
m Beispiel 1.4
e Die natiirliche Ordnung < auf R, @Q, Z und N ist eine Z Totalordnung.

e Teilbarkeit | ist eine Halbordnung auf N, aber Teilbarkeit ist keine Halbordnung auf Z, da
1] =1 und —1J1, aber 1 # —1!

e P(X) ist die Potenzmenge. "Cist eine Halbordnung auf P, aber fiir |X| > 1 ist "C"keine

Totalordnung.

e Sei (X, <) eine Halbordnung, sei Y C X, so ist (Y, C |y) eine Halbordnung.
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Definition 1.5 (Kette)
Sei (X, <) eine Halbordnung, Y C X. Y heift Kette, wenn (Y, < |y) total ist.

x € Y heifit ein minimales Element von Y, wenn Va’ € Y: z < 2'.

x € Y heifit untere Schranke von Y, wenn Vy € Y: y > x.

x € Y heifst kleinstes Element von Y, wenn x untere Schranke von Y ist.

Analog: maximales Element, obere Schranke, grofites Element.

Y = {2" | n € N} ist eine Kette
» Bemerkung 1.6
e Hat Y ein kleinstes Element, so ist dies eindeutig bestimmt. Ein kleinstes Element ist minimal.
e Jede endliche Halbordnung hat minimale Elemente. Jede endliche Totalordnung hat ein kleins-
tes Element. Analog fiir maximale Elemente und grofstes Element.
m Beispiel 1.7

(N, <) hat als kleinstes Element die 1, aber kein grofites Element oder maximale Elemente.

m Beispiel 1.8

V = R3, X die Menge der Untervektorriume des R3. (X, <) ist eine Halbordnung auf ¥ C X mit
Y ={U € X | dimg(U) < 2}.

e Y hat ein kleinstes Element: {0}.

e Es gibt unendlich viele maximale Elemente in Y, ndmlich die Untervektorrdume von V, die
die Dimension 2 haben. Es gibt also kein grofites Element.

e V ist die obere Schranke von Y.
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Theorem 1.9 (Das Lemma von Zorn)
Sei (X, <) eine Halbordnung, die nicht leer ist. Wenn jede Kette eine obere Schranke hat, dann

hat X ein maximales Element.

Beweis. Das Lemma von Zorn hat axiomatischen Charakter - es ist dquivalent zum Auswahlaxiom, seine Giil-
tigkeit ist somit abhéngig von unseren grundlegenden mengentheoretischen Annahmen. Fiir einen Beweis des
Lemmas von Zorn aus dem Auswahlaxiom siehe die Vorlesung Mengenlehre. Wir zeigen hier zumindest die

andere Richtung, ndmlich dass das Auswahlaxiom aus dem Lemma von Zorn folgt. O

Folgerung 1.10 (Auswahlaxiom)
Zu jeder Familie (x;), nicht leer, gibt es eine Auswahlfunktion, das heifst eine Abbildung:

f:I— UXi mit f(i) € X; Vi
icl
Beweis. Sei F die Menge der Paare (J, f) bestehend aus einer Teilmenge J C I und einer Abbildung f : [ —
U,e; Xi mit f(i) € Xi Vi € J. Definieren wir (J, f) < (J',f') <= J C J" und f'[; = f, so ist < eine
Halbordnung auf . Da (0,0) € F ist J nichtleer. Ist G C F eine nichtleere Kette, so wird auf J' := U ; rcg J
durch f'(j) = f(j) falls (J,f) € G und j € J eine wohldefinierte Abbildung f’ : J — U, X mit f'(i) €
X, Vi€ J gegeben. Das Paar (J', f') ist eine obere Schranke der Kette G. Nach dem Lemma von Zorn besitzt
F ein maximales Element (J, f). Wir behaupten, dass J = I. Andernfalls nehmen wir ein i’ € I'\J und ein
@) jeJ
x' j=1
(J, f) < (J', f') im Widerspruch zur Maximalitéit von (J, f). O

2’ € Xy und definieren J" := U U {#'} und f": J" = U, Xi, j = . Dann ist (J', f') € F und

Folgerung 1.11 (Basiserginzungssatz)
Sei V' ein K-Vektorraum. Jede linear unabhingige Teilmenge Xy C V ist in einer Basis von V

enthalten.

Bewets. Sei ¥ = {X C V | X ist linear unabhingig, Xo C X} geordnet durch Inklusion. Dann ist X, € X,
also X # (. Ist Y eine nichtleere Kette in ¥, so ist auch Y = (JY C V linear unabhéngig. Sind y1,...,yn € ¥
paarweise verschieden, so gibt es Yi,...,Y, € Y mit y; € Y; fiir i = 1,...,n. Da Y total geordnet ist, besitzt
{Y1,..., Yo} ein groftes Element, o.E. Y. Also sind y1,...,9» € Y1 und somit linear unabhéngig. Folglich ist
Y1 € X eine obere Schranke von ). Nach dem Lemma von Zorn besitzt X ein maximales Element X. Das heifit,

X ist eine maximal linear unabhéngige Teilmenge von V', nach LAAG1 I1.3.5 also eine Basis von V. O
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2. Der Dualraum

Sei V ein K-Vektorraum.
Definition 2.1 (Dualraum)

Der Dualraum zu V ist der K-Vektorraum

V* =Homg(V,K) = {p:V — K linear}

Die Elemente von V* heiflen Linearformen auf V.

m Beispiel 2.2
Ist V = K™ = Mat,,«x1(K), so wird V* = Homg (V, K) durch Mat x,(K) = K™. Wir kénnen also

die Elemente von V als Spaltenvektoren und die Linearformen auf V als Zeilenvektoren auffassen.

Lemma 2.3

Ist B(z1);er eine Basis von V, so gibt es zu jedem 4 € I genau z} € V* mit

Beweis. Siehe LAAGI IIL1.5.1, angewandt auf die Familie (y;);er, y;0;.; in W = K. O

Satz 2.4
Ist B = (21)ier eine Basis von V| so ist B* = (z});cr linear unabhéngig. Ist I endlich, so ist B*

eine Basis von V*.

Beweis. Ist o = Y, ., Mz, \i € K, fast alle gleich 0, so ist @(z;) = 3 ,; Ajzi(x;) = A; fiir jedes j € I. Ist

also ¢ =0, s0ist A\; = p(z;) =0 Vj €I, B* ist somit linear unabhéngig.

Ist zudem I endlich und ¢ € V*, soist o = o' = >, ¢(xs)x], denn o' (x5) = >, o () x] (25) = ¢(x:) Vj€

I, und somit ist B* ein Erzeugendensystem von V™. O
Definition 2.5 (duale Basis)

I Ist B = (x;)cs eine endliche Basis von V, so nennt man B* = (z]);¢s die zu B duale Basis.

Folgerung 2.6

Zu jeder Basis B von V' gibt es einen eindeutig bestimmtem Monomorphismus

fv — V* mit f(B) = B*

Ist dimg (V) < oo, so ist dieser ein Isomorphismus.
Folgerung 2.7
Zu jedem = 0 # x € V gibt es eine Linearform ¢ € V mit p(z) = 1.

Bewets. Erginze x1 = x zu einer Basis (z;)icr von V (Folgerung 1.11) und ¢ = 7. |

m Beispiel 2.8

Ist V = K™ mit Standardbasis £ = (ey, ..., €5,), so konnen wir V* mit dem Vektorraum der Zeilen-
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vektoren identifizieren, und dann ist

Definition 2.9 (Bidualraum)

Der Bidualraum zu V ist der K-Vektorraum
V™ = (V*)* = Homg (V" K)

Satz 2.10
Die kanonische Abbildung

V=V
L wobei ¢, (¢) = ¢(x)
Ty

ist ein Monomorphismus. Ist dimg (V') < oo, so ist ¢ ein Isomorphismus.

Bewets. ° L, €V
— (e + ) = (¢ +9)(@) = p() + P(2) = ta(p) + 1 (¥)
= ta(Ap) = (Ap)(2) = Ap(x) = A ()
e ¢ linear:
= toty(p) = e(@ +y) = 0(z) + ¢(y) = ta(p) + 1y (p) = (to + 14)(¥)
= () = e(Az) = Aa (1) = (M) ()
e . injektiv: Sei 0 # z € V. Nach Folgerung 2.7 existiert ¢ € V* mit ¢z () = ¢(z) = 1 # 0. Somit ist ¢z # 0.

Folgerung 2.6 Folgerung 2.6
= V* =

o Ist dimg (V) < oo, so ist V' V**, insbesondere dimg (V) = dimg (V**). Der

Monomorphismus ¢ ist somit ein Isomorphismus. O

» Bemerkung 2.11
Sei dimg (V) < co. Im Gegensatz zu den Isomorphismen V' — V* die von der Wahl der Basis B
abhéngen, ist der Isomorphismus ¢ : V' — V** kanonisch (von der Wahl der Basis B unabhingig).

Die Voraussetzung, dass dimg (V) < oo ist hier essentiell: Fiir dimg (V') = oo ist ¢ nicht surjektiv.

Definition 2.12 (Annulator)

Fiir eine Teilmenge U C V' bezeichne

U'={peV*|p(x)=0 VreU}

den Annulator von U.

Lemma 2.13

UV ist ein Untervektorraum von V*.

Beweis. Klar. O
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Satz 2.14
Ist dimg (V) < oo und U C V ein Untervektorraum, so ist

dimg (V) = dimg (U) + dimg (U°)

Bewets. Erginze eine Basis (21, ..., ) von U zu einer Basis B = (21, ...,x,) von V. Dann ist B*(z7, ..., x},) eine

Basis von V*. Sei C' = (x; 11, ..., ). Dann ist C' eine Basis von U°:

e B™ ist Basis = C ist linear unabhéngig.
e CCUYFirl<j<r<i<nistaz(z;)=20d;=0.
e U® Cspany (O): Ist o = >0 Niwy € U, 50 0 = p(z;) = \; fiir alle j < r,
also ¢ € spang (z41, ..., %) O

Folgerung 2.15
Ist dimg (V) < oo und U C V ein Untervektorraum, so ist

W(U) =0

Beweis. Es ist klar, dass «(U) < U.
Fiir o € U° und x € U ist 1, (p) = p(x) = 0. Mit Satz 2.14 ist

dimg (U?) = dimg (V") — dimg (U°)
= dimg (V*) — (dimg (V) — dimg (U))

Folgerung 2.6

dimK(U)

und da ¢ injektiv ist, folgt «(U) = U, O
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3. Die duale Abbildung

Sei f € Homg (V, W).

» Bemerkung 3.1

Ist ¢ € W* = Homg (W, K) eine Linearform auf W, so ist ¢ o f € Homg(V,K) = V* eine
Linearform auf V.

Definition 3.2 (duale Abbildung)

Die zu f duale Abbildung ist

wW* =V~

prrpof

Lemma 3.3
Es ist f* € Homg (W*, V*).

Bewets. Sind ¢, € W* und X € K ist

fletv)=(ptv)of
=gpof+iof
= f"(p) + [ (¥)
) = (A\p)o f
=X-(pof)
=X f () U

Satz 3.4
Sind B = (%1, ..., ) und C = (y1, ..., ym) Basen von V bzw. W, so ist

L. t
M. (f*) = (ME(f))
Beweis. Sei A = Mg(f) = (aij)i,j und B = Mg: (f*) = (bji)j,i- Dann ist f(CL’J) = Z:ll QijYi, also Aj; =

yi (f(x5)) = f*(yi)(x;) und f*(y7) = 227, bjixj, also bji = f*(y)(x;) = ai;. O

Folgerung 3.5
Sind V und W endlichdimensional, und identifizieren wir V' = V** und W = W** so ist f = f**,
das heifit o f = f** o

Beweis. Seien B und C Basen von V bzw. W. Unter der Identifizierung ist B** = B und C = C**, das heiftt

v(xi) = 27" bzw. (y;) = y;~, denn v(x;)(x]) = @} (z:) = 0y = 27" (x]) Vi,j und somit

ME(F) S (MG () S (ME ) = ME)

Also f** = f. |
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Kapitel III: Dualitat

Folgerung 3.6

Sind V, W endlichdimensional, so liefert die Abbildung f +— f* einen Isomorphismus von K-
Vektorrdumen.

Homg (V,W) — Homg (W™, V*)
Beweis. Sind f,g € Homg (V,W) und A € K, p € W™, so ist

(f+9)" (@) =po(f+g)=vof+eog=[f"(p)+9 ()= +39")(¥)
AN (@) =po M) =A-(pof)=Xof(p) = )(p)

Die Abbildung ist somit linear. Nach Folgerung 3.5 ist sie injektiv. Da

dim}((‘/, W) = dimK(V) . dimK(W)
= dimg (V") - dimg (W)
= dimg (Homg (W*, V7))

ist sie auch ein Isomorphismus.

Satz 3.7

Sind V, W endlichdimensional so ist

Im(f*) = Ker(f)°
Ker(f*) = Im(f)°

55



Kapitel IV

Moduln

56



Anhang



Anhang A: Listen

Anhang A: Listen

A.1. Liste der Theoreme

Theorem 4.8: . . . . . . . e e 10
Theorem 5.9: Satz von CAYLEY-HAMILTION . . . . . . . . .. ... . ... ... 13
Theorem 7.5: JORDAN-Normalform . . . . . . . . .. . . ... ... 21
Theorem 4.9: GRAM-SCHMIDT-Verfahren . . . . . . . .. ... ... ... ... .. ...... 32
Theorem 5.9: . . . . . . e 35
Theorem 6.5: . . . . . . . oL e e 37
Theorem 7.3: Hauptachsentransformation . . . . . . . . .. .. ... ... ... .. ... 39
Theorem 7.9: Trégheitssatz von SYLVESTER . . . . . . . o v v v v v it i e e e e e 41
Theorem 8.10: Klassifikation der Quadriken bis auf Isometrien . . . . . . . . ... ... ... ... 45
Theorem 1.9: Das Lemma von Zorn . . . . . . . . . . . . i i e 50

58



A.2. Liste der benannten Sétze Anhang A: Listen

A.2. Liste der benannten Satze

Satz 6.4:
Satz 7.3:
Satz 1.4:
Satz 2.8:

Satz 3.4:

Lemma von FITTING . . . . . . . .. . e 15
Hauptraumzerlegung . . . . . . . . . . ... e 20
Ungleichung von CAUCHY-SCHWARZ . . . .« . o v vt vt i it e et e e e 24
Transformationsformel . . . . . . . . . . L Lo 27
Polarisierung . . . . . . . .. L e 29

59



Index

Aquivalenzrelation, 48
JORDAN-Invarianten, 21
JORDAN-Matrix, 17

Absolutbetrag, 24
Annulator, 52
Ausartungsraum, 41
ausgeartet, 28, 44
Auswahlfunktion, 50

Bidualraum, 52

Bilinearform, 26
charakteristische Polynom, 4

definit, 29
diagonalisierbar, 6
duale Basis, 51

Dualraum, 51

Eigenraum, 2
Eigenvektor, 2
Eigenwert, 2
Endomorphismus
orthogonal, 34
unitar, 34
euklidische Norm in C, 25
euklidische Norm in R, 24
euklidischen, 29

Halbordnung, 48
Hauptraum, 20
hermitesch, 28

invariant, 9

Isometrie, 44

Kette, 49
grofites Element, 49
kleinstes Element, 49
maximales Element, 49
minimales Element, 49
obere Schranke, 49

untere Schranke, 49

60

komplexe Konjugation, 24

lineare Ordnung, 48

Linearformen, 51

Matrix
orthogonal, 35
unitdr, 35

Minimalpolynom, 12

nilpotent, 16
Nilpotenzklasse, 16

normiert, 5

orthogonal, 31

orthogonale Gruppe, 35
orthogonale Komplement, 31
orthogonale Projektion, 32

orthonormal, 31

partielle Ordnung, 48
projektiven Raum, 47

quadratische Form, 29
Quadrik, 43
kegeligen Typ, 44
Mittelpunktsquadrik, 44
parabolischen Typ, 44

Relation, 48
antisymmetrisch, 48
reflexiv, 48
symmetrisch, 48
total, 48

transitiv, 48

selbstadjungiert, 37

semidefinit, 29

Sesquilinearform, 26
darstellende Matrix, 26

Signatur, 42

spezielle orthogonale Gruppe, 35

spezielle unitare Gruppe, 35

Standardskalarprodukt in C, 25



INDEX

INDEX

Standardskalarprodukt in R, 23

symmetrisch, 28

teilt, 6
Totalordnung, 48

trigonalisierbar, 9

unitdre Gruppe, 35

unitaren, 29

Vielfachheit, 7
algebraische Vielfachheit, 8
geometrische Vielfachheit, 8

zyklisch, 13

61



	Inhaltsverzeichnis
	Endomorphismen
	Eigenwerte
	Das charakteristische Polynom
	Diagonalisierbarkeit
	Trigonalisierbarkeit
	Das Minimalpolynom
	Nilpotente Endomorphismen
	Die Jordan-Normalform

	Skalarprodukte
	Das Standardskalarprodukt
	Bilinearformen und Sesquilinearformen
	Euklidische und unitäre Vektorräume
	Orthogonalität
	Orthogonale und unitäre Endomorphismen
	Selbstadjungierte Endomorphismen
	Hauptachsentransformation
	Quadriken

	Dualität
	Das Lemma von Zorn
	Der Dualraum
	Die duale Abbildung

	Moduln
	Anhang
	Listen
	Liste der Theoreme
	Liste der benannten Sätze

	Index
	Index


